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Abstract

The famous Black Scholes model assumes that the underlying asset follows a geometric Brownian
motion with constant drift and volatility. This assumption implies that returns are lognormally dis-
tributed and that the volatility is constant, although it is very easy to show that this is not the case
for empirical return series. In this thesis we examine the effect of changing the Black Scholes as-
sumption in such a way that we address the two implications. First, we implement a Normal Inverse
Gaussian (NIG) option pricing model that addresses the implication of the marginal distribution of
the logreturns. Second, we implement S. Heston’s stochastic volatility model that addresses the im-
plication of constant volatility, thereby also changing the marginal distribution of the logreturns. To
ensure that we use liquid options in our calibration, we examine Volume and Open Interest and find
a suitable slice of strikes. We calibrate the parameters of our three models daily to liquid S&P 500
plain vanilla options under a risk neutral probability measure Q. We use several ‘goodness of fit’
criteria to ensure that our comparison of the three models does not depend on a single criterion. We
see that the Heston model fits observed option prices reasonably well but that the NIG model dis-
plays systematical errors, which suggest that it is not a very good model. In order to decide whether
one model outperforms the other models, we use the calibrated parameters to perform three differ-
ent types of delta hedges. The main result of the paper is that the Heston model outperforms the two
other models, especially if we aggregate the P&L of the individual options into a portfolio. Al-
though the Heston model is superior to the Black Scholes model, it should be noted that the Black
Scholes model is much easier to implement and that the Black Scholes model performs quite well

and outperforms the NIG model. The NIG model turns out to be the worst model on all accounts.

Keywords: Option pricing, Black Scholes, Normal Inverse Gaussian (NIG), Heston stochastic vola-
tility model, delta hedge, minimum variance delta, risk neutral probability measure, martingale pric-

ing.
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1 Indledning
Den beremte Black Scholes model (Black & Scholes, 1973) og (Merton, 1973) fra 1973 til prisfast-

settelse af optioner er en af hjernestenene i1 kvantitativ finansiering, bdde indenfor den akademiske
verden men ogsa pa trading floors verden over. Modellen bygger pé en raekke simplificerende anta-
gelser, hvoraf nogle af dem strider mod empiriske observationer. Vores fokus er pa Black Scholes

modellens antagelse om, at aktiekurser S, folger en geometrisk brownsk bevagelse:
dS, = uS,dt + oS, dW, hvor uogo er konstante (2.1)

Denne antagelse implicerer at logaritmen til afkastet (logafkastet) pa det underliggende aktiv er
normalfordelt, og at der er konstant volatilitet. Den empiriske marginale fordeling af logafkastet for
det underliggende aktiv er imidlertid typisk leptokurtosisk (Cont, 2001) og kan desuden vere skav.
I denne kandidatopgave ensker vi at undersoge effekten af at @ndre Black Scholes modellens anta-
gelse (2.1) ved to forskellige fremgangsmader for bedre at ramme den empiriske marginale forde-
ling af logafkastene.

I den forste fremgangsmade antager vi, at logafkastet folger den normal invers gaussiske (NIG)
fordeling med konstante parametre. NIG fordelingen er udviklet af Barndorff-Nielsen (Barndorft-
Nielsen, 1997), og har vist sig at kunne fitte den empiriske marginale fordeling af finansielle data
fortrinligt (Rydberg, 1997). Fordelen ved denne fordeling er, at den ud over at athaenge af middel-
vardi og varians som normalfordelingen gor, ogsé inddrager kurtosis og skevhed. Med udgangs-
punkt i NIG fordelingen indferer vi en NIG optionsmodel.

I den anden fremgangsmade udvider vi Black Scholes modellen med stokastisk volatilitet og endrer
som folge deraf ogsd den marginale fordeling af logafkastene. Til dette formal indferer vi Hestons
stokastiske volatilitets model (Heston, 1993) fra 1993. Denne model har siden sin opdagelse opnaet
en utrolig popularitet, da den udtrykker optionsprisen ved et semianalytisk udtryk, der er bekvemt at
arbejde med, hvilket ogsé er arsagen til at vi har valgt at benytte den.

Man kunne argumentere for, at normalfordelingen er en nogenlunde approksimation for den margi-
nale fordeling af de observerbare logafkast under “normale” markedsvilkar, hvor der ikke sker saer-
ligt mange voldsomme @ndringer i markedspriserne. Man kunne ogsd argumentere for, at der til-
nermelsesvis er en konstant gennemsnitlig volatilitet under normale markedsvilkar. For sadanne
perioder kunne man derfor forestille sig, at der ikke er meget at hente ved at lave mere sofistikerede

modeller. Vi har derfor valgt at benytte et dataset, der indeholder finanskrisen anno 2008/2009.



Vores sammenligning af de 3 modeller henholdsvis Black Scholes modellen, NIG modellen og
Heston modellen foretages 1 3 trin. Forst sammenligner vi de marginale fordelinger for de 3 model-
ler, for at undersoge hvor godt de rammer empiriske logatkast. Dernaest kalibrerer vi modellerne og
ser hvor godt de fitter faktiske markedsdata. Til slut underseger vi, hvor gode de 3 modeller er til at
delta hedge med, hvilket endegyldigt afger, hvilken model der er mest robust. Det er her vigtigt at
holde sig for gje, at uanset hvilken af de 3 modeller man vealger, vil den med al sandsynlighed al-
drig kunne fange hele den virkelige verdens kompleksitet. En sammenligning af de 3 optionsmodel-
ler ud fra rigtige markedsdata er derfor en ovelse i sig selv og en grundig databehandling er altsa
vigtig.

Udfordringen i denne kandidatopgave er altsa, at @ndre Black Scholes modellen i to forskellige
retninger og stadig holde en ensartet gennemgang, samtidigt med at alle konklusioner treffes pé

baggrund af data fra den virkelige verden.

2.1 Afgraensning

Som navnt i indledningen giver et studie af virkelige markedsdata potentielt ophav til inkonsistens i
forhold til de teoretiske modeller vi ensker at undersege. Da vi udelukkende er interesserede i at
undersoge effekten af de to udvidelser til Black Scholes modellen, nejes vi med at undersoge euro-
paiske put og call optioner skrevet pd S&P 500 indekset med lebetider pa op til ca. 9 méaneder.
Denne afgransning geres for ikke at inddrage yderligere kompleksitet i form af indviklede eksoti-
ske produkter eller likviditetseffekter. Markedsmodellen kommer sdledes til at besta af S&P 500
indekset som underliggende risikofyldte aktiv, og et risikofrit aktiv (bankbog). Vi har valgt ikke at
fokusere pa stokastisk rente, da den primeere arsag til priseendringer i finansielle produkter med kort
lobetid primert skyldes @ndringer i det underliggende aktiv og ikke @ndringer i renten (Macbeth &
Merville, 1979). Vi antager, at den risikofri rente kan approksimeres ud fra LIBOR-renten og at
investorer kan lane og udléne ubegranset til denne rente.

Opgaven henvender sig til folk med baggrund indenfor kvantitativ finansiering, og selvom vi be-
streber os pa at beskrive al den teori vi bruger, mé det forventes at laeseren er bekendt med sand-

synlighedsteori, stokastiske differential ligninger, ito’s lemma mv.



2.2 Opbygning

I Kapitel 2 introducerer vi teorien bag optioner og hvilke egenskaber netop den type option vi vil
beskaeftige os med opfylder og vi forklarer hvilke statistiske egenskaber aktivet antages at opfylde.

I Kapitel 3 introduceres fordelingerne for det underliggende aktiv for Black Scholes og NIG model-
len samt de tilherende processer. De centrale momenter beregnes og vi undersoger effekten af for-
delingernes parametre. Til slut fitter vi fordelingernes parametre til empiriske logafkast.

I Kapitel 4 introduceres Heston modellen og vi underseger effekten af modellens parametre. Vi
udleder herefter en funktion for den marginale fordeling for S, som vi benytter til at fitte modellens
parametre til empiriske logafkast.

I Kapitel 5 gennemgér vi prisfastsattelse under det risikoneutrale sandsynlighedsmaél, Q. For Black
Scholes modellen og NIG modellen introduceres Esscher transformationen for at udlede funk-
tionerne til prisfastsattelse af call- og putoptioner under Q-maélet. Da Esscher transformationen kun
galder for Lévy processer, tager vi for Heston modellens udgangspunkt i dens partielle differential-
ligning for at udlede funktionerne til prisfastsettelse af call- og putoptioner under Q-malet.

I Kapitel 6 udleder vi en generel optionsmodel og undersgger de tre modellers sandsynligheder for
at en option ender out-of-the-money. Herefter beregner vi forskellige partielle afledte for options-
modellerne til brug ved hedging.

I Kapitel 7 beskriver vi vores data, samt de nedvendige transformationer og filtreringer. Vi kontrol-
lerer desuden kvaliteten af vores data vha. put-call pariteten.

I Kapitel 8 gennemgar vi kalibreringen af de tre modeller med hensyn til implementering og kali-
breringsresultater.

I Kapitel 9 gennemgér vi teorien bag hedging og udleder delta for alle 3 modeller. For Heston mo-
dellen viser det sig at veere en smule kompliceret pga. korrelationen og vi benytter derfor en mini-
mum varians metode til at udlede delta. Vi gennemgar til sidst hedging proceduren for en option
over tid ved at indga en position en futures og en bankbog.

I Kapitel 10 udferer vi 3 forskellige typer af delta hedging og sammenligner resultaterne for de 3
modeller. Vi beregner P&L jf. forrige kapitels hedging procedure.

I Kapitel 11 konkluderer vi pa opgavens resultater og giver forslag til udvidelser i forleengelse af

denne kandidatopgave.



2.3 Notation

I nedenstdende tabel forklares den valgte notation i opgaven.

Tabel 2.1
Symbol Inputparametre Forklaring
og sammenhang
t Det anskuede tidspunkt i ar. Ofte settes ¢ = 0.
T Udlebstidspunktet i ar, hvor 7' —¢ angiver antal &r til udleb.
t, Beregningstidspunktet i dage. Ofte sattes 7, =0.
T, Udlebstidspunktet 1 dage, hvor T, —¢, angiver antal dage til
udleb
Tt Udlebstidspunktet i dage, hvor Y;L kun kan antage et antal
' dage svarende til i ='5,1,2,3,...,11eller 12 maneder .
7 t,,T* LIBOR-renten til tid 7, med en lobetid, 7"
Den annualiserede kontinuerte rente til tid z, med en lgbetid
r Fotgs Ty pd T,.Den findes ved passende interpolation og transformation
af de 2 tidsmassigt neermeste LIBOR-renter.
q Den kontinuerte dividenderate
$ Aktiekursen pé det dividendebetalende underliggende aktiv. I
! de empiriske afsnit repraesenterer den S&P 500 Indekset.
S, S, = e )St Aktiekursen pa underliggende aktiv, S‘t diskonteret med ¢.
7 F, = el 1§, < |Futures pris til tid # med udleb 7 og med S, som det underlig-
! F =8, gende aktiv.
K Strikepris for option
7 S KT Prisen for en calloption til tid t med S, som underliggende
‘ C aktiv, med udleb 7 og med en strike pd K.
i S KT Prisen for en putoption til tid # med S, som underliggende ak-
i c tiv, med udleb 7 og med en strike pd K.
Parametervektor som angiver parametre for den tilherende
OF B2 0L fordelingsfunktion. Er angivet ved 'P eller O afthengigt af
T sandsynlighedsmal. Hatten, ”*” angiver, om parametervekto-
ren skal estimeres.
A, 6" A betegner den partielle afledte ifht. & for Black Scholes og
Ag, 00" Se appendiks F NIG modellen, mens §§MV betegner den vagt, der minimerer
og A, oM variansen for optionen ifht. & for Heston modellen.
p betegner en tathedsfunktion, mens P betegner en forde-
p,Pog P, P, lingsfunktion. P, og P, skal ikke forveksles med P, da de er

de betingede sandsynligheder defineret i Heston modellen.




2 Grundlaeggende om optioner

Der findes mange forskellige slags optioner. I denne opgave tager vi udgangspunkt i den europei-
ske option, der er en af de mest simple og mest handlede optioner. Nar vi i resten af opgaven refere-
rer til en option er det underforstdet, at vi referer til en europceeisk option. En option er en kontrakt,
der giver ejeren ret, men ikke pligt, til at kebe eller selge et bestemt aktiv til et aftalt tidspunkt til en
forudbestemt pris. En option kaldes ogsa for et derivat eller et afledt aktiv, da vaerdien af optionen
athenger af et andet aktiv, ogsé kaldt det underliggende aktiv. En option, der giver ret til at kebe
det underliggende aktiv kaldes en calloption, mens en option, der giver ret til at selge det underlig-
gende aktiv kaldes en putoption. Den forudbestemte pris som det underliggende aktiv kan handles

til, kaldes strike prisen eller blot striken.

Kursen pa det underliggende aktiv til tid 7 er givet ved S“t , og der ma derfor til udlebstidspunktet, T’

gelde, at verdien af en calloption er max(S’T -K ,0), og verdien af en putoption er maX(K -S T,O).
Vi er interesserede i at prisfastsatte en option til et tidspunkt # < 7, og vi har derfor brug for en sta-

tistisk model for udviklingen af det underliggende aktiv S.

Da vi i ensker at se bort fra dividendebetalinger, korrigerer vi kursen pa det underliggende aktiv ved
at erstatte St med S, = S te’”’(T”). Der gelder sé ifelge Hull, (Hull, 2005, s. 313), at fordelingen af

det underliggende aktiv til tid 7 er ens 1 de folgende to tilfeelde:

1. Det underliggende aktiv starter ved kurs S’, og udbetaler dividende med raten gq.

2. Det underliggende aktiv starter ved kurs S, = S te’q(r”) og udbetaler ingen dividender.

Man kan vise en rekke egenskaber og graenser for optionspriserne, der gelder uanset de bagvedlig-
gende statistiske antagelser. En af de vigtigste egenskaber er put-call pariteten. Hvis man gar lang 1
en calloption og kort i en putoption vil man til udleb, 7 uanset vardien S have folgende payoff:

max(ST ~K,0)-max(K —S,,0)=S, — K . Forudsat, at der ikke er arbitragemuligheder mé der til tid
0 s& geelde folgende sammenhang, som kaldes put-call pariteten (Hull, 2005, s. 212):

Je=Tfr=S,-¢"K @1
Det kan desuden vises, at der gelder folgende ovre og nedre graenser for optionspriser (Hull, 2005,

5. 209-212):

Calloption: max(SO —Ke"’T,O)S fc <8, , Putoption: max(Ke"'T —SO,O)S f.<Ke’" (2.2)



2.1 Udviklingen i det underliggende aktiv, S

Aktiekurser antages ofte at folge en Markov proces (Hull, 2005, s. 263), der er en speciel type af
stokastiske processer, hvor den fremtidige vaerdi kun afthanger af den nuvarende vaerdi. Aktiens
historiske udvikling er sdledes irrelevant. Denne antagelse er konsistent med Fama’s (Fama, 1970,
s. 383) hypotese om svag markedsefficiens (Hull, 2005, s. 264). Hvis svag markedsefficiens ikke
var opfyldt, ville man kunne tjene overnormale afkast ved teknisk analyse af historiske afkast. Det
er konkurrencen i markedet, blandt et stort antal investorer, der serger for at den svage markedseffi-
ciens holder. I de efterfolgende to kapitler vil vi beskrive 3 forskellige statistiske modeller for ud-

viklingen af det underliggende aktiv.



3 Marginale fordelinger og stokastiske processer for Black Scholes og

NIG modellen
Den beremte Black Scholes model fra 1973 antager, at logafkastet, X, = ln(St / SO) for det under-

liggende aktiv, S er normalfordelt. I dette afsnit introducerer vi en ny model, hvor logafkastet for
det underliggende aktiv er normal invers gaussisk (NIG) fordelt. Motivationen for at @ndre forde-
lingsantagelse er, at T. Rydbjerg (1997) har vist, at logafkastet for danske og tyske finansielle virk-
somheder kunne fittes langt bedre med en NIG fordeling end med normalfordelingen samtidigt
med, at NIG fordelingen besidder en pan foldningsegenskab ligesom normalfordelingen.

I dette kapitel forklarer vi normalfordelingens og NIG fordelingens egenskaber og de tilherende
stokastiske processer. Normalfordelingen gennemgds, selvom den er velkendt, da den er vigtig for

at forstd NIG fordelingen. Til slut fitter vi modellernes parametre til empiriske afkast.

3.1 Normalfordelingen
Normalfordelingen, ogsa kaldt den gaussiske fordeling er defineret ved 2 parametre, henholdsvis

positionsparameter z og skalaparameter o .
En stokastisk variabel X er normalfordelt med parametrene 4 og o, hvis dens tathedsfunktion er

af formen (Tjur, Sandsynlighedsregning, 5. udgave, 2002, s. 94):

! (X —p)
Xsu,0)= eXp| ——————5— 3.1
py(Xipo)=— e p( >3 (3.1)
Den tilherende fordelingsfunktion er sd givet ved:
v (x—p2)°
P (X;uo)= exp| — dx 32
N( H ) L’Ogﬂ p( 262 (3.2)

I Figur 3.1 plotter vi teethedsfunktionen for normalfordelingen og ser hvordan parametrene u og o

pavirker den:



Figur 3.1
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Figur 3.1 viser teethedsfunktionen for normalfordelingen for forskellige parameterveerdier. Som udgangspunkt er

1 =0 og o=0,4, men for hver graf lader vi én af de 2 parametre variere. !

Det ses tydeligt, at x er en positionsparameter, der bestemmer tathedsfunktionens placering pa x-

aksen, mens O er en skalaparameter, hvor en lav o giver en stejl og smal fordeling, mens en hgj

o giver en flad og bred fordeling.

3.1.1 Den brownske bevagelse
Den brownske bevagelse er en kontinuert stokastisk proces, der er en af de mest benyttede proces-
ser inden for finansiering. Den brownske bevagelse tager udgangspunkt i normalfordelingen, og

dette giver den en raekke simple og gode egenskaber. For den standardiserede brownske bevagelse

galder der (Lawler, 2006, s. 174):

Definition 3.1

1. Initialverdi: W, =0

2. Uafh@ngighed: For enhver s, <¢, <s, <t, <...<s, <t galder der, at
3. W, =W, W, W, .., W =W eruathengige.
4

N

Stationaritet: For 0<s <¢ gelder der, at W, —W, ~ N(O,s), séledes at fordelingen af

1+s

w,

t+s

—W, ikke athaenger af 7.

5. Kontinuitet: W, er “almost surely” kontinuert.

! Anvendt kode kan ses i filen Distributions.m



Punkt 3 fra Definition 3.1 felger af normalfordelingens foldningsegenskab, idet summen af 2 uaf-
hangige normalfordelte variable er normalfordelte med folgende parametre

(Tjur, Sandsynlighedsregning, 5. udgave, 2002, s. 119):

X ~Nlu,,o?
Y~N((Aii0§);)}jX+YNN(ﬂx“‘w"fﬁai) 33)

Vi transformerer nu den standardiserede brownske bevaegelse dW,, sdledes at den far drift 4 og
volatilitet o :

dX, = udt + cdW, (3.4)
Den transformerede brownske bevagelse med X, =0 har sa felgende fordeling til tidspunkt 7
dX, = udt +dW, = X, = uT +oTW, ~ N(uT,6°T) hvor W, ~ N(0,) (3.5
Det betyder altsd, at hvis X folger en brownsk bevegelse med drift # og volatilitet o, sd er X, til
tidspunkt 7 normalfordelt med momenterne uT og o ’T .

Vi har simuleret 10 stier efter et Euler skema med x = 0,05 og o = 0,3 (Glasserman, 2003, s. 7-8),

hvilket giver folgende plot:

Figur 3.2
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Figur 3.2 viser 10 simulerede brownske beveegelser med 11 =0,05, 0 =0,3 og T = 1. 2

2 Anvendt kode kan ses i filen motions.m



Ifolge teorien ber fordelingen af alle X, til 7=1 folge normalfordelingen N (0,05 ,0,3° ) Vi simule-
rer nu 10.000 stier og plotter et histogram for X, sammen med tathedsfunktionen for normalforde-

lingen. Vi har foretaget en skalering af tethedsfunktionen, sdledes den har samme areal som histo-
grammet:
Figur 3.3
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Figur 3.3 viser 10.000 simulerede brownske beveegelser med 1= 0,05 og o = 0,3 afbilledet i et histogram sammen

med normalfordelingen, N(0,0S, 0,09).2

Det ses, at normalfordeling fitter fordelingen af de genererede X, ’er til 7= 1 tiln@rmelsesvist per-

fekt.
Det bemarkes, at aktiekurserne 1 Black Scholes modellen antages at folge en geometrisk brownsk

bevegelse givet ved:
ds, = uS,dt+oS,dW, (3.6)
Givet (3.6) kan det vha. ito’s lemma (Hull, 2005, s. 273) vises, at logafkastet, X, = ln(St / SO) sé er

givet ved folgende proces svarende til (3.4) hvor driften szttes til x—%oc”:

dX, = (u—"40” )t + oW, (3.7)
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3.2 Den normal invers gaussiske (NIG) fordeling

Den normal invers gaussiske (NIG) fordeling er et mix af normalfordelingen og den invers gaus-
siske fordeling. Vi introducerer derfor den invers gaussiske fordeling, for derefter at udlede NIG
fordelingen. En stokastisk variabel X folger en invers gaussisk fordeling med parametrene x >0 og

A >0, hvis dens tetheds- og fordelingsfunktion er af formen (Kalemanova & Wernery, 2006, s. 3):

2
K _x exp(— w} hvis X >0

P (Xsx,A)=1 /278 20X (3.8)
0 , hvis X <0
X K i _(K—ﬂ,z)2 hvis X > 0
P (X:k,4) = l . P ( 2z fo A (3.9)
0 , hvis X <0

Fra det forrige afsnit ved vi, at den gaussiske fordeling beskriver fordelingen af vaerdien for en
brownsk beveagelse til et givent tidspunkt. Heraf folger det, at den inverse gaussiske fordeling be-
skriver tiden indtil en brownsk bevagelse rammer en given barriere, dvs. en stoppetidsfordeling,
hvor stoppetiden sa er en stokastisk variabel benavnt 7. I Figur 3.4 simulerer vi 10 stier for den

brownske bevagelse med parametrene x = 0,05 og o = 0,3, hvor stoppetiden for hver sti er defi-
neret som 7, = inf{t > O|Xt > K}, og barrieren er sat til K = 7.

Figur 3.4
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Figur 3.4 viser 10 simulerede stier for den brownske beveegelse med u=0,05, ¢=0,3 og stoppetid

7, =infl > 01X, >7}.7
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Ifolge teorien folger stoppetiden 7 en invers gaussisk fordeling med parametre x = Ky/ o’ og
A = u* /o* (Glasserman, 2003, s. 144).> 1 Figur 3.5 ses et histogram med 10.000 simulerede stoppe-
tider og tethedsfunktionen for den invers gaussiske fordeling, IG(Ky/ o’ 1)’ / 0'2), hvor paramet-
rene er givet ved 4 =0,05; 0 =03 og K =7

Figur 3.5
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Figur 3.5 viser 10.000 simulerede stoppetider med 11 =0,05; 0 =0,3 og K =7 sammen med den invers gaussisk

0

fordeling, I1G(3,89; 1,36). >

Vi ser, at den invers gaussiske fordelingen fitter den genererede stoppetidsfordeling meget godt. Vi

tager herefter udgangspunkt i den invers gaussiske fordeling til at udlede NIG fordelingen.

En stokastisk variabel X folger en normal invers gaussisk fordeling (NIG) med parametrene &, S, u

og o , hvis (Kalemanova & Wernery, 2006, s. 3):

(x]y = y)~ N(u+ By, y) 6.10)
Y~IG(5;/,y2),hV0r7/=w/a2—ﬂ2 '
Parametrene skal opfylde folgende betingelser:

0<|fl<a og 5>0 (3.11)

* I (Glasserman, 2003, s. 144) er den inverse gaussiske fordeling dog prasenteret pa en anden made. Det kraever derfor
en transformation af parametrene for at vise, hvad parametrene i vores model skal vare for at approksimere stoppetids-
fordelingen.
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Tethedsfunktionen for NIG fordelingen kan sé findes ved (Kalemanova & Wernery, 2006, s. 4):*

Puc(X30. B, 1,8) = [ (X104 By, ) fr6 (5367, Wy =

_ 3.12
pNIG(X;aJﬁ’IU’é‘): 5anp(57+,B(X IU))Kl(a\/é‘z +(X—,u)2) ( :

6% +(X - u)

K, er den modificerede Bessel funktion af orden 3 med indeks 1 og y =+/a’ — 3 . Den tilherende

fordelingsfunktion er sa givet ved:

Pyo(Xia. )= 50{:\7%#)) K, (a\/ &% +(x—uf )dx (3.13)

I det folgende analyserer vi NIG fordelingens parametre og undersgger hvorledes de hver iser pé-

virker tethedsfunktionens udseende. Vi plotter tethedsfunktionen for forskellige parametre:

Figur 3.6
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0.4} 1
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0.3t my =4 || delta = 15
0.4+
0.2+
01l 0.2+
0 0 L
-5 0 5 10 -6 -4 -2 0 2 4 6

Figur 3.6 viser teethedsfunktionen for NIG for forskellige parameterveerdier. Som udgangspunkt er o =4, 3=0,

1 =0 og & =4, men for hver graf lader vi én af de 4 parametre variere."

4 NIG-fordelingen blev oprindeligt udledt af Barndorff-Nielsen, og kan ses gengivet i (Barndorff-Nielsen, 1997, s. 2).
Da vi tager udgangspunkt i en lidt anden notation, har vi valgt at referere til artiklen (Kalemanova & Wernery, 2006).
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Parametrene har folgende fortolkning, hvilket er i overensstemmelse med vores grafer: & er en

stejlhedsparameter, hvor der galder, at en hej « giver en stejl fordeling. £ er en asymmetripara-
meter der bestemmer skavheden af fordelingen, séledes at =0 giver en symmetrisk fordeling,
mens S =0 giver en asymmetrisk fordeling. x er en positionsparameter, der forskyder fordelingen
langs x-aksen. Til sidst er der skalaparameteren, o , der umiddelbart synes at have samme effekt
som &, dog modsat rettet, sdledes at en lav ¢, giver en stejl fordeling og omvendt. Det ses f.eks.,
at plottene (a,ﬂ, }/,5) = (1;0;0;4) og (a,ﬂ, 7, 5) = (4;0;0;15) samt (a,ﬂ, 7, 5) = (1 2;0;0;4) og
(a, B, 5) = (4;0;0;1,5) 1 hoj grad ligner hinanden. Dette gelder dog kun 1 situationen hvor £ =0
og generelt geelder der ikke at @ og & pavirker NIG fordelingen pa tilneermelsesvis samme made
da NIG fordelingen ikke er overparametriseret. I Figur 3.7 ses effekten af @ og 0 pa NIG forde-
lingen nar S #0.

Figur 3.7
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Figur 3.7 viser teethedsfunktionen for NIG modellen for forskellige parameterkombinationer af o og o . For alle gra-
ferer f=-2 og t=0.Den sorte graf er udgangspunkt og har & = 2,5 og & = 2,25 . For de andre grafer har vi

enten eendret o eller & i forhold til udgangspunktet.'

I ovenstaende figur har vi sat f=-2 og x =0 ogundersegt hvordan @ndringeri & og o pavirker
teethedsfunktionen. Nar S =0 ses det tydeligt, at & og O ikke leengere kan fortolkes pa samme
made som i Figur 3.6. Den sorte graf er udgangspunkt og har « =2,5 og & =2,25. For de andre

grafer har vi enten @ndret « eller §i forhold til udgangspunktet. Det ses, at en hegjere & giver en
stejlere fordeling, og en lavere & giver en fladere fordeling, mens det lige er modsat for ¢ . Dette

resultat svarer til situationen hvor vi satte f =0. Som noget nyt ses det, at skeevheden ikke leengere
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er uendret, nar vi @ndrer cxog O, idet f=#0. Vi far en skev fordeling, nar vi lader

, for a >|B

a— | Yoi , mens en hgj & giver en mere symmetrisk fordeling. Det er det samme billede
vi far, nar vi lader 6 — 0. For f # 0 viser nedenstdende tabel, hvorledes momenterne @ndres nu-

merisk, nar vi &ndrer a ellero .

Tabel 3.1
pr0lar |91
K ! 1
K> ! 1
K5 ! !
Ky ! !

I Tabel 3.1 anskuer vi de numeriske @ndringer 1 momenterne. Det viser sig, at de numeriske @n-

dringer er ens for # <0 ogf >0, hvilket nedvendigvis md gelde, idet tethedsfunktionen for ek-
sempelvis =2 er den samme som den omkring y-asken spejlvendte tethedsfunktion for f=-2.
Det ses, at x; og x, @&ndres numerisk 1 hver sin retning, mens x, og x, @ndres numerisk 1 samme

retning, nar & ellerd @ndres, hvilket er i overensstemmelse med det vi sé i Figur 3.7.

Selvom parametrene for NIG fordelingen ikke har den samme effekt i alle situationer ses det, at
man i nogle tilfaelde kan lave ensartede tethedsfunktioner ud fra forskellige parameterkombinatio-
ner. Dette kan vise sig at blive et problem senere, ndr vi skal fitte en fordeling til afkast, idet det kan

give flertydige resultater.

3.2.1 NIG processen
Som en konsekvens af, at NIG fordelingen er et mix mellem normalfordelingen og den invers gaus-

siske fordeling, kan vi finde NIG processen reprasenteret ved 2 uathaengige brownske bevagelser.
Den forste brownske bevagelse har en drift pd y = \/rﬂz samt en volatilitet pd 1, saledes at
dz, = pdt + dW, . Til bevaegelsen er der knyttet en stoppetid, 7 (T ), der angiver forste gang z, ram-
mer barrieren &7, dvs. 7,(T)=inf (t >0 |zl =0T ) Den anden brownske bevagelse har en drift pd
B og en volatilitet pa 1, dvs. d2, = fdt +dW, , hvor der galder, at cov(dW,,de/I ): 0.

Der galder sa, at z, til det stokastiske tidspunkt, z; (T ), folger en NIG fordeling séledes at,

2, r~NIG(a,8,0,5-T).
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For at give processen den rette positionsparameter skal processen, 215 (r) skubbes med x-T. NIG

processen er altsd defineret ved den forskubbede proces, X, der til tid 7 folger en NIG fordeling,

hvor (Barndorff-Nielsen, 1997, s. 3), (Rasmus, 2006, s. 36):

X, =%+ u-T~NIG(e,fu-T,5-T) (3.14)

Det viser sig, at NIG processen, X har samme fine egenskaber som den brownske bevagelse

(Barndorff-Nielsen, 1997, s. 2-3), (Papapantoleon, 2005, s. 3).

Definition 3.2
1. Initialverdi: X, =0
2. Uafhangighed: For enhver s, <t, <s, <t, <...<s, <t, gelder der, at
X, —X,, X, —X ..X —X eruathengige.
3. Stationaritet: For 0 < s <t gaelder der, at X, — X, ~ NIG(a, , 11 5,6 - 5), saledes forde-
lingen af X, — X, ikke athenger af ¢.

4. Kontinuitet: X, er “almost surely” hgjrekontinuert med venstre grenseverdi.

Punkt 3 fra Definition 3.2 kan vises med NIG fordelingens foldningsegenskab. Der galder nemlig,

at hvis X; og X, er uathangige NIG fordelte variable med de samme & og £ parametre, men med

forskellige positions- og skalaparametre, i1, 1 0g (2, 02, s folger summen af X; og X, en NIG for-

deling med folgende parametre (Kalemanova & Wernery, 2006, s. 7):
X, + X, ~ NIG(a, B, i, + 1,6, +5,) (3.15)

De processer der opfylder de 4 ovenstdende egenskaber, herunder den brownske bevegelse og NIG

processen, gar under falles betegnelsen Lévy processer.

Vi har simuleret 10 stier for hver af de 2 underliggende brownske bevagelser jf. (3.14) med para-

metrene =2, f=-1,u4=0,05, 5=0,5. 1 Figur 3.8a bestemmer den forste brownske bevagelse

stoppetiderne 7 (2) angivet ved punkterne, ®. Den anden brownske beveagelse simuleres indtil

disse stoppetider, 7, (2) i Figur 3.8b og i punkterne, ® afleses veerdierne for X, til tid £ =2 som sa

jf. (3.14) felger en NIG fordeling.
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Figur 3.8a og Figur 3.8b
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Figur 3.8a og Figur 3.8b viser 10 stier for henholdsvis den forste og den anden underliggende brownske beveegelse jf.

(3.14) med parametrene =2, f=—-1, u=0,05,5=05."

Vi har 1 Figur 3.9 simuleret NIG processen for 7 e [0,2] og altsa ikke kun for sluttidspunktet som

ovenfor. Da NIG processen er tidskrevende at simulere ud fra (3.14) benytter vi i stedet proceduren
beskrevet 1 appendiks G.2.
Figur 3.9
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Figur 3.9 viser en enkelt simuleret NIG proces for t e [0,2] med parametrene o =2, f=-1, 1=0,05, =057
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Det ses tydeligt, at der forekommer spring 1 NIG processen. Vi foretager nu 10.000 simulationer og
afleser vaerdien for NIG processen X, til sluttidspunktet 7 =2 og afbilleder dem 1 et histogram.
Dette histogram kan s jf. (3.14) approksimeres med NIG fordelingen, N]G(2, -1,0.05-2,0.5- 2).

Figur 3.10
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Figur 3.10 viser 10.000 simulerede veerdier givet NIG processen til endetidspunktet med parametrene o =2, f=-1,

1 =0,05, §=0,5 og T =2 afbilledet i et histogram sammen med NIG fordelingen, N[G(Z, -1, 0.1, 1). 2

Det ses, at NIG fordelingen med de givne parametre fitter histogrammet genereret ud fra den tilhe-

rende NIG proces tilnermelsesvist perfekt.

3.3 Den momentgenererende funktion
Den momentgenererende funktion er en generel metode til at finde momenterne for en bestemt for-
deling (Weisstein 1). Hvis X er en stokastisk variabel med en kontinuerlige tethedsfunktion, p(X ),

sa er den tilherende momentgenererende funktion givet ved:

400

M(z)= E(exp(zX)) = J } exp(z x)p(x)dx (3.16)

Ved at differentiere den momentgenererende funktion kan vi finde momenterne for den stokastiske

variabel X , da der gaelder:

= E(x") (3.17)



Det kan vises, at de centrale momenter kan findes ved folgende generelle udtryk:

Elx-uy]= Z@(— 1) Elx JE[x ] (3.18)

Det centrale moment for n = 1 er uinteressant, da denne altid er 0. Vi anskuer udover de centrale

o . |- Ex] ]
elementer ogsd de standardiserede centrale momenter, der er defineret ved:

Jelx e

hvor det n’te centrale moment sattes i forhold til standardafvigelsen opleftet i n. De standardiserede
centrale momenter er interessante, da de er skalainvariante. Vi er interesserede i at finde middel-
veerdi, varians, skevhed og kurtosis for vores fordeling. Der galder, at momentet for » = 1 er mid-
delveerdien, det centrale moment for #» = 2 er variansen, mens de standardiserede centrale momenter
for n =3 og n = 4 er henholdsvis skavhed og kurtosis. I resten af opgaven vil vi referere til middel-
veerdi, standardafvigelse, skaevhed og kurtosis jf. den ovenfor beskrevne definition, hvor vi tillader
os at kalde dem for henholdsvis 1., 2., 3., og 4. moment.

I Tabel 3.2 og Tabel 3.3 angiver vi de forskellige momenter samt middelverdi, varians, skaevhed og

kurtosis jf. definitionerne fra (Weisstein 2) for henholdsvis normalfordelingen og NIG fordelingen.

3.3.1 Normalfordelingens momenter
Vi finder nu momenter, centrale momenter og standardiserede centrale momenter for den normal-

fordelte variabel X med parametrene u og o’ og folgende momentgenererende funktion:

o2 o

M(z)= Elexp(ex)) = [ explz)— exp(—(xz_—él)z}ix@
(3.19)
M(z):exp[w%ayj

Se appendiks A.1 for en udledning. Vi kan nu finde momenterne for normalfordelingen.
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Tabel 3.2

Momenter: Centrale momenter: Standardiserede cen- | middelveerdi, Variar}S,
trale momenter: skaevhed og kurtosis.
) ) E|(x - E[x])
Elx"] E|(x - E[x])] el 2] Ky K K, Ky

H 0 0 H
u+o’ o’ 1 o’
l1? +36%) 0 0 0
w+6u’c’ +30° 30* 3 3

3.3.2 NIG fordelingens momenter

Vi finder nu momenter, centrale momenter og standardiserede centrale momenter for NIG fordelin-
gen med folgende parametre, N]G(a, B, U, 5). Vi benytter samme fremgangsmetode som ved nor-
malfordelingen og udleder derfor fordelingens momentgenererende funktion, hvor vi definerer:

(am )dx o

\5aexp(57+ﬂ
N6+ (x— ﬂ)

M (z)=exp(uz +6(y — . ) hvor y, =vJa® —(B+2)

M(z)= E(exp(zX)) = [ exp(zx) (3.20)

Se appendiks A.2 for en udledning.
Vi kan nu finde momenterne for NIG fordelingen. Vi viser dog ikke E [X ”] forn=2,3 og 4, da

disse udtryk ikke er specielt pene og egentligt heller ikke serligt interessante: >
Tabel 3.3

E( X-E| X])"— middelverdi, varians,
E[ ”] EI(X—E[X])”J | skeevhed og kurtosis.
\/E(X_E[X]) ] K,K,,K5,K,
ﬂ+ﬁ 0 0 ,u+ﬁ
Y Y
a’ a’
o— 1 o—
Y y’
NV 3P 3P
y a6y a5y
30’04 +a(1+75)) 3+3 1+4(£j2 N 1+4(£j2 €
i a) |oy a) |oy

> Til sammenligning er momenterne angivet i (Lai, 2007, s. 2 (39)).

20



Det bemarkes, at NIG fordelingen for grensetilfeldet f =0, o —> og ° = o gir mod en nor-
a

malfordeling med parametrene N (,u,az) og nedenfor ses det, at momenterne er ens (Barndorff-
Nielsen, 1997, s. 3):

2 2
K, =,u+ﬁ=,u, K, =5a—3=£=02,1(3 =3L=O og kK, =3+3 1+4(£j L=3
y 14 a a\/é_}/ a oy

3.4 Fit til empiriske logafkast

I dette afsnit fitter vi normalfordelingen og NIG fordelingen til logafkastet for S&P 500 kurser fra
d. 03-01-2006 og frem til d. 31-03-2009. Kurserne og de tilherende logafkast vises 1 nedenstdende
figurer.

Figur 3.11a og Figur 3.11b

S&PS00 kur ser Dag-til-dag logafkast for S&PS00
2000 015
1500 0.1
M 0,05
1000 0
500 0,05
0,1

0 ' ' 0,15 - '

13-01-20035 13.01-2007 13.01-2009 13-01-2005 13.01-2007 13-01-2000

1 Figur 3.11a og Figur 3.11b ses henholdsvis udviklingen i de daglige S&P 500 kurser og udviklingen i de tilhorende
dag-til-dag logafkast fra d. 03-01-2006 og frem til d. 31-03-2009.°

Vi anvender momentmatching og maximum likelihood til at estimere parametrene for vores forde-
linger. Herefter plotter vi de fittede fordelinger sammen med et histogram for vores empiriske lo-
gafkast. Vi starter med at bestemme parametrene med momentmatching for normalfordelingen med
parametrene N ([1, 6‘2) og for NIG fordelingen med parametrene NIG(O?, B, 4, éA') For at fastsatte

parametrene tager vi udgangspunkt i de fundne momenter i1 Tabel 3.2 for normalfordelingen og

Tabel 3.3 for NIG fordelingen.

% Data og grafer er fra filen S&P500_kurser_5ar.xls
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Normalfordelingens parametre er netop 1. og 2. moment, sa uden omskrivning far vi normalforde-
lingens parametre ved at s&tte x, = Z0g k, =6
For NIG fordelingen er parametrene dog ikke givet ved momenterne, s for at f& sammenhangen

mellem momenterne og ¢, ﬂA, [ og S kraever det en smule omskrivning.

Vi benytter os af der gelder folgende forhold mellem skavhed og excess kurtosis (se Tabel 3.2):

Ky _ 94° Sy K3 3(@/0})2 2P _ i _
K, -3 &6y 3(1+4(,B/d)2) < -3 1+4(16A)/d)2 = (,5/05) 3(}(4 _3)_4}(32 =n (3.21)

Da der geelder, at y =@ — * satter vi (,5’/0?)2 —n<y?=a*(1-7). Vikan si finde & og &

AD ol 2
ved at lose 2 ligninger med 2 ubekendte, idet vi ved at x, =0 a_3 og kK, =3+ 3(1 + 4[4} ] 5} . Vi
4 a /4

bemarker, at (ﬁ / 0?)2 kan substitueres med 77, hvorefter y kan bestemmes ud fra & og 7. Vi finder

forst 5 som funktion af & :
=88 o 26— 5o ka(i-n)” (3.22)
a p—
Vi kan nu benytte det fundne S til at finde & :

AN 2
SV P V-2 I N AU SR .~ RO Sy N K 7 S
a oy Kzaz(l_n) Kz(K4 _3)(1_77)

Da vi nu kender & , kan vi bade finde S ud fra (3.22)og y ud fra y =a4/1-1.

Vi kan nu finde £ ud fra Kyt

33 N K304 0
=P = BN (3.24
a+/Ooy 3
Til sidst ses det, at & er givet ved «;:
Kl:,u+ﬁ<:>,&=1q—ﬁ (3.25)
/4 I



Ovenstdende udtryk kan selvfolgelig reduceres vasentlig, men det gor vi dog ikke, da det ikke er
nedvendigt, hvis vi implementerer udtrykkene som beskrevet.

Vi estimerer ogsd parametrene med maximum likelihood. Vi anskuer nu en tethedsfunktion,
p(X; Qr ), hvor vektoren X betegner logafkastet og Q angiver det tilherende parametersat.’ Like-

lihoodfunktionen, L er si givet som en funktion af parametrene, Q°, og er defineret ved (Tjur,

Statistik, 3. udgave, 2002, s. 1-2):
L&’ )= plx:0”) (3.26)

Vi antager, at logafkastene er uathengige og identisk fordelte. Dette simplificerer likelihoodfunk-

tionen, idet den sdledes kan skrives som produktet af n én-dimensionale taethedsfunktioner.
T
L&) =TT plx,:0") (3.27)
t=1

Vi er nu interesseret i at estimere parameteren Q7 og leder saledes efter den kombination hvor
sandsynligheden for at fi vores observationer er storst givet fordelingsantagelsen, eller sagt ander-
ledes, vi maksimerer likelihood funktionen. Vi tager dog forst logaritmen til (3.27), da det simplifi-

cerer den numeriske problemlesning.

loglz(2"))= log(li[p()f ,;QP)J & (ar)= tz::log(p(X Q")) (3.28)

Parameteren kan sé findes ved at maksimere loglikelihood funktionen. Vi ensker nu at fitte forde-
lingerne til vores dataset med moment matching og maximum likelihood estimation. Vi antager, at

logatkastene over en periode pa T folger folgende fordeling med tilherende parametre:
XY~ N[(,u —%szT, O'ZT) og XM ~ N(a, p, uT',T) (3.29)
Bemark, at parametrene er transformeret itht. ovenstaende gennemgang, sa der for normalfordelin-
A 1 . : .
gen galder, at = [,u—zaij og 6> =c°T, mens der for NIG fordelingen gzlder, at & =«

,3 =0, a=u-T og 5=6-T.Bemerk ogsé, at antagelsen om at logafkastene er uathaengige over

tid gor, at parametrene skal vare uafthengige af 7. Det betyder, at vi forventer at f& de samme pa-

rametre, uanset tidsperioden 7.

7 For normalfordelingen er QF = (,[1 6') , mens den for den for NIG-fordelingen er Or = (A, ,B, i, 3)
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For letheds skyld antager vi, at der er 1 dag mellem fredag og mandag, saledes at der er ca. 252
handelsdage pé et ar. Vi onsker at annualisere parametrene, hvilket betyder, at der for henholdsvis
daglige, manedlige og kvartals logafkast tilnermelsesvis mé gelde, at T =1/252,7 =20/252 og
T =60/252 ¥ Momenterne kan annualiseres ved at benytte folgende sammenhzeng idet logafkastene

antages at veere uafthaengige:

Antag, at ¥ er summen af n uathangige stokastiske variable, alle med samme fordeling som X,.

E[Y]:nE[XT] Var(Y):nvar(XT)

skew(Y) = 1/\/; SkeW(XT ) kurt(Y) =1/n kurt(XT) (3.30)

Vi seetter n=1/T sa Y bliver annualiseret. I Tabel 3.4 ses de annualiserede empiriske momenter for

daglige, manedlige og kvartals logafkast.

Tabel 3.4° Annualiserede empiriske momenter
K K Ky Ky
T=1/252 -0,0926 |0,0612 | -0,0136 | 3,0423
T =20/252 -0,1038 | 0,0361 -0,6068 | 3,6205
T =60/252 -0,1029 |0,0398 | -0,9404 | 4,0452

Det ses, at de annualiserede empiriske momenter ikke er ens for de 3 forskellige perioder. Dette
tyder pé, at logafkastene for de 3 forskellige perioder ikke er uathaengige. Sarligt ses det, at skaev-
hed og kurtosis stiger (absolut), nér 7" gges.

Vi estimerer parametrene for 7' =1/252,T =20/252, T =60/252 og for de aggregerede logafkast.

De aggregerede logafkast er konstrueret siledes, at vi estimerer parametrene for alle logafkastene
for de 3 perioder samtidig. Det svarer til at sette en restriktion om, at parametrene skal vare ens for
alle perioderne, hvilket er meget hensigtsmaessigt at undersoge, idet vi jo antager, at vi far de sam-
me parametre uanset 7. Momentmatching og maximum likelihood estimaterne samt de tilherende

implicitte momenter kan ses 1 nedenstaende tabeller.

¥ Vi benytter 7= 20/252 i stedet for 7= 1/12 for méanedlige logafkast samt 7'= 60/252 i stedet for = 1/4, for kvartals
logafkast, da det var betydeligt lettere at implementere i vores program og fordi det kun giver en marginal forskel.
? Anvendt kode kan ses i filen momenter.m
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Tabel 3.5'°

Estimerede parametre ved momentmatching

a NIG fordeling Normalfordeling
Periode a B )z ) z o
T=1/252 34,22 -1,307 -0,013 | 2,089 -0,062 | 0,247
Momenter beregnet ud fra estimerede parametre
b NIG fordeling Normalfordeling
Periode K, K, Ky K, K, K,
T=1/252 -0,0926 | 0,0612 -0,0136 | 3,0423 -0,0926 | 0,0612
Tabel 3.6 Estimerede parametre ved maximum likelihood
a' NIG fordeling Normalfordeling
Maximum likelihood | & yij u o H o
T=1/252 26,242 | -5,483 0,247 1,588 -0,062 0,247
T =20/252 26,330 | -18,491 | 0,258 0,367 -0,086 0,190
T =60/252 50,034 | -44,083 | 0,300 0,217 -0,083 0,199
Aggregerede 37,608 -17,973 | 0,358 0,855 -0,082 0,212
Momenterne beregnet ud fra de estimerede parametre
b'? NIG fordeling Normalfordeling
K K K3 Ky K K
T=1/252 -0,0923 10,0647 | -0,0982 | 3,0865 -0,0925 |0,0610
T =20/252 -0,1040 | 0,0386 | -0,8033 | 4,2964 -0,1041 | 0,0361
T =60/252 -0,1042 | 0,0410 |-1,1664 | 5,3980 -0,1028 | 0,0396
Aggregerede -0,1072 10,0335 | -0,2698 | 3,2032 -0,1045 | 0,0449

Vi har kun estimeret parametrene med momentmatching for 7 =1/252, da det vidste sig, at NIG
fordelingen gav ekstreme parameterestimater (a > 400 og 4 > 400 ) for 7 =20/252, og vi fik ugyl-

dige parameterestimater for 7 = 60/252, idet @ og & blev komplekse. Dette skyldes, at NIG mo-
dellen kraever, at & > ‘ B

skavhed og kurtosis, 5/3 K5 +3 < k,. Denne ulighed er ikke opfyldt for T = 60/252 og er kun lige

netop opfyldt for 7 =20/252 i Tabel 3.4. Med momentmatching ramte vi ikke overraskende mo-

menterne perfekt, hvilket ses ved at sammenligne Tabel 3.4 og Tabel 3.5b. Det ses, at de implicitte

1% Anvendt kode kan ses i filen momenter.m og normreturndist.m
' Anvendt kode kan ses i filerne normreturndist.m, normreturndistl.m samt NIGreturndist.m,

NIGreturndistl.m

'> Beregninger kan ses i filen momenter .xls
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momenter for maximum likelihood 1 Tabel 3.6b ikke rammer de empiriske momenterne i Tabel 3.4
perfekt, men afvigelserne er dog begraensede, hvilket sarligt ses for 1. og 2. moment. I det efterfol-
gende undersegger vi maximum likelihood parameterestimaterne og de tilherende fordelinger. Til
dette formdl plotter vi fordelingerne med udgangspunkt i de estimerede parametre sammen med

histogrammer for de empiriske logafkast i Figur 3.12:

Figur 3.12
T=1/252
[ [ [ [ [ [ |
400+ B - 500
50 k- MIG MLE |
MORM MLE
300 F MIG AGE. [
0k NORM AGG. |
200 F -
180 -
100 F -
g0+ -
0.06 0.04 0.02 0 0.02 0.04 0.06
T = 20/252 T = 60/252
250 : : : : 250 : : : ‘
I s&P 500 I s&P 500
200! NIG MLE | 200! NIG MLE
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150} NORM AGG. ] 150} NORM AGG.

100 ¢ 100+

50 50+

0 0
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Figur 3.12 viser histogrammer for T =1/252, T =20/252 og T =60/252 og de tilhorende fit foretaget med nor-

malfordelingen og NIG fordelingen.”

' Anvendt kode kan ses i filen PIotsNORM_OG_NIG.m
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For de enkelte perioder ses det tydeligt, at NIG fordelingen (red) rammer logafkastet bedst. NIG
fordelingen fanger den spidse og skave fordeling samt de fede haler. I Tabel 3.6a ses det dog, at
parametrene for NIG fordelingen for perioderne 7 =1/252,7 =20/252 og T =60/252 svinger

meget. Idet logafkastene antages at vaere uathengige, burde disse parametre have veret forholdsvis
ens. Vi har derfor foretaget et aggregeret fit, hvor vi underseger, hvor godt NIG fordelingen rammer
de forskellige logafkast med den restriktion, at parametrene skal vaere ens for alle perioderne. |
Figur 3.12 ses det, at den aggregerede NIG fordeling (lysebla), giver et knapt s& godt fit, som de
specifikke fit for de 3 perioder. For 7 =1/252 fas en fordeling der er for spids, mens der for

T =20/252 og T =60/252 fés fordelinger der hverken er spidse eller skeeve nok. Dette er i over-

ensstemmelse med momenterne 1 Tabel 3.4, hvor vi isar sa, at skevhed og kurtosis steg (absolut)
nar 7 steg.

Vi far et andet billede for normalfordelingen. For de enkelte perioder rammer normalfordelingen
(gron) ikke log-atkastene sarligt godt. Normalfordelingen kan ikke fange den spidse og skave for-
deling samt de fede haler. I Tabel 3.6 ses det dog, at parameterestimaterne er rimelig ens for alle
perioderne. Det ses ogsd, at den aggregerede parameterestimation for normalfordelingen (lilla) lig-
ger rimelig taet pd parameterestimationerne for de enkelte perioder (gron).

Det bemarkes, at den aggregerede parameterestimation for NIG fordelingen (lysebld) ikke synes at

vaere meget bedre end den aggregerede parameterestimation for normalfordelingen. For 7' =1/252
er den aggregerede NIG fordeling for spids, mens normalfordeling er for flad. For 7' =60/252 er de
to fordelinger rimelig ens. For 7' =20/252 er den aggregerede NIG fordelingen dog betydeligt pee-

nere end den aggregerede normalfordeling.

3.5 Diskussion

I dette kapitel ser vi, at NIG fordelingen er god til at fitte logafkastet for faste verdier af 7, men at
modellen lammes, nar vi ikke leengere tillader parametrene at vere athangige 7. Vi forventer der-
for, at NIG fordelingen vil veere god til at prisfastsatte optioner med samme udlebstidspunkt, men
knap sé god til at prisfastsatte optioner med forskellige udlebstidspunkter. Dette tyder derfor pd, at
NIG modellen ikke vil vare god til hedging.
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Vi forventer ikke, at normalfordelingen vil kunne ramme optionspriserne specielt godt for faste pa-
rametre'* uanset om de har samme eller forskellige udlobstidspunkter. Dog ses det i Tabel 3.6a, at
normalfordelingens parametre er meget stabile i forhold til 7, og det kan vise sig vaere en fordel, nar
vi skal benytte modellen til at hedge. Det ber her holdes for gje, at normalfordelingen er en langt
mere simpel fordeling end NIG fordelingen, hvilket alt andet lige er en fordel ved prisfastsattelse
og hedging af optionerne.

Det skal pointeres, at ovenstdende analyse sker under det fysiske sandsynlighedsméil P. Nar vi sene-
re udvikler optionsmodeller med udgangspunkt i de ovenstdende fordelinger, sker det under det
risikoneutrale sandsynlighedsméal Q, og her skal det bemerkes at fordelingernes egenskaber under

forskellige sandsynlighedsmaél ikke er ens.

'* I Black Scholes modellen der bygger pa normalfordelingen benyttes ikke faste parametre, og denne model kan derfor

alligevel ramme alle optionspriser perfekt.
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4 Marginale fordeling og stokastiske processer for Hestons stokasti-

ske volatilitetsmodel

Hestons model fra 1993, der er en af de mest populare optionsmodeller, er en udvidelse af Black
Scholes modellen, hvor antagelsen om konstant volatilitet @ndres siledes at modellen tager hgjde
for stokastisk volatilitet. Motivationen bag indferelsen af stokastisk volatilitet er, at afkastserier
sasom den i1 Figur 3.11b ofte udviser varierende volatilitet. I dette kapitel preesenterer vi Heston
modellen, og undersoger modellens parametres effekt pa fordelingen af logafkastet. Til sidst fitter

vi modellens parametre til virkelige afkast.

4.1 Hestons stokastiske volatilitet model

Heston modellen er baseret pa folgende dynamik for aktieprisen og volatiliteten (Heston, 1993):

dS, = piS,dt + SV, dw;

4.1
dv, = k(0 -V, )dt + o[V, aw;? D

De 2 brownske bevagelser, W' og W’ er korrelerede, siledes at, dW? = pdW, +/1—p>dW,

hvor W, og Vf’l er uafhangige. Det kan vises, at korrelationen imellem W' og W’ er p, dvs.

corr(W,l,Wt2 )= p.

Processen for aktiekursen ligner processen for aktiekursen 1 Black Scholes modellen givet ved (3.6),
men hvor Black Scholes modellen antager konstant volatilitet, folger volatiliteten 1 Heston modellen
en Cox, Ingersoll og Ross (CIR) proces. CIR processen er en kendt rentemodel foreslaet af Cox,
Ingersoll og Ross (Hull, 2005, s. 653). Parametrene i CIR-processen har felgende fortolkning:

@ er et long-run volatilietsniveau, x angiver den hastighed hvormed den instantane volatilitet
treekkes mod long run volatilitetsniveauet og o angiver storrelsen af usikkerheden pa volatiliteten.
Modifikationen med stokastisk volatilitet synes meget rimelig, hvis man ser pa grafiske fremstillin-
ger af aktiekurserne sdsom Figur 3.11b, idet der ofte optreder nogle perioder med lav og nogle pe-
rioder med hej volatilitet. Helt analog til Black Scholes modellen, kan processen for aktiekursen 1

Heston modellen omskrives vha. Ito’s lemma. Logafkastet X, = In(S, /S, ), har siledes folgende

proces (Hull, 2005, s. 273):

dx, =(lu—%thdt+\/?lth1 (4.2)
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Det bemarkes, at processen for volatiliteten, V, er uendret. Ud fra Heston modellen kan vi altsd

finde den simultane fordeling for logafkastet, X, og volatiliteten, V, som funktion af # og betinget

t t
af den kendte initiale vardi af logafkastet X, =0 samt volatiliteten, V;, . Mens logafkastet let kan
findes ud fra de historiske aktiekurser, er volatiliteten ikke direkte observerbar og er derfor en skjult
stokastisk variabel. I de efterfelgende afsnit er vi derfor kun interesserede i at undersege den margi-

nale fordeling for logafkastet, X, .

4.2 Simulering af den marginale fordeling for X,

I dette afsnit underseoger vi Heston modellens parametre. Vi simulerer en rakke logafkast,
X, = ln(St /S, ) , for at undersoge hvordan den marginale fordeling af logatkastet pavirkes af model-
lens parametre, «,6,0, p, # samt den initiale volatilitet, V;,. Vores Monte Carlo simulering foreta-

ges efter et Euler skema jf. appendiks G.3 og vi benytter os af antitetisk simulering for at ege ha-
stigheden/pracisionen (Glasserman, 2003, s. 205-207).
Vi inddeler de simulerede logatkast i lige store intervaller og finder de tilherende hyppigheder, som

sd udger vores marginale tethedsfunktion for X, . For at {4 en pan overflade pa tethedsfunktionen

benytter vi os af Matlab’s indbyggede funktion, smooth, som udglatter en dataserie ved at tage et
glidende gennemsnit med et spaend pa 5 (MathWorks 1). Til sidst foretager vi en normering, sa alle

teethedsfunktioner fér et areal pd 1. Vi fér folgende grafer:
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Figur 4.1
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1 Figur 4.1 har vi plottet teethedsfunktionen for Heston modellen for forskellige parameterveerdier. Som udgangspunkt

er k=5,60=0,03, 0=0,6,p=0,u=0 og V,=0,03, men for hver graf lader vi én af de 6 parameter variere.

De 2 resterende parametre er givet ved S, =100 og T =1/2 og de er faste for alle grafer."

For parametrene «,0,0 og V, ses det, at de alle pavirker fordelingens stejlhed og vidde, men ud

fra plottene ovenfor, er det dog svart at vurdere hvorledes disse 4 parametre er forskellige. Det ses

tydeligt, at u er en positionsparameter, der forskyder fordelingen langs x-aksen, saledes at x =0

centrerer fordelingen omkring 0. Det ses ogsé, at p er en skaevhedsparametre, hvor p =0 giver en

symmetrisk fordeling, p >0 gor fordelingen hejreskaev og p < 0 gor fordelingen venstreskav. Det

bemerkes desuden, at grafen for p = —0,9 ikke er symmetrisk i forhold til grafen for p = 0,9, da det

viser sig, at p >0 giver en mere stejl fordeling end p < 0. I Figur 4.2 ser vi neermere pa effekten af

at ®ndre x,0,0 og Vynir p=-0,5.

' Anvendt kode kan ses i filen HestonDensity.m
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Figur 4.2
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1 Figur 4.2 har vi plottet teethedsfunktionen for Heston for forskellige parameterveerdier. Som udgangspunkt er
S, =100, T=1/2,xk=5, =003, 6=06,p=-0.5, =0 og v, =0,03, men for hver graf lader vi enten

Kk,0,0 eller V, variere. '°

I graferne for x og o ses det, at fordelingernes skavhed andrer sig nar vi @ndrer « og o . I gra-
ferne for @ og V, ses det, at fordelingerne er blevet en smule venstreskeeve som folge af, at vi har
sat p =—0,5, men at skaevheden ikke andrer sig, nar vi endrer 6 og V.

Det lader til, at fordelingen bliver mindre skeev og mere flad nar « stiger. Fordelingens skaevhed
stiger, ndr o stiger, men det viser sig, at fordelingen forst bliver mere stejl for derefter at blive me-
re flad. For 0 =0 ses det, at skevheden helt forsvinder, hvilket er klart, da volatilitetens stgjled 1

dette tilfeelde forsvinder og p har derfor ingen effekt. Parametrene € og ¥ ser ud til at have den

samme effekt pa fordelingerne. Det ses, at fordelingerne bliver mere spidse for lave verdier og me-

'® Anvendt kode kan ses i filen HestonDensity2.m
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re flade, for heje verdier af & og V. Ved sammenligning af graferne for tilsvarende vardier af &
og V, ses det, at @ giver federe haler og mindre spidse fordelinger end V, .
I ovenstdende grafer ses det altsé tydeligt, at x,6,0 og V, pavirker tethedsfunktionen pd hver sin

made, men det er tydeligt, at forskellige kombinationer kan give tilnermelsesvis samme fordelings-
funktioner. Dette kan give problemer, nar vi skal estimere modellen parametre. I det folgende esti-
merer vi parametrene under det fysiske sandsynlighedsmél, P ved hjelp af maximum likelihood

estimering.'”’

4.3 Fit til empiriske logafkast i Heston Modellen

Vi er interesserede 1 at estimere parametrene 1 Heston modellen ud fra de historiske logaftkast lige-
som vi gjorde det for NIG og Black Scholes modellen. Her er det oplagt at estimere parametrene
med udgangspunkt i simuleringsmetoden fra afsnit 4.2 for at bestemme den marginale tethedsfunk-

tion for X,. Det viser sig dog imidlertid for at vaere ganske tidskreevende. Vi valger derfor at inte-
grere den simultane tethedsfunktion, p, (X , V|K) over volatiliteten, siledes at vi far et analytisk

udtryk for den marginale tathedsfunktion for logafkastet.'"® Vi benytter si den fundne marginale
teethedsfunktion for logafkastet til at estimere parametrene i Heston modellen ud fra vores historiske
logafkast vha. maximum likelihood estimation.

Yakovenko og Dragulescu (Yakovenko & Dragulescu, 2002) har udledt den margingale tetheds-
funktion for logatkastet i Heston modellen. Vi anskuer herunder den fundne marginale tethedsfunk-
tion, hvor vi dog har @ndret en smule i den originale terminologi s& det passer til vores parameter-
navne.

P (%)= i j: e= gz hvor der gaelder

2 2
‘PT(ZQ):K—fFT—Z—KZHIn cosh(cDTj+(D I+ 2 sinh(q)Tj
) o o 2 2kD 2 4.3)

O :\/Fz +O'2(Z§ —izvg)
I'=x+ipoz,
%=X —ul, hvor X =In(S, )-1In(S,)

' Vi forklarer sandsynlighedsmalene P og Q i kapitlet 5.
'8 Generelt bevis for dette, kan ses i (Tjur, Sandsynlighedsregning, 5. udgave, 2002, s. 107-109)
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iz x+‘PT

Vi benytter Eulerligningen' til at omskrive integranden e 1(4.3), da vi sa kan splitte inte-

granden op i en realdel og imaginardel. Det er fordelagtigt, da vi hermed kan reducere tethedsfunk-
tionen, idet det viser sig, at det komplekse led helt forsvinder, hvilket simplificerer den numeriske
iz 5%, (z;) .

integration. Vi benytter Eulerligningen 1 to trin til at omskrive e

eizi)’e'*'lPT(Zi) — eiz;)?eRe(‘PT(zi,))eilm(‘{‘r(zi)) o

: 4.4
etV la) = oRl¥r ) (cog(z, %) + isin(z,£))- (cos(Im ¥, (z, )+ isin(Im ¥, (z, ))) 9

Vi splitter sé integranden op i en realdel og imaginardel og definerer dem ved funktionerne R(zx)

og I(z,), saledes:

eiz,ef”'\PT (z) _ Re(eizxx+‘I’T (z,) )+ i Im(eizxw—‘}’r (z,) )

R(z,) 1) (*2)
Funktionerne, R(z,) og I(z,) kan omskrives til folgende udtryk:
R(z,)= Re( Relt#r (2 (cos(zAfc)jL isin(z,%))- (cos(Im ¥, (z, )+ isin(Im¥, (z )))) “6)
R(z,)= """ (cos(z, %) cos(Im ¥, (z, )) - sin(z, % )sin(Im ¥, (z, ))) '
(zY ) = Im( (cos(z x)+ 1s1n(zx )) (cos(Im‘P ( ))+ 1sm(Im‘PT( )))) @)
I(z,)=€" (cos(z %)sin(Im¥, (2, )+ sin(z,%)cos(Im ¥, (2, ))) '

Ved at indsatte vilkarlige vaerdier i W, (z,) ses det let, at Re(¥,(z,)) er en lige funktion af z_,
dvs. Re(¥,(z,))=Re(¥, (- z,)). PA samme made ses det, at Im(¥,(z, )) er en ulige funktion af z_,
dvs. —Im(¥,(z,))=Im(¥,(- z, ). Dette bruger vi til at vise, at R(z,) og I(z,) er henholdsvis en

lige og ulige funktion af z, 20

R(-z,)=e" (¥ (2 ))(cos(
Re(tr(z:))(

&)cos(ImW,. (- z, ))—sin(~ z,&)sin(Im ¥, (- z, )))
cos(zifc)cos(lm‘l’ (zx )) ( s1n(z x))(— s1n(Im‘P (z)))) (4.8)
Re(¥12) (cos(z, £ ) cos(Im W, (2, ) —sin(z, £)sin(Im ¥, (z, ))) = R(z,)

I(-z, )= ") (cos(— z,2)sin(Im W, (~ z, )+ sin(— z,£)cos(Im ¥, (- z, )))
= ®MED(— cos(z,£)sin(Im W, (z, ) - sin(z,%)cos(Im ¥, (z, )) 4.9)
= _eReltr(=) (cos(z,%)sin(Im P, (z, )+ sin(z, %) cos(Im ¥, (z, ) = —1(z,)

=e

=e

1 ¢ = cos(p)+isin(p)
Vi benytter selvfolgelig ogsa, at COS(x) er en lige og sin(x) er en ulige funktion af x.
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Da R( ) er en lige og / ( ) er en ulige funktion af z, samtidigt med at funktionerne er integrable,

ma der gelde: Ji R(zi )d . = _EOOR(Z;C )dzi og fw 1 ( = —.[ . Dette kan vi bruge til at

reducere tethedsfunktionen:

Pr(f):ij:elnwr ldz, < p, (% :—J. dz, +—J. iz, =
pT(£)=i(JO Rz )z, + [ R dz) 27[(&( Mz + [ 1 )@ (4.10)
pr(8)= [ R Yz,

T

Vores tethedsfunktion kommer sa til at se ud som folger, idet vi benytter x = X — uT :
= —rw cos( (X = uT))cos(Im¥, (z, ))—sin(z, (X — uT))sin(Im ¥, (z, )))dz, (4.11)

Vi benytter nu maximum likelihood metoden til at estimere vores parametre. Vores datasat inde-
holder over 1000 dage, og for daglige logafkast viste vores numeriske integrationsmetode sig at

vare for langsom. Vi har derfor valgt at inddele logafkastene 1 smé lige store intervaller /, , hvor vi

teeller antallet af logafkast, /; der rammer indenfor hvert interval, /,. Vi definerer taethedsfunktio-

nen for logafkastet X givet parametersattet QF = (K, 0,0, p, ,u) som p(X ;flP ) Parametrene esti-
meres sd ved at maksimere folgende loglikelihood funktion, hvor /] angiver venstre endepunkt for

intervallet, 7, :

f(fl”)= 2log(p(liV;ﬁ”))-Hi (4.12)

Vi estimerer parametrene, Q° for logafkastene beregnet ud fra en periodelengde pa 1 dag, en ma-
ned og et kvartal svarende til 7 =1/252,T =20/252, T =60/252. Vi estimerer desuden parametre-

ne for de aggregerede logafkast, hvor vi estimerer parametrene for alle periodeleengderne samtidig,
hvilket svarer til at sette en restriktion om, at parametrene skal vare ens for alle 7.

Vi har valgt at s&tte integrationsmetodens pracision ned for at fremme metodens hastighed, idet vi
vurderer, at det ikke @ndrer parametrene vasentligt, og at det sdledes er et rimeligt kompromis. Det
ber derfor forventes, at parametrene afviger en smule for de ’sande” maximum likelihood paramet-
re og at modellens robusthed er nedsat en smule. Vores parameterestimater kan ses 1 nedenstdende

tabel:
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Tabel 4.1°"

T K 0 o P H
1/365 5,272 1 0,031 | 0,635 | -1,000 | 0,013
20/365 | 5,124 1 0,024 | 0,497 | -0,810 | 0,000
60/365 | 7,405 | 0,022 | 0,576 | -0,969 | -0,001
Agg. 7,632 | 0,023 | 0,553 | -0,993 | 0.001

Estimationsmetoden har vist sig at vaere rimelig, idet den for flere forskellige startgeet har fundet
frem til omtrent de samme estimater. Det ses, at parametrene er forholdsvis ens for alle perioderne,
hvilket er 1 overenstemmelse med antagelsen om, at parametrene er uathaengige af 7. Det viser sig

ogsd, at den aggregerede parameterestimation placerer sig taet pa parameterestimationerne for de

enkelte perioder.

I det folgende har vi plottet de marginale tethedsfunktioner for de 3 perioder samt det aggregerede
tilfelde sammen med et histogram for logatkastene. Det kan anes for tethedsfunktionerne, at der

forekommer sinus/cosinus svingninger ud i enderne, hvilket skyldes, at den numeriske integrati-

onsmetode laver approksimationsfejl.

! Anvendt kode kan ses i filerne Hestonreturndist.mog Hestonreturndist2.m
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Figur 4.3

T=1/252
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Figur 4.3 viser histogrammer for T =1/252, T =20/252 og T =60/252, hvor de rode grafer er estimeret i forhold

til de specifikke T-veerdier, mens den gronne er givet ved den aggregerede estimering.”

De rade grafer er hver fittet ud fra en specifik 7-verdi, mens de gronne grafer er det aggregerede fit,

hvor parametrene pa nar 7 er ens for de 3 figurer. Det ses, at tethedsfunktionen for Heston kan

fange de spidse fordelinger med fede haler, hvilket isar ses for 7 =1/252. Tethedsfunktionen kan

> Anvendt kode kan ses i filen plotsHeston.m
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ydermere generere en skav fordeling, hvilket ses for perioderne 7' =20/252 og T = 60/252. Fitte-

ne for de specifikke 7T-verdier (de rade) for Heston modellen, ses at veere nesten ligesd gode som
de tilsvarende fit for NIG modellen jf. Figur 3.12. For det aggregerede fit ses det, at Heston model-
len klart outperformer bade NIG fordelingen og normalfordelingen, da de gronne og rede grafer

nasten ligger oveni hinanden for 7 =1/252 og T =60/252. For T =20/252 er dog en lille forskel

imellem den gronne og rede graf, men resultatet er stadig klart at foretreekke itht. de tilsvarende fit

for normalfordelingen og NIG fordelingen.

4.4 Diskussion

Heston modellens parametre ses at fitte de empiriske logafkast nasten ligesd godt som NIG model-
len for specifikke 7-vaerdier. Det aggregerede fit er dog langt bedre for Heston modellen end for
NIG modellen. Faktisk er det aggregerede fit for Heston modellen neasten ligesd godt som fittene
for de specifikke 7-vardier. Vi vurderer derfor, at Heston modellen sandsynligvis vil vere god til at
ramme de rigtige optionspriser, og samtidigt vaere god til at hedge med, da parametrene er stabile
for forskellige T-veerdier, hvilket tyder pa, at modellen vil kunne opfange optionernes dynamik fra
dag-til-dag. Ud fra vores analyse af modellerne under det fysiske P-mal vurderer vi, at Heston mo-
dellen vil vaere den bedste til at hedge med. Vi papeger igen, at fordelingernes egenskaber ikke er

de samme under det risikoneutrale sandsynlighedsmal jf. diskussionen 1 afsnit 3.5.

38



5 Prisfastszettelse under det risikoneutrale sandsynlighedsmal

Prisen pa et finansielt aktiv afthenger i hej grad af dets risiko, og da investorer typisk er risikoaver-
se, kraever de en risikopreemie for at holde et risikofyldt aktiv. For at prisfastsatte aktivet konsistent
med resten af markedet, kraever det altsa, at man justerer den forventede verdi med aktivets risiko-
premie. En alternativ fremgangsméade er at @ndre sandsynlighedsmaélet séledes, at det tager hgjde
for risikopraemien og sa blot tage forventningen under dette @ndrede sandsynlighedsmal. Det &nd-
rede sandsynlighedsmaél kaldes det risikoneutrale sandsynlighedsmal (Q-mél) eller det ekvivalente
martingal mal (EMM). Under det risikoneutrale sandsynlighedsmal er prisprocessen for aktivet di-
skonteret med den risikoftri rente en martingal, og prisen pa aktivet kan altsé til ethvert tidspunkt
findes ved at diskontere de forventede fremtidige payoff.

I dette afsnit gennemgar vi den navnte fremgangsmade i detaljer, hvor vi inddrager relevante set-

ninger og definitioner. Vores gennemgang bygger pd Bjork, kapitel 10 (Bjork, 2004).

Vores markedsmodel bestir som navnt i indledningen kun af to aktiver, nemlig det risikofrie aktiv

S? (bankbogen, som vi har sat til numeraire) og det risikofyldte aktiv S!. En portefalje bestdende

af de to aktiver S, og S| defineres som:

Definition 5.1, (Bjork, 2004, s. 143)

En portefolje/handelsstrategi er et par af stokastiske processer H, = (H ,0 H ,1) hvor H ,0 reprasente-
rer mangden af aktiv 0 til tid 7 og H, er mangden af aktiv 1 til tid . Vaerdien af en portefalje er si

givetved, V(t,H)=H'S’ + H!S'.

Det antages som regel, at man ikke kan altsa skabe noget ud af intet i markedet. Markedet skal altsa

veare arbitragefrit, hvor arbitrage defineres som:

Definition 5.2, (Bjork, 2004, s. 92)
En portefolje H, = (H ,0 ,H tl ) er en arbitrage mulighed, hvis V(O,H ): 0, V(T JH )2 0 med sand-
synligheden P(V (T, H ) > 0) >0.

Et marked er arbitragefrit hvis der ikke eksisterer nogen arbitrage muligheder.
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Jevnfor argumentet 1 afsnit 2.1, er det 1 orden for os at antage, at markedet er arbitragefrit, idet vi
netop har valgt at fokusere pd likvide produkter, hvor et stort antal agenter serger for at eliminere
arbitrage muligheder. Givet et arbitragefrit marked, kan vi benytte de to fundamentale teoremer
indenfor asset pricing, der behandler henholdsvis eksistens og entydighed af et akvivalent martin-

gal sandsynlighedsmal.

Definition 5.3, First fundamental theorem of asset pricing, (Bjork, 2004, s. 137)

Markedsmodellen er essentielt arbitragefri, hvis og kun hvis der eksisterer et &kvivalent martingal-

mal (EMM), dvs. et mil Q ~ P, siledes at processen eS| er en martingal under Q.

Definition 5.3 er ifolge Bjork noget upraecis og ordet essentielt indikerer, at saetningen ikke bygger
pa et matematisk bevis. Definition 5.3 har karakter af et folkemunde indenfor matematisk finansie-
ring, dvs. at alle kender den, og den antages at gelde. Indsigten fra Definition 5.3 er, at der eksiste-
rer et EMM, hvis antagelsen om et arbitragefrit markedet er opfyldt. Inden vi gennemgér det andet

fundamentale teorem, introducerer vi folgende definitioner.

Definition 5.4 (Bjork, 2004, s. 81)

En portefolje H, er selvfinansierende, hvis der ikke tilfejes midler til den eller fjernes midler fra

den. En @ndring 1 portefoljens verdi sker altsd udelukkende som folge af @ndringer i1 priser. Der

gaelder altsa, at: dV(t,H)=H'dS’ + H!dS .

Definition 5.5, (Bjork, 2004, s. 111)

Et afledt aktiv med payoff X til udlebstidspunktet 7" kan opnads, hvis der eksisterer en portefolje H
siledes at V(T,H)= X .

En saddan portefolje kaldes opnéelig eller en replikerende portefolje for X.

Et marked er komplet hvis alle payoft’s kan opnds via en selvfinansierende portefolje.
Definition 5.6, Second fundamental theorem, (Bjork, 2004, s. 146)

Antag at markedet er arbitragefrit. Markedet er da komplet hvis og kun hvis det &kvivalente mar-

tingale mal er unikt.
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Nar et marked er arbitragefrit eksisterer der altsa et EMM, og hvis markedet desuden er komplet er
dette EMM altsa unikt.
Vi ser nu pd et finansielt aktiv (i vores tilfelde en option) der udbetaler X til tid 7. Prisprocessen for

dette aktiv defineres som I1(z, X ). For at prisen I1(z, X') skal vaere konsistent med markedet, er der

ifelge Bjork to grundleggende fremgangsmaéader til at finde prisudtrykket pa (Bjork, 2004, s. 147):

1. Det finansielle aktiv skal prisfastsattes pd en sddan made, at det er konsistent med priserne

pa det underliggende aktiv. Mere pracist ber man krave, at det udvidede marked H(t,X ),
S? og S er fri for arbitrage muligheder.

2. Hyvis fordringen er opndelig med en selvfinansierende portefolje H, sa er den eneste rimelige

pris givet ved T1(t, X )=V (t,H).

I den forste fremgangsmade kraves der altsa et arbitragefrit udvidet marked. Det forste fundamenta-
le teorem siger s4, at der eksisterer et EMM Q for den udvidede markeds model. Ved at antage eksi-
stensen af en konstant rente (knyttet til det risikofrie aktiv) fas ifelge Bjork, at prisen for et afledt
aktiv er en martingale under Q, og prisudtrykket bliver:

e, X)=e"E[X] o (1, X )=e " E?[X] (5.1)
I den anden fremgangsmide antages det, at X kan replikeres med en selvfinansierende portefolje.
Siden der séledes ikke er forskel mellem at holde det afledte aktiv eller den replikerende portefolje
fra et finansielt synspunkt, ma deres priser vaere ens, dvs. I1(t, X )=V (¢, H). Ved at diskontere med

den risikofri rente fas:
e "TI(t, X)=e""V(t,H) (5.2)

Den diskonterede selvfinansierende portefolje /" er en martingal under Q og venstresiden i udtryk
(5.2) mé derfor ogsé vare en martingal under Q.
Da vi nu ved, at venstresiden 1 (5.2) er en martingal, kan vi bruge resultatet fra (5.1) og for alle op-

néelige payoff X gelder der altsa:
eV, H)=e"TE°[X]| o V(t,H)=e""TE?[X] (5.3)

Dette prisudtryk holder for alle selvfinansierende portefeljer under ethvert martingal mal Q. For-
skellige valg af Q kan resultere 1 forskellige prisprocesser for et payoff pa X, men hvis X er opnéelig

med en selvfinansierende portefolje, sa vil alle portefoljer give den samme prisproces.
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De to prisfastsettelsesmetoder gennemgéet ovenfor giver os den samme pris. I et komplet marked
uden arbitrage er prisen entydig bestemt. I et arbitragefrit marked, der ikke er komplet, er priserne
ikke laengere entydigt bestemt. Der eksisterer saledes flere EMM, der giver de samme priser som er
konsistente med, at der ikke ma vare arbitrage i markedet. I Black Scholes modellen kan det vises,
at alle payoff kan opnas med en selvfinansierende portefolje og der eksisterer sdledes et entydigt

bestemt EMM (Bjork, 2004, s. 157). Det kan vises, at hypotesen om komplette markeder fejler hvis:

e Udviklingen i det underliggende aktiv indeholder spring (som i vores NIG model)
e Det underliggende aktiv har stokastisk volatilitet, da markedsprisen pa volatilitetsrisiko ikke

kan fastsattes, idet volatilitet ikke er et handlet aktiv (som i vores Heston model).*

For at prisfastsette optioner med den risikoneutrale prisfastsattelsesformel (5.1) er vi nedt til at
valge et af de potentielt mange martingal sandsynligheds mal (Rasmus, 2006, s. 38). I afsnit 5.1 og
5.2 udleder vi Black Scholes, NIG og Heston modellerne under et Q-mél med udgangspunkt i, at vi
kender dynamikken for logafkastet i modellerne under det fysiske sandsynlighedsmél P jf. (3.7),
(3.14) og (4.2).

5.1 Udledning af Black Scholes og NIG modellen med Esscher transformation

Vi vil i dette afsnit benytte Esscher transformationen til at forskyde prisprocessen under det fysiske
sandsynlighedsmal P til et risikoneutralt sandsynlighedsmal Q, saledes at den diskonterede prispro-
ces er en martingal under dette Q-mal. Esscher transformationen kan saledes bruges til at prisfast-
s&tte optioner, hvor logaftkastet for det underliggende aktiv antages at folge en Lévy proces, hvilket
som navnt inkluderer bdde den brownske bevagelse og NIG processen. Den skalar/vektor man
forskyder den oprindelige proces under P-méalet med, for at komme til et risikoneutralt Q-mal kal-

des Esscher parameteren og det er den vi er interesserede 1 at finde. Vi tager udgangspunkt i (Gerber

& Shiu, 1994).

Antag at logafkastet X, er en Lévy proces, sdledes at X, er en stationar stokastisk proces, med

X, =0 og uathangige tilvakster. Prisprocessen for det underliggende aktiv er sd givet ved:

» V er ikke et handlet aktiv i vores markedsmodel, men i den virkelige verden eksisterer der produkter sisom variance
swaps hvormed handel med volatilitet er mulig.
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S, =8,e™, t>0 (5.4)
Vi definerer den tilherende fordelings- og tethedsfunktion for den stokastiske proces som:
P(x,t)=Pr(X, <x) og p(x,t)= %P(x,t), t>0 (5.5) og (5.6)
Den momentgenererende funktion er da:
M(z,t)= E[eZX’ ]: J: e plox, t)dx (5.7)
Vi er nu interesserede 1 at forskyde taethedsfunktionen ved en Esscher transformation og vi far:

ehxp(x,t)
[ " ply, )y

_ e plx,1)

plx,th) = < plx,t;h) ) (5.8)

Taethedsfunktionen er her blevet forskudt med Esscher parameteren 4. For at normere funktionen
divideres der med f e” p( ,t)dy , saledes at den nye tethedsfunktion ogsa har en aggregeret sand-

synlighed pa 1. Idet der ydermere gelder, at den eksponentielle funktion altid positiv, har vi sikret,
at den nye funktion ogsa er en tethedsfunktion blot med omfordeling af den oprindelige sandsyn-

lighedsmasse. Den momentgenererende funktion for den forskudte funktion er givet ved:

. © © ehxp(xat) 1 *© (z+ )x
M(z,t;h)= Loe plx,2,h)dx = J._we M(h1) dx = I J._we " p(x,t)dx =

M(z +h,t)
M (h,t)

(5.9)

Vi ensker nu at finde det 4 = h? hvor sandsynlighedsmassen bliver omfordelt p4 sddan en made, at

den diskonterede prisproces er en martingal under det risikoneutrale sandsynlighedsmél Q dvs.:**

S, = EQ[e"’S,]@ S, = Soe_"’EQ[eX’ ]<:> e’ = EQ[eX’ ]<:> e’ = f e"p(x,t,hQ)dx = (5.10)
e’ = M(l,t;hQ)
Da processen er stationar og har uathangige tilvaekster, ma der gelde, at 4° ikke afthanger af 7. 1

appendiks B viser vi, at M(l, t;h? ) = M(l,l; hQ)( og der galder derfor:
e’ = M(l,t;hQ)c> e’ = M(l,l;hQ) el = M(l,l;hQ)c> r= ln(M(l,l;hQ)) (5.11)

Vi kan nu finde 4#°ud fra den momentgenererende funktion jf. (5.11). Esscher transformationen
med parameteren 49 giver os et risikoneutralt sandsynlighedsmal Q. Selvom det kan vises, at 4° er

unikt, er det ikke umuligt, at der findes andre akvivalente martingal sandsynlighedsmaél (Delbaen &

Vi antager, at renten er deterministisk.
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Haezendonck, 1989). For Black Scholes kan det vises, at det @kvivalente martingal sandsyn-
lighedsmal er unik, mens der for NIG modellen findes et helt kontinuum af a&kvivalente martingal
mél (Rydberg, 1997, s. 9).

Vi kender altsé nu sandsynlighedsfordelingen for S under et risikoneutralt sandsynlighedsmal Q og
vi kan derfor beregne prisen for en calloption. Vi finder forst graensen, hvor calloptionen er in-the-

money til tid 7
S, >K < S,e’ > K < X, >In(K/S,) (5.12)

Vi vil nu bestemme prisen pa en calloption med strike K.

Je= EQ[e_rT max(S; —K,O)]= e j:l{x>ln(K/S0)}(SOex —K)p(x, T,hQ)dx <

- (5.13)
Je=e rTIm(K/sn)(Soex ~ K )ple. 7,1 Jax
Vi splitter nu prisfunktionen op i 2 integraler:
_ T 0 x [0} _ -7 [ [0}
fo=e SOL(K/SO)e p(x,T,h )dx Ke LH(K/SO)p(x,T,h )dx (5.14)
1

I det folgende omskriver vi integranden, 1 vha. (5.8):

ehgxp(x,T) e(hQ+l)xp(x’T)

W@exp(x,T,hQ):W (5.15)

Vi benytter igen (5.8) og substituerer telleren i (5.15) med udgangspunkt i felgende udtryk:

p(x,T,hQ):

e(hg“)xp(x, T)

i) @ e = A+ +1.7) (516

p(x,T,hQ +1)=

Integranden, 1 udtrykt i (5.15) kan sé jf. (5.16) omskrives til:

exp(x,T,hQ): p(x,T,hQ +1)M]\§[hi;1]’“T

3

)Qexp(x,T,hQ):p(x,T,hQ +1)_M(1,T,hQ) (5.17)

Udtrykket kan reduceres yderligere, idet der fra (5.11) gaelder, at M (I,T Jhe ): M (1,1, h? )T =e:
e"‘p(x,T,hQ):e"Tp(x,T,hQ +l) (5.18)

Vi indsatter (5.18) 1 (5.14) og reducerer prisfunktionen for en calloption til:
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e"Tp(x,T,hQ + l)dx - Ke”’TJ.

In(K/So)

fe =€7"T50K(K/So) p(x,T,hQ)dx(:)

fo =S, (1 - _[:(K/S())p(x,T,hQ + l}lx) —Ke™ " (1 - J‘EK/SO)p(x,T,hQ )2’)6) o (5.19)
fo=8,(1=P(in(k/S,).T,h? +1))- Ke " (1 - P(in(K/S, ). T, h°))
Med udgangspunkt i put-call pariteten (2.1), kan prisen for en putoption let findes til:
fo=fo=S,+Ke" < f, =Ke"" - P(in(K/S, )T, h?)-S, - PIn(K/S,).T,h% +1) (5.20)
Vi ensker nu at finde prisen for en call- og en putoption udtrykt ved normalfordelingen og NIG for-
delingen. Nar vi kender P(x,t) kan vi finde P(x,t;hQ) ved hjelp af den tilherende momentgenere-

rende funktion. De momentgenererende funktioner, M (z) for henholdsvis normalfordelingen og

NIG fordelingen er givet i (3.19) og (3.20).%

5.1.1 Black Scholes under Q-mal

I Black Scholes modellen antages det, at logatkast er normalfordelt, séledes at:

X, ~N(£,u—%0'2)t,0'2tj (5.21)

Vi benytter (5.9) og finder den modificerede momentgenererende funktion ud fra (3.19) for normal-

fordelingen givet A :

exp[ﬂ(ﬂhg)ﬁaz(ﬂhg)zj’
@M(z,t;hg)z 2 =

1 t
exp(uhQ +20'2(h9)2j (5.22)

M(z+hQ,t)
Mh2,¢

M(z,t;hQ)=

M(z,t;hQ): exp(((y + ]’lQO'Z)Z +%0222JtJ

Vi kan nu finde de nedvendige momenter for den forskudte normalfordeling henholdsvis middel-

vardi og varians ved at differentiere den momentgenererende funktion med z jf. proceduren i afsnit
3.3. Momenterne findes til ¢ = (y + hQO'Z)f og k¢ =o’t, hvor det bemearkes, at x, =Y. Den

modificerede fordelingsfunktion er saledes givet ved:

P(x,t;hQ)=N(x;(,u+h962)t,02t) (5.23)

» Det bemarkes, at der gaelder M (Z, t ) =M (Z )t
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Vi kan desuden finde 4€ ud fra (5.11) og den modificerede momentgenererende funktion i (5.22):

2

r=In(M(L172)) < r = ln(exp(y+ hoo? +%02)J ene="£ —% (5.24)
(o}

Vi indsatter (5.22) og (5.23) i prisudtrykket (5.19)for en calloption (5.19) og far:
fe =S, (l - N(ln(K/S0 ) (,u + (hQ + 1)02 )T, O'ZT))— Ke " (1 - N(ln(K/SO ) (,u +h%c? )T, O'ZT))@

fo= So(l - N(ln(K/SO ) (r + % o’ jT, aZTj] - Ke"T(l - N(ln(K/SO ) (r —%az jT, aZTD =N

In(S, /K)+(r +;02jT
o T

In(S, /K)+(r—;02jT
T ;0,1 (5.25)

fe =8N 0,1 [-Ke "N

Vi ser at udtrykket reduceres til den kendte Black Scholes formel. Ud fra put call pariteten (2.1)

angiver vi ogsa prisen for en putoption:

In(S, /K )+ (r - ;JZ)T
oJT

ln(SO/K)+(r +;02)T

f»=Ke"N| - T ;0,11 (5.26)
O

0,1 |- S,N| -

5.1.2 NIG modellen under Q-mal
I NIG modellen antages det, at logafkast er NIG fordelt, séledes at:

X, ~ NIG(x;0t, B, 11,5 - 1) (5.27)
Vi benytter igen (5.9) og finder den momentgenererende funktion ud fra (3.20) for NIG fordelingen

givet h9:

M(Z + hQ,l) B exp(,u(z +h° )+ 5(7/ "V ))t = exp((,uz + 5(7;19 =Yoo ))t)

Mz, t;h? )= = ,
( ) M (1) explun® +5(y -7, ) (5.28)

hvor y. =+a’ —(,6’+z)2
Det ses altsa, at M(z,t) = exp((,w + 5(7 —-7. ))t) er lig M(z, t hQ): exp((,tz + 5(7hQ —V.0 )}) hvis vi

skubber £ siledes at B" = B+h? . Dvs. parametrene o, u og & @ndrer sig ikke under transforma-

tionen.

Fordelingsfunktionen er sdledes givet ved:
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Flx,:h2 )= NIG(x;c, 8", ut, &%) (5.29)
Vi finder nu /¢ for NIG fordelingen ud fra ligning (5.11):

r= ln(M(l 1;h° )) Sr= ln(exp((y + 5(7/hQ V10 )))) =

5.30
r—,u+5(\/a (B+n) —a? -( ﬂ+1+hQ)j (530)
Denne ligning kan vises at have lgsningen (Rasmus, 2006, s. 41):
-1
. 1 r—u (r—,u)2 , 1
p=B s \/( | @ (531)

Vi indsetter (5.29) og (5.31) 1 udtryk (5.19) og finder prisen for en calloption:

fe=S,(1= NIG(In(K /S, s t, B +1,0-T,5 - T))- Ke " (1 - NIG(in(K/S, \.a, B, 1-T, 5 T))  (5.32)
Det er her ikke muligt at @ndre graensen og invertere 1 — NIG ”, idet NIG fordelingen ikke er en

symmetrisk fordeling. Prisen for putoptionen bliver:

fp=Ke"" - NIG(In(K/S, y. 8" 1t-T,6-T)-S, - NIG(In(K/S, st B + 1,1 T,5-T) (5.33)

5.2 Udledning af Heston modellen under Q-mél

Vi vil nu finde prisen for en call- og en putoption, der er skrevet pa det underliggende aktiv, S, hvor
dynamikken for S er givet ved Hestons stokastiske volatilitetsmodel jf. (4.1). Prisen pé en option er
da bestemt ud fra processerne for S og V.

I appendiks D.3 udleder vi den PDE, som skal vaere opfyldt af ethvert afledt aktiv, f (S , V,t), der
udelukkende athenger af S,)” ogt. PDE’en er gengivet i (5.34).

o 10 e 10°S o f o f
-~ 5 Vs o’V + SoV + (k@ -V )—AS,V,¢t + S — 5.34
ot 20S° 2 8V2 P i ( ( ) ( ))aV r =rf ( )

I PDE’en reprasenterer /1(S , V,t) markedsprisen pa volatilitetsrisiko og da volatiliteten ikke er et
handlet aktiv ligesom S, kan vi ikke uden videre bestemme /1(S , V,t) . Heston antager i sin origina-

le artikel, (Heston, 1993, s. 3 (329)), at volatilitetsrisikoen er en lineer funktion af V' givet ved

/1(S , V,t) = AV . For at lase PDE’en skal vi finde vi de risikoneutrale processer for Sog V saledes, at

e f(S,V,t) er en martingal under det risikoneutrale sandsynlighedsmal, Q. Vi finder de risikoneu-

trale processer ved at parallelforskyde med folgende risikopremier:
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r

dS, = piS,dt + (r — p)S,dt +S,\[V, [dW,‘ - \/_V_” dt] & dS, =rS,dt+S,\[V,dW! (5.35)

dv, =(x(0-V,)- AV, )dt + oJV, [de A /thtj@dl/t =(;<+/1)( ’(9/1 —thdt+o-1/V,de/,2 =
o K+
K0

_ *(p* _ 72 * *
dV[—K(ﬁ V,)dt+a\/7,dW,,hV0r/< K+A4, 0 — 7

(5.36)

Som kontrol underseger vi ved hjelp af Ito’s lemma om g(S,V,t) =e" (S ,V,t) er en martingal
under Q. Til dette skal vi benytte df, som er udledt i appendiks D.2.
dg=dle" f) e dg = e (df —rfdt) <

+ -
ot 2 0S? 201 oS0V oV
af

2 2 2
dg=e"" (1+1QV32+15 g 6f2pSaV]dt+%dSt+ 2 dv, —rfdt | <

2 2 2
dg=e @+lﬂV52+lafan+ af2,oSaV+rS%+K*(H*—V)i—rf dr +

ot 208? 20V° 0S*oV ov
=0 jf.PDE (5-37)
e_rTﬁ(iSdW,l +i0'dl/f/t2j
oS oV

Det ses, at dt-leddet forsvinder, nér vi substituerer PDE’en fra (5.34) ind 1 (5.37). Det betyder, at
g(S ,V,t): e (S ,V,t) ikke har nogen drift og g(S , V,t) er sdledes en martingal under Q, hvilket
betyder, f(S,V,0)=e"E?(f(S,V,t)). Under det under akvivalente martingal sandsynlighedsmal

er volatilitetsrisikoen A(S,V,t) saledes elimineret. Som naevnt i indledningen til dette kapitel er

volatiliteten ikke et handlet aktiv, og markedet i Heston modellen er altsa ikke komplet da det fund-

ne martingal sandsynligheds mél ikke er unikt.

Heston (Heston, 1993, s. 5 (331)) udleder prisen for en calloption, hvor han satter terminalbetingel-

sen f(S,V,T ) = max(ST — K,0) og analogt til Black Scholes gatter han pa, at losningen har formen:

f(S,V,t)=SP - Ke"" P, (5.38)
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Her er P, og P, er betingede sandsynligheder givet ved:**
P, =Pr(x,, 2 In(K/S, )X, =0.%,) (5.39)

Der geelder, at X, ; forj= 1,2 er givet ved:

1 A 1 I
dX,, = (r + EVM jdr +, /Vt,1 aw dX,, = (r - EVM jdt + ., /Vt,2 aw
) K'0° . ol .
th,l = (K - po_(Tpo_ - Vt,l Jdr +0, Vt,l thz de,z =K (9 - Vt,z )dt +0y Vz,z thz

(5.40)

K

Heston viser, at P, og P, har felgende semianalytiske losninger:

expl- 1¢x+C(T ¢)+D(T ¢) )jd¢

P(xl( 0 ,0,p,V, =—+ I ( v
i

dT

C(T,¢):i¢rT+iz((bj—i¢pa+d)7“—2ln[IIge D og D(T,¢)=bf_i¢p20+d(ll_ed;j
o -8

o —ge

b,—igpo+d ' B |

= d= -b. ) - 2010 — ,h der f :1’2 1der: 541
g b, —igpo—d 0g \/(1(15/00 ])2 o ( Hip—¢ ) vor der for j gelder (5.41)
1

ﬂ1:2

1 K
) =——,a=k0", b=x"-po, b,=x",x=In| —
H 2 1 P 2 [SOJ

Udtrykket kan ved forste gjekast virke voldsomt, men kan dog forholdsvis let beregnes med en nu-

merisk integrationsmetode, sdsom quadl 1 Matlab (MathWorks 2).

26 T Hestons artikel, (Heston, 1993, s. 5 (331)) ses det, at P = Pr(XT’j > ln(KXXO = 1r1(S0 ), Vs ), som vi har valgt at

omskrive en smule.
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6 Den generelle optionsmodel

I forrige kapitel udledte vi prisen pa en call- og en putoption med udgangspunkt i normalfordelin-
gen, NIG fordelingen samt for Hestons stokastiske volatilitetsmodel. Vi vil 1 det folgende vise, at

prisen for en call- og en putoption kan skrives pa folgende generelle formler for alle 3 modeller.
Calloption: f,. =S, -(1- P(In(k/S,).Q2))- K -e" (1- P(in(K/S,).Q¢) (6.1
Putoption: f, = K - P(In(K/S, ).Q2 )~ S, - P(in(K/S, ).Q2) (6.2)

Her angiver P en fordelingsfunktion med grensen ln(K / SO) og med enten parametrene QY eller

QY , hvor der galder:

n e
limP(ln(K/So),Q?)= 0, limP(ln(K/SO),Q}Q)zl og GP(I (K/SO)’QJ)

>0, forj=12 (63)
In(K/Sq )>—0 In(K/S, ) a ln(K/SO )

I det folgende vil vi beskrive hvorledes P, Q2 og QF er defineret for de 3 modeller. Vi viser deref-

ter, at P(ln(K /S,), QJQ.) opfylder de beskrevne krav (6.3).

Definition 6.1 - Black Scholes modellen

Den underleggende fordeling er normalfordelingen, som tager imod 2 parametre, og vi fandt i af-
1 1
snit 5.1.1, at der ma gzlde, at QF = K}H—EGqT’GZT} og QY = Kr—zoij,azT] Fordelings-

funktionen P er givet ved: P(ln(K/S0 ).Q° ) = N(ln(K/S0 ) Q?) forj=1,2.

Definition 6.2 - NIG modellen

NIG fordelingen, tager imod 4 parametre, og vi fandt i afsnit 5.1.2, at der ma gelde, at
Qe = [a’,ﬂ* +1,,u-T,5-T] og QY = [a,ﬁ*,ﬂ-T,5-T] , hvor B* er givet ved (5.31). Fordelings-
funktionen, P er givet ved: P(ln(K/SO ),Q?): NIG(ln(K/SO );Q?) forj=1,2.

Definition 6.3 - Heston modellen
Selvom Heston modellen er en stokastisk volatilitetsmodel viser vi i det folgende, at den ogsé kan

skrives pd den samme generelle formel som Black Scholes modellen og NIG modellen. Vi satter

Q¢ = [K*,G*,a,p, Vo,r,T,j] og definerer P(ln(K/S0 ),Q?)= 1-P,, forj=12hvor P, er de oprin-

J
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delige betingede sandsynligheder fra Heston modellen jf. (5.39), (5.40) og (5.41) gennemgaet i af-
snit 5.2.

Det er tydeligt, at P(ln(K /S, ),Q?) er veldefinerede fordelingsfunktioner for Black Scholes og NIG
modellen, som opfylder kravene givet ved ligning (6.3), da P(ln(K /S, ),QJQ.) her er givet ved hen-

holdsvis en normalfordeling og en NIG fordeling. For Heston modellen plotter vi P(ln(K /S, ),Q?)

oP(In(K/S, ),Q2)

som funktion af In(K/S, ) i henholdsvis Figur 6.1a og Figur 6.1b for at over-
dIn(K/S,)

0g

bevise os om, at P(ln(K /S, ),QJQ) ogsa for Heston modellen er en veldefineret fordelingsfunktion,

der opfylder kravene i (6.3). Parametrene, ng. kommer fra vores kalibrering i kapitel 8, og er altsa

fundet ud fra virkelige data fra d. 02-10-2008, men skal her blot antages eksogent givet. Vi anven-

0.
der folgende parametre for Q7 :

k' =7,114; 6" =0,096; o =1,095; p=-0,850; V, =0,193; »=0,042; T =0,210 og S, =1114,51

Figur 6.1a og Figur 6.1b
L : : 3 : :
| Heston CDF1 y Heston PDF1
Heston CDF2 y 2.5} Heston PDF2 |/ |

-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1

Figur 6.1a viser et plot af fordelingsfunktionen (CDF), P(ln(K /S, ), Q? ) for j=1,2 for Heston modellen, mens figur

Figur 6.1b viser et plot af den tilhorende teethedsfunktion (PDF) for j = 1,2 for Heston modellen.”’

*7 Anvendt kode kan ses i filen plotfordel ingsfunktioner02_10_2008.m
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I Figur 6.1a ses det tydeligt, at Heston modellen opfylder lim P(ln(K /S, ), Q¢ ) =0,

In(K/Sy )>—»

oP(in(k/S,).Q2)
lim P\In(K/S,),Q¢)=1 og i Figur 6.1b ses det, at ’
m(}:glo)ﬂgon( /S,).Q¢)=1 og i Figur ses det, a SIn(K)S,)

P(ln(K /S, ), Q?) er en veldefineret fordelingsfunktion for Heston modellen jf. (6.3).

> 0. Dette medforer, at

Vi viser nu, at P(ln(K /S, ),QJQ.) kan tolkes som sandsynligheden for at en calloption udlgber out-of-
the-money for alle 3 optionsmodeller:

P(in(K/S, ),Q¢)=Pr(X <In(K/S,)) < P(in(K/S, ), Q2)=Pr(S, < K) (6.4)

For alle 3 optionsmodeller galder der sarligt, at P(ln(K /S, ),Qg ) er den risikoneutrale sandsynlig-

hed for at en calloption udleber out-of-the-money, idet de underliggende processer netop for Q¢

ses at vaere de risikoneutrale processer.

Vi har altsd vist, at den eneste forskel pa prisudtrykkene for de 3 optionsmodeller er deres forde-

lingsfunktioner P(ln(K /S, ),Q? ) Dette letter sammenligningen af modellerne samt beregningen af

de partielle afledte til brug ved hedging. I de felgende to afsnit sammenligner vi forst de risikoneu-

trale out-of-the-money sandsynligheder for de 3 modeller, og finder dernzst de partielle afledte.

6.1 Risikoneutrale out-of-the-money sandsynligheder for de 3 optionsmodeller

Vi vil nu sammenligne de risikoneutrale out-of-the-money sandsynligheder for de 3 optionsmodel-
ler. Parametrene kommer igen fra vores kalibrering i kapitel 8, og er altsd fundet ud fra virkelige
data (fra d. 02-10-2008). De skal her blot anses som eksogent givne:

S, =111451;7 =0,210; r = 0,042

Black Scholes modellens parametre afthanger af optionens strike, og da der er 13 forskellige strikes

denne dato giver Black Scholes modellen 13 forskellige parametre:

Tabel 6.1

o, o, O, o, Os o 05 Oy Oy O1o oy O O3
0,529 |0,489|0,45310,427|0,388 0,381 |0,371(0,361 {0,353 ]0,334[0,315|0,297|0,272

NIG modellens parametre er : o = 25,082 ; 4 =1,149 ;6 = 0,884 og S" der beregnes med (5.31).

Heston modellen parametre er: x* =7,114; 8° =0,096; o =1,095; p =-0,850; V, =0,193.
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I nedenstdende figur plotter vi fordelingsfunktionerne, P(ln(K /S, ),Qg) som funktion af ln(K / SO)

svarende til de risikoneutrale out-of-the-money sandsynligheder for alle 3 modeller:

Figur 6.2
1r O  Black Scholes
0.9- NIG ]
Heston /

-1 -0.5 0 0.5 1

Figur 6.2 viser P(ln(K /S, ),QZQ) svarende til de risikoneutrale sandsynligheder for at en calloptionen udlober out-of-

the-money. Da Black Scholes parameteren, O afhcenger af K, har vi kun kunne beregne 13 risikoneutrale sandsynlig-

heder, som vi sd har forbundet ved linecer interpolation.27

I Figur 6.2 ses det, at NIG og Heston modellen fastsatter de risikoneutrale sandsynligheder som

funktion af In(K/S, ) meget ens, mens Black Scholes modellen derimod fastsatter de risikoneutrale

sandsynligheder en smule hgjere. Ovenstaende resultat athenger selvfolgelig af de valgte paramet-
re, men ved at anskue kalibrerede parametre for andre dage, fir vi generelt samme resultat. Det er
svaert at vurdere, hvilken model, der giver de bedste estimater for den risikoneutrale sandsynlighed.
Da Heston og NIG er mere avancerede end Black Scholes kunne man dog fristes til at tro at de gi-

ver det bedste resultat set i lyset af at de nasten er ens.
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6.2 Partielle afledte
I indledningen beskrev vi, hvordan vi ensker at sammenligne de 3 optionsmodeller med en delta

hedge. Til brug for delta hedgen skal vi kende of/3S, for alle 3 modeller. For Heston modellen
skal vi desuden kende of /oV, .*°
Vi starter med at udlede 9f/0S, for de 3 optionsmodeller med udgangspunkt i den generelle opti-

onsmodel. Vores intuition er, at en calloption, der er langt in-the-money, bevager sig i forholdet 1:1
med det underliggende aktiv, da der tilneermelsesvis er 100% sandsynlighed for, at den udleber in-

the-money, og der gelder altsa, at Slim of./0S, =1. Omvendt mé en putoption langt in-the-money
bevage sig 1 forholdet 1:-1 og der ma altsd gelde ;m}) of »/0S, = —1. Intuitionen for en option, der

er langt out-of-the-money er, at den er insensitiv i forhold til det underliggende aktiv, da man ikke
forventer, at der er nogen sandsynlighed for, at den udleber in-the-money. For en calloption ma der
1 dette tilfelde derfor gelde, at }m%) of./0S, =0, mens der for en putoption ma gzlde, at
Slim 0f»/0S,=0.
Inspireret af (Poulsen, 2007) benytter vi Eulers sa@tning til at udlede 9f'/dS, (Sydsater, 2003, s.
412, seetning 2) da dette viser sig at vaere bekvemt at gore ud fra den generelle optionsmodel.*” Hvis
f (X Y ) er en C'-funktion og er homogen af grad 1 for enhver reel konstant, @, siledes at
f (aX ,aYy ) =af (X Y ) , s& geelder der ifolge Eulers satning:*’
f(x,Y)=x-of Jox +Y -6f JoY (6.5)

Vi anskuer nu den generelle prisfunktion for en calloption fra (6.1):

fo=S,-(1-Pin(K/S, .02 ))- K - (1- P(in(k/S, ).Q2)) (6.6)
Vi undersoger om den generelle prisfunktion er homogen af grad 1 1Sy og K jf. Eulers se@tning:
fo(aS,.aK)=aS, -(1- P(in(a K/aS, Q2 ))-aK -7 (1 - Pin(a K/aS, ). Q2 ))= af..(S,.K)  (6.7)

Da den generelle prisfunktion er homogen af grad 1, ma der jf. Eulers s@tning gelde:

% Se kapitel 9 for en gennemgang af hedging for alle 3 optionsmodeller.
* 9f /0K kan udledes helt analogt til 3f /S, . Det har vi dog undladt.

3% Vi forudsztter uden naermere bevis, at alle vores prisfunktioner for put- og calloptioner er C'.
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fc :So -5fc/5SO +K-8fc/@K0,

hvor o, /a8, =1- P(In(K /S, ).Q2), &f, JoK, = —e ™ (1- P(in(K /S, ).Q22)) (6.8)

Pa samme made kan vi udlede 0f,, /S, ud fra den generelle prisfunktion for putoptionen jf. (6.2):
f» =K - P(in(K/S,),Q2)-S, - P(in(K/S, ), Q2 (6.9)
Det ses let, at den generelle prisfunktion for en putoption ogsé er homogen af grad 1 1.5y og K, sa jf.

Eulers s&tning gaelder der derfor:

fo=K-0f, )oK, +8,-6f, /oS, ,

hvor &, /05, = ~P(In(K/S,).Q2). f,, /oK, = ¢ Pin(K/S, .02 (6.10)

For alle 3 optionsmodeller ved vi, at P(ln(K /S, ),QJQ) er en veldefineret fordelingsfunktion, sa for

alle 3 optionsmodeller galder der, at lim of,./dS, =1, ;m%) of,/0S, =—1, Shrr%) of./0S,=0 og

Sp—

Slim of»/0S, =0, hvilket er i overensstemmelse med intuition fra indledningen af afsnittet.
Vi vil nu udlede of /oV, for Heston modellen. Intuitionen er, at jo hgjere volatilitet der er i det un-

derliggende aktiv, jo hejere er vardien for bade en call- og putoption, da gevinsten er nedadtil be-

graenset, men opadtil ubegranset. Vi forventer derfor, at 97 /oV, > 0. Vi differentierer nu den gene-
relle prisfunktion for en calloption (6.1) i forhold til den initiale varians, ¥, for at udlede of/dV,

for Heston modellen:

af‘C — S . a(l B P(ln(K/SO )’QIQ )) _ K . e—rT a(l B P(ln(K/SO )’QZQ )) (6 1 1)
ov, ° ov, ov, '
Den partielle afledte V, findes ved at differentiere (5.41) og vi far:
- Plu(k/5,)09)_op, 1 oo (D, (gl sy
=—L=—['Re , 9, j=12 (6.12)
ov, ov, m i
Ved at anskue put-call pariteten (2.1) kan det indses, at &f./oV, = f, |V,
0 olS, —Ke™'" 0
o fes ke de U _ASKeT) e O

ov, oV, ov, ov, oV,

Den partielle afledte 0f,, /0¥, er altsé ogsa givet ud fra (6.11) og (6.12).
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I Figur 6.3 plotter vi of /oV, = of./oV, = of,/dV, for at kontrollere, om of /oV, > 0. Vi benytter
samme data som i Figur 6.1. Det ses i Figur 6.3, at 8f /0¥, som funktion af In(K/S,) altid er storre

end eller lig 0, hvilket er i overensstemmelse med vores forventning om, at hejere volatilitet 1 det
underliggende aktiv giver hgjere optionspris.

Figur 6.3
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Figur 6.3 viser et plot af 0f |0V, som funktion af ln(K / So) for Heston modellen. Det bemcerkes at Of / ov,>0.7"
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7 Data

Vi har valgt at hente alle data fra Bloomberg.”' Dataszttet bestar af folgende parametre:
t, T 7, r,S‘t,F,,K,fC og fp.

I det folgende forklarer vi strukturen af vores dataset og hvorfor vi netop har valgt at traeekke dette
dataset. Afsnittet har serligt stor vaegt pd optionsdata med henblik pa, hvordan vi har valgt de for-
skellige strikes samt udlebstidspunkter og hvorledes vi har valgt at filtrere vores optionsdata for at
fijerne uensket bias. Sidst 1 afsnittet foretager vi en kontrol af data ved at undersege om put-call pa-

riteten holder indenfor rimelige afvigelser.

7.1 Dataperiode og priser

Vi har medtaget et halvt ars data fra d. 01-10-2008 og frem til d. 31-03-2009. I denne periode har
markedet udvist store udsving, hvilket skyldes den globale finanskrise. Det ses eksempelvis ved, at
S&P500 indekset 1 denne periode antager vaerdier 1 et stort interval, nemlig fra 677 til 1161.

Det er muligt at hente flere forskellige slags historiske priser pad Bloomberg. I det folgende forklarer
vi bid, ask, mid og last priserne og forklarer kort, hvilken pris vi vil benytte som reprasentant for

den ’rigtige markedspris” og hvorfor.

Bid prisen reprasenterer den hejeste udbudte pris i markedet en agent kan salge til markedet for,
der var tilgengelig, da markedet lukkede pa den pagaldende dag. P4 samme made reprasenterer
ask prisen den laveste udbudte pris i markedet en agent kan kebe af markedet for, som var tilgenge-
lig, da markedet lukkede pa den pdgeldende dag. Bid og ask er begge tilbud eller "quote”-priser,
det vil sige, at det er priser som sa&lger/keber er villige til at indgd. Det er altsa ikke priser som det
pageldende finansielle produkt er blevet handlet til. Man kunne derfor synes, at de ikke er gode
repraesentanter for markedsprisen. Markedsprisen mé imidlertid tilhere intervallet udspendt af bid
og ask prisen, det sikaldte bid-ask spaend, idet ingen er villige til at selge under bid prisen, og ingen
er villige til at kebe over ask prisen.

Last prisen reprasenterer handelsprisen pa den sidst handlede ordre for markedet lukkede den pa-
geldende dag. Fordelen ved last prisen som reprasentant for markedsprisen er, at det pageldende

finansielle produkt netop er blevet handlet i markedet til denne pris, og at der saledes findes bade en

3!' I mappen Data fra Bloomberg” ses 13 Excelark, der traekker data for forskellige lobetider og over forskellige
tidsperioder. Vi kunne ikke ngjes med at treekke data til kun ét excelark, da vores Bloomberg-terminalen ikke kunne
héndtere dette. Excelarket Data . xIs har keeder til de fornevnte 13 excelark og indeholder saledes alt data samlet.
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keber og szlger som mener, at denne pris er fair. Ulempen er dog, at der kan vere bias imellem
tidspunktet for last prisen og den “’rigtige markedspris”. Hvor bid og ask netop er de aktuelle quotes,
kan last prisen godt vaere nogle minutter gammel, hvis produktet ikke er serlig likvidt. Last prisen
er ofte mellem ask og bid prisen, men det er ikke umuligt, at last prisen er lavere end bid prisen eller
hgjere end ask prisen. Der kan jo eksempelvis sagtens komme en lavere ask eller hejere bid efter
dagens sidste handel, hvilket ger last prisen hgjere end ask eller lavere end bid.

Vi har undersogt, hvor tit last prisen rammer mellem bid ask spandet for vores optioner og vi fin-
der, at det kun geelder for lidt over 50 % af optionspriserne. Vi vurderer derfor, at last prisen ikke er
en god reprasentant for markedsprisen. Vi antager, at den “rigtige markedspris” ma ligge mellem
bid og ask. Da det er svart at vurdere, hvilken pris 1 intervallet, der er den bedste reprasentant for

markedsprisen, velger vi som de fleste, at anvende mid prisen, der er et gennemsnit af bid og ask.

Vores Bloomberg terminal kan ikke traekke de korrekte bid ask priser for vores futures, sa her er vi
neodsaget til at bruge last priser. Det er dog ikke et problem, idet futures er sa likvide, at der ikke er
noget sarligt tidsbias. I afsnit 7.6 kontrollerer vi, hvor konsistente de tilherende optionspriser og

futurespriser er ved hjelp af put-call pariteten.

7.2 Futures pris, F, til tid t med udleb T

Vi har valgt at trekke futures priser i stedet for priser pa aktieindekset, da det har en lang raekke
fordele. I det folgende forklarer vi kort hvad en futures er og hvorfor den kan bruges 1 stedet for
aktieindekset til at prisfastsette optioner. Derefter gennemgér vi fordelene ved at benytte futures
priser i stedet for priser pa aktieindekset.

En futures er en kontrakt, der forpligter indehaveren til at kebe et bestemt aktiv til et aftalt tidspunkt

til en futures pris, hvor futures prisen er bestemt séledes, at futures kontrakten har en verdi pa 0.

Hvis der gelder, at SO er prisen pa aktieindekset, ¢ er den kontinuerte dividenderate og 7 er tid til

udleb for den tilherende futures, s& ma sammenhangen mellem §0 og futures prisen til tid 0 vere

(Hull, 2005, s. 111):

S, = Fye " (7.1)

58



Da vi 1 de generelle prisudtryk for en call- og en putoption fra (6.1) og (6.2) benytter S, i stedet for

5‘0 ,* finder vi ogsd sammenhaengen mellem S, og futures prisen:
S,e” =Fe " o5, = Fe” (7.2)

Nér vi kender denne sammenhang kan vi substituere det ind 1 prisudtrykket for en option. Prisen for

en calloptionen viser sig eksempelvis at vare givet ved:
fo=e"(F, (1= P(in(k/Fye ™)@, )~ K -(1- P(in(K/Fye ") 22, ) (7.3)
Det bemerkes at substitutionen kraver, at futures kontrakten og optionen skal have akkurat samme

udlebsdato. Bemark ogsd, at optionen er den samme som for. Det er ikke en option pa vores futu-

res, det er stadig en option pa aktieindekset.

Vi forklarer fordelen ved at anskue futures 1 stedet for aktieindekset 1 de folgende punkter:

e Optionerne handles pd Chicago Board Options Exchange (CBOE), mens S&P500 Indekset
handles p&d New York Stock Exhange (NYSE). CBOE lukker kl. 15:15 Chicago tid, hvilket
er kl. 22:15 dansk tid.>* NYSE lukker kl. 16:00 New York tid, hvilket er kl. 22:00 dansk
tid**. Idet der er en tidsforskel pa en time mellem Chicago og New York er tidsforskellen
mellem borsernes lukketidspunkt 15 minutter. Ved at benytte indekset sammen med optio-
nerne opstdr der tidsbias pga. af de forskellige lukketider. Denne forskel fjernes ved at se pa
futures, idet futures ligesom optionerne handles pa CBOE.

e Vi kender ikke den tilherende kontinuerlig dividenderate g for hvert udlebstidspunkt, 7. Vi

kan imidlertid helt se bort fra denne problemstilling ved at anskue futures i stedet for aktie-
indekset, da den kontinuerte dividenderate sa bliver substitueret ud jf. (7.3).

e Nar vi skal replikere en option er det nedvendigt at erhverve en position i det underleggen-
de aktiv. Det er upraktisk at handle med et aktieindeks som S&P500 grundet det store antal
aktier og da kompositionen af S&P500 @ndrer sig over tid. Ved 1 stedet at anskue futures,
behover vi aldrig erhverve os aktieindekset, da futures blot er en kontrakt om keb af indek-

set pa et fremtidigt tidspunkt.™

** Hvor S, er prisen pd aktieindekset diskonteret med den kontinuerte dividenderate, sdledes der gelder S = S”Oe"’T ,

33 http://www.cboe.com/LearnCenter/Workbench/products/etf.htm
3% http://www.nyse.com/about/newsevents/1095581297148.html
% Det er dog muligt at investere i produkter sasom “Spiders”, der svarer til at kobe en andel af S&P500 Indekset.
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Alle de overstdende punkter lgses ved at benytte pd futures pa aktieindekset i1 stedet for selve aktie-

indekset.

7.3 Valg af optioner

Vi er interesserede 1 optioner med hej likviditet, da deres priser er de mest opdaterede og derfor de
mest konsistente og sammenlignelige, bdde indbyrdes og i forhold til den tilherende futures pris. Vi
skal derfor finde nogle negletal, der kan bruges til at bedemme hvilke strikes og lgbetider vi skal

veelge for fa de mest likvide optioner.

7.3.1 Open Interest samt Volume

Open Interest beskriver antallet af dbne kontrakter i markedet, mens Volume beskriver antallet af
transaktioner pa den givne dag. Open Interest og Volume beskriver altsa i hvor hgj grad en option
historisk er blevet handlet samt optionens handel den pageldende dag, hvilket gor dem velegnede
til at vurdere optionens likviditet. Tabel 7.1 forklarer Open Interest og Volume, 1 et marked besta-
ende af agenterne A, B og C, hvori der af simplificerende grunde kun eksisterer én slags option.

Tabel 7.1

Dag, t: | Handelsaktivitet: Open Interest: | Volume:
0 A, B og C ejer ingen optioner. 0 0

1 A keober 10 optioner af C. 10 10

2 B keber 4 optioner er af A. 10 4

3 A szlger 5 optioner til C. 5 5

4 Hverken A, B eller C foretager nogen handler. 5 0

I det folgende giver vi eksempler pa optioner med forskellige kombinationer af hgj/lav Open Inte-
rest og Volume.

Hvis bade Open Interest og Volume er hgj, er optionen blevet handlet meget bade historisk og den
pageldende dag. Det kunne eksempelvis veare en call- eller en putoption der har lagt og stadig lig-
ger 0-20 % out-of-the-money. Denne type optionen er meget likvid og derfor meget interessant.
Hvis Open Interest er hgj men volumen er lav kan det skyldes, at optionen historisk har varet out-
of-the-money og er blevet handlet meget, men at markedet nu har rykket sig, sa optionen er in-the-

money.

60



Hvis Open Interest er lav, men Volume er hgj, kan det skyldes at optionen historisk har veret in-
the-money og/eller har haft en “skav strike”*® som markedet ikke bryder sig om, men at markedet
har rykket sig séledes, at optionenens strike netop nu ligger marginalt out-of-the-money.

Hvis bade Open Interest og Volume er lav, er optionen hverken historisk eller pad den pidgaeldende
dag blevet handlet meget. Dette kan skyldes, at optionen har en “’skev strike” og er langt out-of-the-
money eller in-the-money.

I det folgende anskuer vi 4 scenarier som viser de forskellige kombinationer af hej/lav Open Inte-
rest og Volume. Det er kun optionen fra d. 03-03-09 der er interessant for os at have med i vores

endelige dataseet.

Tabel 7.2

Dato Navn S&P 500 | S&P 500 logafkast | Open Interest Volume
03-03-2009 | SPX 03/09 P600 | 696,33 -0,6 % 114.451 41.741
13-10-2008 | SPX 12/08 C875 | 1003,35 11,0 % 22.315 5
09-03-2009 | SPX 06/09 C735 | 676,53 -1,0 % 350 1939
14-10-2008 | SPX 03/09 C600 | 998,01 -0,5 % 18 2

Nar vi fremover i opgaven refererer til, at en option er likvid, er det vurderet med udgangspunkt i, at

den har en hgj Open Interest og Volume.

7.3.2 Valg af lebetider og udlebstidspunkter

De mest likvide optioner udlgber indenfor 3 maneder. Optioner med lebetider over 3 maneder har
en betragtelig lavere likviditet og der er meget lidt likviditet 1 de optioner der har en lebetid pa over
et ar. Det ses, at likviditeten, for de optioner med lebetider l&ngere end 3 maneder, klumper sig
sammen omkring de optioner der udleber til enten marts, juni, september eller december.

Nér isar at-the-money optioner kommer tat pa udleb udviser prisen og den tilherende 1. afledte
store udsving og det bliver vanskeligt at estimere optionsmodellernes parametre. Vi har derfor valgt
at anskue optioner der har 0,5 — 3,5; 3,5 — 6,5 og 6,5 — 9,5 maneder til udleb, hvor udlebsmaneden
altid er enten marts, juni, september eller december.

Det bemarkes at futurespriserne skal treekkes med samme udlebsdato som optionerne og meget
hensigtsmessigt har Bloomberg en rekke tickers, der trekker futurespriser med udleb til marts,

juni, september eller december. Udlebsméneden skifter som tiden gér, saledes at lebetiden holdes

%% En skaev strike, K er f.eks. hvor K modulus 25 ikke er 0
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indenfor et interval bestemt af den pagaldende ticker.>’ Det er saledes muligt at benytte disse tick-
ers for bade futures og optioner til at holde styr pa, at udlebsméaneden altid er enten marts, juni, sep-

tember eller december og med et givet tidsinterval til udleb.

7.3.3 Valg af Strikes

I dette afsnit vil vi finde de mest likvide optioner pd baggrund af Volume og Open Interest. Det
ville vaere optimalt at treekke Volume og Open Interest for hver dag og for hver option for sé ud fra
nogle passende kriterier at velge, hvilke strikes vi vil have med for den pdgaldende dag. Denne
metode kreever dog en maengde data, som vil vere for tungt og tidskreevende for vores Bloomberg-
terminal. Vi har derfor kun undersegt et udsnit af vores data. P4 baggrund af denne undersogelse,
har vi konstrueret en mekanisk sorteringsmetode, der bestemmer hvilke strikes, der giver de mest
likvide optioner. I Tabel C.1a og Tabel C.1b i appendiks C vises Volume og Open Interest for hen-
holdsvis en serie med putoptioner og en serie med calloptioner for d. 13. oktober 2008, hvor
S&P500 indekset havde en verdi pd 1003,35. Putoptionerne har udleb december 2008, mens cal-
loptionerne har udleb marts 2009. Vi har valgt kun at medtage strikes afrundet med hele 25, idet
Volume og Open Interest er meget lave for mindre afrundinger.

Der geelder generelt, at optioner med strikes omkring at-the-money og op til 20 % out-of-the-money
er mest likvide, og at likviditeten der ud jo l&engere man er fra dette interval. For vores korte optio-
ner med en lebetid pa 0,5-3,5 maneder ses det 1 Tabel C.1a, at man er nedt til at afrunde til hele 100
for at fange likviditeten for strikes deep-out-of-the-money. Samtidig ses det, at en afrunding til
narmeste hele 25 er tilstraeekkelig for at fange likviditeten nér optionen er tat pa at vere at-the-
money. | intervallet “mellem” at-the-money og deep-out-of-the-money vurderer vi, at en afrunding
pa 50 optimal. For vores optioner med en lobetid pd 3,5-6,5 maneder ses det 1 Tabel C.1b, at en af-
runding pa mindst 50 er nedvendig, hvilket skyldes, at strikes der ender pé 25 eller 75 generelt ses
at have en lav Volume eller Open Interest. For de mellemlange optioner gelder der desuden, at li-
kviditeten hurtigt der ud, ndr man beveager sig deep-out-of-the-money, og vi velger derfor en af-
runding pa 50 og ikke 100.

Vi har ikke medtaget en tabel for optioner med lebetid pd 6,5-9,5 méneder, da Volume og Open
Interest opferer sig usystematisk for disse optioner. Problemet er, at Volume og Open Interest nogle

dage indikerer tilstreekkelig likviditet til, at man kan medtage flere forskellige strikes, mens de for

37 Tickers hedder: SP1 Index (0 — 3 mdr.), SP2 Index (3 — 6 mdr.), SP3 Index (6 — 9 mdr.) mv. Hvis udlebsméaned er ens
for futures’en og optionen pd S&P500 har de ogsa samme udlgbsdag.
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andre dage indikerer, at det netop kun er de to optioner omkring at-the-money, der er likvide nok til
at tage med. Vi vaelger ogsé for de lange optioner en afrunding pa 50.

I det efterfolgende beskriver vi hvor meget en option er i pengene vha. af den relative storrelse
K/S, som vi herefter kalder moneyness. Det ses ofte, at moneyness defineres som S/K , men vi
har valgt at benytte den inverse storrelse, da vores generelle optionsmodel fra kapitel 6 er en funkti-

on af ln(K /S ) og da vi gnsker at moneyness skal stige nar vi oger K.
For de korte optioner har vi valgt et moneyness interval, K/S fra 60 % til 105 % for putoptionerne,

mens vi for calloptionerne har valgt et moneyness interval fra 95 % til 130 %. De tilherende af-
rundninger kan ses i nedenstdende tabel. Vi valger at medtage 9 putoptioner, henholdsvis 1 in-the-
money, 2 at-the-money og 6 out-of-the-money. Vi velger kun at medtage 8 calloptioner, henholds-
vis 1 in-the-money, 2 at-the-money og 5 out-of-the-money, da calloptionerne er knap sé likvide som
putoptionerne. Vi serger for, at 4 in-the-money og at-the-money optioner har overlappende strikes,
sa vi kan foretage en kontrol af konsistens imellem priserne med put-call-pariteten. Nedenstdende
tabel viser, hvordan vi med den mekaniske sorteringsmetode finder de interessante strikes med et

indeks pa 1003,35:

Tabel 7.3
Call-navn | Put-navn Strike,l% Modificeret Strike, K | Afrund,» | Moneyness, & K/ S
Put 1 700 700 100 60% 70%
Put 2 800 800 100 70% 80%
Put 3 850 850 50 80% 85%
Put 4 900 900 50 85% 90%
Put 5 950 950 50 90% 95%
Call 8 Put 6 975 975 25 95% 97%
Call 7 Put 7 1000 1000 25 100% 100%
Call 6 Put 8 1025 1025 25 100"% 102%
Call 5 Put 9 1050 1050 25 105% 105%
Call 4 1100 1100 50 110% 110%
Call 3 1150 1150 50 115% 115%
Call 2 1200 1200 50 120% 120%
Call 1 1300 1300 100 130% 130%

Strike-kolonnen, K beregnes ved:

. rund_op(é‘l. ~3’,a)l.), for 0, <100% ogd, =100"%
K (7.4)

rund_ned(d. -S’,a)l.), for 6, >100% og S5, =100"%

Fordelen ved at runde K op for de lave & og runde K ned for hgje J er, at moneyness intervallet

bliver s lille s& mulig med de givne afrundinger. Problemet med denne afrundingsmetode er dog, at
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to strikes kan blive ens (som det ses markeret med blat 1 Tabel 7.4). Vi har derfor implementeret en

modificeret strike, K, der afrunder en ekstra gang til naste nermeste strike 1 de tilfelde med over-
lap, sé alle put- og calloptioner altid far hver deres strike. Den reelle moneyness, K/ S , kan pga. af

afrundingerne afvige en smule fra den fastsatte moneyness, ¢ , men de afviger sjaeldent med mere
end 10 %. Der galder altid, at (Call 5, Put 9), (Call 6, Put 8), (Call 7, Put 7),(Call 8, Put 6) har

samme strike og de kan derfor sammenlignes med put-call pariteten.

For de mellemlange optioner med en lebetid pa 3,5-6,5 maneder har vi vurderet, at vi kun kan tage
fem putoptioner og fem calloptioner med, nemlig de 2 narmeste at-the-money og 3 out-of-the-
money, hvilket betyder, at moneyness intervallet for putoptionerne bliver fra 85 % til 100 %, mens
moneyness intervallet for calloptionerne bliver fra 80 % til 100 %. Nedenstadende tabel viser hvor-
dan vi med den mekaniske sorteringsmetode finder de interessante strikes for et indeks pd 1003,35:

Tabel 7.4

Call-navn | Put-navn | Strike, K | Modificeret Strike, K | Afrund,» |Moneyness, & K/ S
Put 1 850 850 50 80% 85%
Put 2 950 900 50 90% 90%
Put 3 950 950 50 95% 95%
Call 5 Put 4 1000 1000 50 100% 100%
Call 4 Put 5 1050 1050 50 100"% 105%
Call 3 1050 1100 50 105% 110%
Call 2 1100 1150 50 110% 115%
Call 1 1200 1200 50 120% 120%

Det ses her, at striken, K , ikke er god, idet Put 2 og 3 begge har strike 950 og Call 3 og 4 begge har

strike 1050. Den modificerede strike, K laser problemet og giver en pan stigende strike. Igen ser vi,

at den reelle moneyness, K, / S ikke afviger med mere end omkring 10 % fra den valgte moneyness,

0.

For de lange optioner er vi gdet pd kompromis og valgt kun at tage de 2 n®rmeste at-the-money
optioner og 1 out-of-the-money option med for bade put og call. Vi har valgt at medtage dem, da
det er interessant at se, hvordan optionsmodellerne fanger optionspriserne for lange lebetider. Man
skal dog vere opmarksom pé, at den lave likviditet kan give uhensigtsmeessige likviditetsspand
som optionsmodellerne kan have svert ved at handtere. Nedenstidende Tabel 7.5 viser hvordan vi

med den mekaniske sorteringsmetode finder de interessante strikes for en spot pa 1003,35:
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Tabel 7.5

Call-navn | Put-navn | Strike, K | Modificeret Strike, K | Afrund, » |Moneyness, 5 | K/S
Put 1 950 950 50 95% 95%
Call 3 Put 2 1000 1000 50 100% 100%
Call 2 Put 3 1050 1050 50 100% 105%
Call 1 1050 1100 50 105% 110%

Det ses, at optionerne har samme strikes som de 4 midterste optioner 1 tabel Tabel 7.4

7.3.4 Filtrering af optioner - Strike monotonicity

[ afsnit 6.2 fandt vi, at 0f,. /0S stiger og of,,/0S falder ndr S stiger. P4 samme made kan vi finde,
at of,. /oK falder og of, /0K stiger nar K stiger, da optionens pris afheenger af forholdet mellem

K/S i stedet for niveauet af S. Det synes rimeligt at forlange, at de faktiske priser skal overholde

dette krav, kaldet strike monotonicity. Vores faktiske priser skal altsé opfylde:

6fP,H < 6fP,i — fP,i - fP,i—l < fP,i+1 - fP,i

... for put optioner

ngil g;g ;{i :]f<i1 ;(m __1;1 ,hvorK, <K, <K, (1.5)
Ol 5 20l o 768 TG M 2 S for call optioner
K, oK, K -K., K, -K

i i+1 i

Er ovenstdende ikke opfyldt, sletter vi option ’i’. Nedenstdende tabel illustrerer hvorledes vi har

implementeret strike monotonicity kravet i datasattet:**

Tabel 7.6

Tid t Tid t+1

Strike, K Mid o,./0K.  Filtrerede Mid |Strike, K Mid o,./0K.  Filtrerede Mid

700 36,95 36,95 700 14 14
0,258 0,126

750 49,85 49,85 750 20,3 20,3
0,314 0,213

800 65,55 SM(t+1) 800 30,95 SM(t+1)
0,374 0,133

850 84,25 SM(t) 850 37,6 SM(t)
0,359 0,254

900 102,2 102,2 900 50,3 50,3

Tabel 7.6 angiver midpriser for putoptioner d. 10-10-2008 (tid t) og d. 11-10-2008 (tid t +1) med udlob d. 19-03-2009
og de tilhorende strikes, K.*

3% Man kan mistanke, at der er en fejl i dataszttet, idet optionspriserne falder voldsomt fra den ene dag til den anden.
Det skyldes dog, at S&P500 indekset steg fra 890,80 til 1016,90 fra den 10. til den 11. oktober 2008.
%9 Strike monotonicity koden er skrevet i VBA keres i excelfilen data.xls.
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fP,i _fP,i—l < fp,m _fP,i
Ki _Ki—l K., -K

i+1 i

Vi undersgger om og angiver med rod (dag ¢) og blét (dag #+1) de steder

strike monotonicity ikke holder. Vi sletter si den tilherende pris, i. Vi medtager optionspriser for 2
dage, da det er nedvendigt for at hedge 1 afsnit 10.2. Hvis der er en pris, der skal filtreres vaek for
den ene dag, sa skal den ogsa filtreres vak for den anden. Vi har derfor slettes pris 3 og 4 for bade
d. 10-10-2008 og d. 11-10-2008. Der er en klar tendens til, at dage med store dag-til-dag afkast for
S&P 500 Indekset, har eget hyppighed for brud pa strike monotonicity. Forklaringen pé dette er, at

store afkast gor det besvaerligt for optionspriserne at tilpasse sig konsistent med hinanden.

7.4 Risikofri kontinuert diskonteringsrente

Til vores optionsmodeller har vi brug for den risikofri rente” med kontinuerlig rentetilskrivning. Vi
er interesserede i den amerikanske risikofrie rente, da S&P 500 er et amerikansk indeks angivet 1
US-dollars. Det ville veere narliggende at udlede den sande risikofrie rente ud fra de amerikanske
Treasury Bills (nulkuponobligationer) vha. bootstrapping. Det anbefales dog ikke, da Treasury ren-
terne er for lave pga. forskellige skatteregler samt regulative krav, og man ser derfor ofte, at den
risikofri rente findes ud fra LIBOR-renterne, 7. LIBOR-renten er den rente som en given bank
kraever for at udlane penge til en anden bank. Det er muligt at finde LIBOR-renter med lgbetid fra 2
uger og op til 12 méneder i Bloomberg. En bank skal typisk mindst have en AA-rating™ for at kun-
ne lane til LIBOR-renten, hvilket betyder, at LIBOR-renten indeholder en smule kreditrisiko, da der
altid er en lille risiko for, at en AA-rated finansiel institution gar fallit. Det tilforer et lille rente-
spaend til LIBOR-renten i forhold til den sande risikofrie rente. Pa trods af dette spaend, antages
LIBOR-renten ofte (Hull, 2005, s. 76) at veere den bedste indikator for den sande risikofri rente, og
vi benytter derfor LIBOR-renten som den risikofrie rente.

LIBOR-renten er en P-rente, der opgeres i henhold til pengemarkedskonventionen, hvilket svarer til
princippet om simpel rente (lineer interpolation) (Jensen, 2005, s. 70). Det betyder, at man kan fin-

de LIBOR-renten, #(t,,T, ), ved linezr interpolation ud fra de tidsmessige nermeste LIBOR-renter

f(td,Tl.L) og f(tdﬂ;fl) med de tilherende vagte W OZ W, saledes at der gelder:

;ﬁ(td’T)z qu(tda];L)+ Wr[+,’¢(tda]:i1) (7.6)

%0 Rating fra bureauet Standard & Poor’s
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T, kan pd samme méde findes ved line&r interpolation:

T,=wT"+w, T (7.7)

Tiy i+l

Idet veegtene summer til 1 kan de findes ved at lose folgende ligningssystem:

1Y w, 1 wo) (1 1)1 TL T T, -T*
e =R ow, =L ogw =—4_—1_  (78)
T T )\ MWny, T, Wea T T T, LT R S

For T, lavere end 2 uger sattes 7(z,,7,) lig den korteste LIBOR rente, mens #(¢,,7,) settes lig
den leengste LIBOR rente for 7, sterre end 12 méaneder.

Fordi LIBOR-renten er en P-rente, benytter den faktisk/360 rentekonventionen. Hvis vi ensker at

finde rentetilskrivningen for et givent antal dage, 7, — ¢, normeret i forhold til 360 fir vi felgende

udtryk:

R T, —t
MTd:Mld(l-’_r(td’Td). d360dj (79)

Vi ensker nu at transformere ovenstaende rente, sd vi 1 stedet far en O-rente, der opgeres 1 henhold
til obligationsmarkedskonventionen, hvilket svarer til princippet om renters rente (geometrisk inter-
polation) og faktisk/faktisk (Jensen, 2005, s. 70). Nar vi anskuer arlige renter betyder det, at renten

skal normeres med 365+ 1, 4,1 Her skal indikatorfunktionen forstds pa den méde, at referencepe-

rioden er 366 dage, hvis den 29. februar indgér pga. skudar og ellers er referenceperioden pa 365

dage. Rentetilskrivningsudtrykket med » rentetilskrivninger pr. ar ser sa ud som folger:

Ty—ty

t T 365+1 skudar} "
M, =M, (1 + MJ ‘ (7.10)
n

Da vi gnsker kontinuerlige rentetilskrivninger lader vi n — o0 og ser s4, at (7.10) konvergerer mod

eksponentialfunktionen:

r(e,.T, ) Ty—tq

M, =M, e 05l for n — o0 (7.11)

Vi kan nu finde den kontinuerlige O-rente, » som funktion af P-renten, 7 :

T,—t
~ T, —t (tg Ty ) : d.,
M,d(1+r(td,Td). ‘;6OdJ:Mfde 365+ o]
365+1 (7.12)

+ . T ¢

{skudar} n p J
rit,,T,)=————-In| 1+7(¢,,T,) —
1) == [ (t,.7,) 360j
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For at transformere LIBOR-renten, » i et trin benyttes folgende udtryk:*'

365+ 1y 4 T-H-T T, -T" T, —t
Mt, 7)) =t gty | S TRy ph )y Za T 0y pR )| 2 73
(d d) Td —td T:fl _T;-L (d i ) L l (d l+1) 360 ( )

Vi giver herunder et eksempel med udgangspunkt i vores data, hvor vi er interesserede i at finde den
kontinuerlige rente, » fra d. 10-10-2008 til d. 17-09-2009, dvs. over 342 dage. De nrmeste LIBOR-
renter har udleb d. 10-09-2009 (11 méneder) og d. 10-10-2009 (12 méneder) og har saledes hen-
holdsvis 335 og 365 dage til udleb. LIBOR-renterne er givet ved 7(0,335)=4,20250% og

f(0,365) =4,16875% . Den kontinuerlige rente, » bliver derfor jf. (7.13):

7(0,342)=1n| 1+ 3057342 4 20050% + 2927333 4 16875% |-
365—335 35 3

360
65+0

J < 7(0,342) = 4,17033%

7.5 Data til hedging

I én af vores hedge undersogelser (afsnit 10.2), indgér vi en position i et aktiv til handelsdag 7, som
vi igen afvikler den efterfolgende handelsdag.* Vi skal derfor kende aktivets priser for den folgen-
de handelsdag. Umiddelbart er det ikke et stort problem, da man jo s& bare kan bruge det allerede
trukne prisdata for den efterfolgende handelsdag. Det er dog ikke altid muligt, da optionernes strike,
K og udlebstidspunkt, 7" kan @ndre sig over tid. Til handelsdag 7, er vi derfor nedt til, udover at
treekke prisdata til den pagaldende handelsdag, ogsa at treekke prisdata til den efterfolgende han-
delsdag. Vi skal derfor ogsé kende den rente, som vi skal tilskrive den risikofrie position med fra

handelsdag 7, til den efterfolgende handelsdag. Vi benytter igen LIBOR-renten ligesom 1 afsnit 7.4

og da den korteste LIBOR-rente vi har trukket fra Bloomberg er pa 2 uger fis analog til (7.13):

365+ 1y T —t
{skudar} ~ L d d
rit,, T, )=| ———|-In| 1+7\¢,,T," ) 7.14
o Ts) [ T,-t, ] ( (d 1) 360] (7.1

4 % er udtryk for antal ér til udleb og vil ofte blot vere angivet ved 7.
skudar

2 Bemark, at der er 3 dage mellem de to handelsdage, hvis den forste handelsdag er en fredag. Helligdage teeller heller
ikke med som handelsdage.
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7.6 Kontrol af data med udgangspunkt i Put-Call pariteten

Vi undersoger med udgangspunkt i put-call pariteten (2.1), om der er konsistens mellem vores put-

og callpriser samt vores futurespriser. Ved at undersege for konsistens far vi kontrolleret vores da-

tasat pé folgende omrider:

1.

“wok wN

Er data trukket rigtigt og er transformationerne beregnet korrekt?
Er der fejl i data fra Bloomberg?

Kan vi benytte futurens last pris sammen med optionernes midpris?
Er der sket noget ekstraordinert i markedet, som har skabt outliers?

Er der put- og callpriser der giver anledning til arbitragemuligheder ud fra put-call pariteten?

Vi omskriver put-call pariteten (2.1), s& den er givet ud fra en futures pris:

Je=1p :‘SﬁoeiqT —Ke™" < fo—fr :FoeirT —Ke™" < F, :erT(fc _fP)+K (7.15)

I nedenstéende figur har vi plottet de faktiske futurespriser, F;, (fede sorte streger) samt de synteti-

ske futurespriser vi har beregnet med put-call pariteten, " ( fe—1r )+ K (rede punkter).

Figur 7.1
Vardi Put-Call pariteten
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Figur 7.1 viser de faktiske futures priser, F| (fede sorte streger) samt de syntetiske futurespriser givet ved

e’ ( fe—f P)+ K (rode punkter) for alle par af call- og putoptioner, hvor der er overlap med striken. De er holdt

adskilt ved parallelforskydninger jf. Tabel 7.7.%

* Beregnes i Excelfilen ’data.x1s” i underarket Tegn paritet”.
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V1 har foretaget denne undersogelse for hver strike med overlap for put og call og for alle lgbetids-

perioder, 0,5 — 3,5; 3,5 — 6,5 og 6,5 — 9,5. Alle plottene er beskrevet 1 nedenstaende tabel ud fra de-

res nummer.
Tabel 7.7

Nt Periode Moneyness | Parallel- Gennemsnits- | Standard Sterste numeriske

) K / S forskydning | afvigelse (%) | Afvigelse (%) | Afvigelse (%)

1. 0,5-3,5195% +0 0,02 % 0,07 % 0,20 %

2. 0,5-3,5 1100 % + 100 0,01 % 0,07 % 0,30 %

3. 0,5-3,5 | 100" % + 200 0,02 % 0,08 % 0,39 %

4. 0,5-3,51105% + 300 0,00 % 0,07 % 0,31 %

5. 3,5-6,5 1100 % + 400 0,02 % 0,10 % 0,37 %

6. 3,5-6,5 | 100" % + 500 0,00 % 0,10 % 0,57 %

7. 6,5-9,5 1 100" % + 600 0,02 % 0,10 % 0,33 %

8. 6,5-9,5 | 100" % + 700 -0,01 % 0,11 % 0,33 %

Det ses 1 Figur 7.1, at punkterne folger linjerne pant og der er ingen store outliers. Det tyder umid-
delbart p4, at der ikke er fejl 1 vores datasat. Smé systematiske afvigelser kan dog vaere svere at se
pa grafen og vi tager derfor udgangspunkt i den beregnede statistik i Tabel 7.7.

Vi ser, at gennemsnitsafvigelsen er meget taet pa 0 for alle futures itht. syntetiske futures. Det tyder
pa, at der ikke er nogle systematiske fejl, selvom om det er mistenkeligt, at naesten alle gennemsnit-
lige afvigelser er positive. Hvis gennemsnitsafvigelsen havde varet storre, kunne det have tydet pé
en datafejl. En datafejl kunne eksempelvis vare, hvis vi havde trukket nogle 7-verdier, som var for
sm4, hvilket s ville forskyde de gennemsnitlige afvigelser vak fra 0.*

Det ses, at standardafvigelsen er lavest for perioden 0,5 — 3,5 maned. Det giver dog ogsd mening,
idet likviditeten her er storst, hvilket giver mere “pracise” og konsistente priser med lavere bid ask
spend. Standardafvigelsen vokser, ndr vi ser pa perioden 3,5 — 6,5 og 6,5 til 9,5, men der er forsat
tale om sma afvigelser pd omkring 0,10 %. Det svarer i absolutte termer til, at en futurespris pa 800
har en afvigelse pa 0,8. Det er lavt, isar i1 forhold til, at den syntetiske futurespris er beregnet ud fra
optioner med et bid ask spa&nd pd omkring 5. Den storste afvigelse pd 0,57 % er fundet d. 24-10-
2008 for perioden 3,5 — 6,5 og strike 100" %. Her var futuresprisen 865,0, mens den syntetiske futu-
respris beregnet ved put-call pariteten var pa 869,9, hvilket gav en absolut forskel pd 4,9. Vi under-

spger derfor om der var mulighed for arbitrage for s at vurdere om denne afvigelse er rimelig:

“1 1. kontrolstadie fandt vi en fejl ved netop at anskue gennemsnitsafvigelsen. Vi sa, at gennemsnitsafvigelsen var
0,25% for et af plottene, hvilket skyldtes at vi havde trukket 7T forkert.
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Med udgangspunkt i F, =e’" (fc —f,,)+K, (7.15), gar vi lang i futures’en da den er billig og kort i

“hejresiden” da den er dyr. Vi benytter os af de givne bid og ask for optionerne alt efter om vi keber

eller selger. Proceduren for at opna arbitrage er beskrevet i folgende tabel:

Tabel 7.8

t=0 t=T

Beskrivelse  Verdi Beskrivelse Veardi

Keb futures |0 Exercise futures® | Sr —F

Salg call Jesm Exercise call —max(S; - K,0)

Keb put = Jeask Exercise put maX(K -8, ,0)

Indlan 'K Udlan —eTe"TK =-K

el 7 fovek |pe S>K:S,—F,—(S, -K)-K =—F,

¢lsum ¢80~ Jpask TE€ clsum S<K:S,—F +K-S,—K=-F,

Udlan - (fC,BID - fP,ASK + eJTK) Indlan e’ (fC,B[D - fP,ASk )"' K

Total sum 0 Total sum K—F,+ erT( com ~ /i P,ASK)

Vi undersoger nu, omK — F, +¢'" ( Sesm— o, ASK)> 0 og om vi 1 sé fald kan udnytte ovenstidende

strategi til arbitrage. Geelder der omvendt, atK — F, +¢’ ( Senm = frask )< 0, betyder det, at arbitra-

gemuligheden er spist” af bid ask spandet.

For d. 24-10-2008 er der givet folgende vardier.

Fy, =865,0, fcpp =850, fe sk =983, frpp =116,6, [ i =126, K =900, r =3,55%, T = 0,404r
Vi indsatter og far:

900 —865,0 + ¥ *4(85,0 —126) = -6,59 < 0

Vi vil miste 6,59 til tid 7 ved at udnytte ovenstaende strategi. Man kan umiddelbart {4 den tanke, at
man kunne tjene 6,59 ved at g kort i ) og lang i1 ’hejresiden” jf. put-call pariteten. Det vil dog blot
give et darligere resultat, da vi sa 1 stedet anskuer ask prisen for call-optionen og bid prisen for put-

optionen.

(900 —865,0 + &% % (98,3~ 116,6)) = —16,44 < 0

* Her antager vi, at futures med passende vagtning over tid jf. (Hull, 2005, s. 127) har samme payoffstruktur som for-
wards, nemlig, at den udbetaler Sy — F) til tid 7. Béde futures og forwards er kontrakter om levering af et aktiv pa et
fastsat fremtidig tidspunkt. Forskellen er dog, at en futures har en marginalkonto, hvor priserne dagligt opdateres mod-
sat en forward, hvor priserne er faste. Hvis man ser bort fra skatter, transaktionsomkostninger, stokastisk rente og kre-
ditrisiko kan det dog vises, at futures og forward priser er ens og i praksis er antagelsen om samme payoffstruktur ifelge
Hull rimelig (Hull, 2005, s. 109-110 og s. 127-128).
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Ved denne strategi vil vi miste endnu mere til tid 7, nemlig 16,44. Det ses desuden, at vi (heldigvis)

far put-call pariteten, (7.15), nér vi anskuer graensetilfeldet, hvor vi forudsatter ingen arbitrage og
benytter midpriser: K — £ + erT( e~ Jp v ) =0=F = e’ (fC,MID - fP,MID)+ K

Analysen giver os altsa, at der er konsistens imellem vores futures samt call- og putoptioner.
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8 Kalibrering af modellen
Den grundlaeggende ide bag prisfastsettelse af optioner er, som nevnt i kapitel 5, at finde et risiko-
neutralt sandsynlighedsmal Q, hvorunder den diskonterede prisproces er en martingal. I kapitel 5

fandt vi et martingal sandsynlighedsmal for hver af vores 3 modeller givet parametervektoren Q¢

jf. henholdsvis Definition 6.1, Definition 6.2 og Definition 6.3 ud fra den generelle prisfastsattel-
sesformel (5.1) gengivet nedenfor, hvor vi har tilfejet indekset i for at symbolisere i € [1 : n] forskel-

lige optioner:
o, = TEx, ] i 8.1)

Prisfastsattelsesproblemet athenger siledes af parametersattet Q¢ som vi hidtil har antaget ekso-
gent givet. Ifolge Bjork (Bjork, 2004, s. 152) ber parametersattet valges pd en sddan made, at

modelpriserne er i overensstemmelse med markedspriserne f ;. Denne problemstilling kaldes kali-

breringsproblemet og er sdledes det inverse til prisfastsattelsesproblemet. Det skal her bemerkes, at
markedspriserne pa optionerne kan indeholde risikopremier og at markedspriserne i s fald ikke er
givet under det risikoneutrale sandsynlighedsmal Q. Da vi ikke kender risikopremierne, antager vi
de er lig 0, hvilket svarer til at antage, at optionernes markedspriser er givet under det risikoneutrale

sandsynlighed Q. Eftersom det kun er nogle af parametrene i Q€ der skal kalibreres definerer vi en
ny parametervektor, Q¢

02 =(o,) for Black Scholes modellen
Q? =(a, u,5) for NIG modellen (8.2)

Q2 = (K* 0%, p,o, VO) for Heston modellen

Afhangigt af hvilken model man anvender, kan kalibreringsproblemet have ingen, en unik eller
flere losninger. Situationen med ingen losninger opstar ofte, hvis der er tilstreekkeligt mange input 1
form af markedspriser, hvilket er tilfeldet for vores kalibrering af NIG og Heston modellerne. Kali-
breringsproblemet falder derfor ind under klassen af ill-posed problemer (Hadamard, 1902), hvilket
ofte er tilfaeldet for inverse problemer. Fordi kalibreringsproblemet ofte er uleseligt, tager vores
kalibrering af de forskellige optionsmodeller udgangspunkt i at minimere en kriteriefunktion, der

udtrykker hvor stor en fejl vores modelpriser har i forhold til de observerede markedspriser givet

parametersattet, Q¢ . Minimeringen af en given kriteriefunktion kan foretages med forskellige al-
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goritmer, hvilket har betydning for det endelige resultat. 1 det efterfelgende behandler vi valget af

kriteriefunktion og algoritme.*

8.1 Valg af algoritme

Valget af algoritme er athengigt af hvilket formal man har med sin kalibrering. Da kalibreringspro-
blemet ikke er pant og konvekst er der risiko for at man finder et lokalt minimum i stedet for det
globale. Typiske optimeringsalgoritmer inkorporeret i diverse software applikationer benytter sig
ofte af gradient baserede segemetoder, Nelder-Mead sggemetoder eller lignende. Felles for disse
metoder er, at de ofte er meget afthengige af det initialget man setter og at de ikke nedvendigvis
finder det globale minimum. En anden fremgangsmade man ofte steder pa i nyere litteratur er at
benytte globale sggealgoritmer hvor en af de mest populere er “adaptive simulated annealing”
(ASA) algoritmen. ASA algoritmen er i familien af simulated annealing algoritmer der benytter en
stokastisk segemetode og kan med et passende valg af tolerancer finde det globale minimum. Ideen
bag algoritmen er, at der for hver iteration valges et nyt tilfeldigt nabopunkt, valgt med en sand-
synlighed der er proportional med hvor meget kriteriefunktionen historisk har a&ndret sig. P4 denne
made kan nye punkter der forverrer den gaeldende lgsning accepteres, og algoritmen er derfor med

passende valg af tolerancer sikret imod at ramme et lokalt minimum (Ingber).

Uanset hvilken algoritme man benytter ber man holde sig for gje, at ingen af de bagvedliggende
optionsmodeller vi har gennemgaet kan fange dynamikken af den virkelige verden perfekt. Valget
af kalibreringsalgoritme athanger derfor af flere hensyn end blot hvilken, der giver det globale mi-
nimum. Disse hensyn er stabilitet af parametre over tid, fortolkning af parametre mv. En marginal
forbedring af kalibreringsfejlen er altsa ikke alene argument for at anvende de globale algoritmer
frem for de lokale. Vi anvender derfor de lokale sggealgoritmer; et valg der understottes af at de
globale spgealgoritmer er vasentligt langsommere end de lokale. Dette betyder dog, at vi er nadt til
at analysere hvorvidt vores kalibrering har fundet en acceptabel losning, hvilket haenger sammen
med det initiale gat vi benytter. Disse analyser kan ses 1 afsnittene 8.3 og 8.4. Vi benytter Matlab’s
indbyggede sogealgoritme Isqnonlin til at udfere de lokale optimeringer. Denne segealgoritme be-
nytter en Levenberg-Marquardt algoritme, der er en blanding af en gauss-newton og en gradient

decent metode og anbefales derfor ofte (Hull, 2005, s. 672).

% Anvendt kode 5 ses i mappen ”Kalibrering af parametre og empiriske P&L” som desuden indehol-

der Excelark med de kalibrerede parametre for Black Scholes, NIG og Heston modellerne over den halvarlige periode.
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8.2 Valg af Kriteriefunktion

Idet vi som navnt benytter Matlabs indbyggede funktion Isqnonlin bliver kriteriefunktionen en

kvadratsum med folgende form:

r%@JnG(f!tQ): rggnﬁ:wm (g(K,’[,T,J,Q%)—é(KW ’ ))2 , hvor Q¢ = (flfl,ﬁfz,...,ﬁgN) (8.3)
t t =1

Her angiver thQ modellens parametre der enskes kalibreret til tidspunkt ¢ Vi lader Q?J athaenge af

i, da flere af modellernes parametre kan athange af K og 7. Nar man anvender Black Scholes anta-

ges det ofte i strid med modellen, at volatiliteten afhenger af K og 7, da modellen ellers ikke kan

ramme markedspriserne (Hull, 2005, s. 375). For Black Scholes estimerer vi derfor et f)% =o,, for

hver option i, séledes Black Scholes rammer alle priser perfekt. Da vi har op til 25 optioner med for
hver dag betyder det, at vi for Black Scholes modellen skal estimere op til 25 parametre pr. dag.
NIG og Heston modellerne kan ramme en serie optioner med et fast parametersat. Mikael og Nogel

viser dog, at man kan gere 8° athangig af tid til udleb, og at Heston modellen sa kalibrerer signifi-

kant bedre (Mikhailov & Nogel, 2003, s. 78). Vi satter derfor Q2 = (/c* 0, p(i)> p,.0,,V, )tl hvor

t>>Yt,D
D(i) kan antage vardien 1, 2 eller 3 alt efter om option i henholdsvis har mellem 0,5-3,5; 3,5-6,5
eller 6,5-9,5 maneder til udlegb. Vi har valgt at felge eksemplet fra Heston modellen og ogsé gere en

parameter athangig af tid til udleb 1 NIG modellen, som sa far parametersattet fthJ. = (a,q (i) Mo 5;)

Da vi har medtaget optioner med 3 forskellige lebetider betyder det, at vi for hver dag estimerer 7

parametre for Heston modellen og 5 parametre for NIG modellen.

Athangigt af definitionen af g(K t,th,wQ% ), gA(KtJ,YZJ.) og w,, fas forskellige kriteriefunktioner.

Det mest intuitive er at opfatte g(K T f)%) og Q(K,’i,Tt’i) som henholdsvis modelpriser og fak-

127t
tisk observerede optionspriser. P4 denne made minimerer man den euklidiske afstand imellem de
faktiske og beregnede priser. I stedet for at se pd forskellen imellem modelpriser og faktiske, kan
man benytte implicitte volatiliteter eller andre spidsfindige transformationer, der har hver deres for-

dele og ulemper. Hvert kvadratled i (8.3) multipliceres med en veegtw, ., sdledes, at de far den on-

tio

skede vagtning i1 den samlede kvadratsum. Hvis eksempelvis g(K T f)fi) og Q(Km,ﬂj) opfat-

it
tes som priser, vil den dyreste option spille for stor en rolle i bestemmelsen af modellens parametre

hvis w, =1Vi. Dette er ikke hensigtsmaessigt, idet billige optioner er ligesd vigtige som dyre. Pro-
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blemet kan leses ved at sette w,, = l/ g(K U.,Tl’i)z . Kalibrering med vagte kan ogsa tage hejde for

likviditetseffekter. Prisen pa en likvid option ma formodes at vare mere ngjagtig end prisen pé en
illikvid, idet markedet har haft sterst effekt pa justeringen af prisen pé den likvide. Nér man kalibre-
rer, bor den likvide option altsd vagte mere end den illikvide. Nedenfor gennemgér vi nogle af de

mest benyttede kriteriefunktioner hvor:

e f (K T, Qg) er den modelspecifikke optionspris

tid Tt

. /} (K T ) er den faktiske optionspris

ti> "t

e ask(K,,,T;,)-bid(K,,,T,,) er den cuklidiske afstand for bid-ask spendet

tistei tistti

o IM V( f ) er implied volatility beregnet ved Black Scholes modellen for optionen med pris f .

A~ N A ~
Kriteriefunktion 1: rglgn G, (Q?)z rg}gn 2 m(f (Kt,i,z;,l.,Q,Q,l.)— fl&,,.T, ))Z

Modellen benyttes af K. Detlefsen og W. Hirdle og her er vagten den faktiske optionspris saledes
at kvadratsummen udtrykker den relative prisfejl (Detlefsen & Hérdle, 2006, s. 6). P4 denne made
tages der hejde for, at nogle optioner er dyrere end andre. Modellen tager ikke hgjde for likviditets-
effekter.

o . : A RS 1 5 i
Kriteriefunktion 2: min G, (QtQ ): min 2 (bidt,i ey i (f (Kt,[,Tt,,.,Q,%)— f&,..T, ))2

Modellen benyttes af K. Detlefsen og W. Hirdle og her er vaegten det inverse bid-ask spend.
(Detlefsen & Hérdle, 2006, s. 6) Intuitionen er, at optioner med smé bid-ask spand er de mest likvi-
de og de fér saledes tildelt storst veegt, da de anses for at vaere mest ngjagtige. Herved opnédr man, at

de mest likvide optioner far mest indflydelse pa de kalibrerede parametre.

Kriteriefunktion 3: min G (©2)=min ﬁ: (mr(r(x,,.1,.00) - man(f(x,,.1, )

ti> "t
Q - ? ?
t =l

Denne model anvendes af R. Weron og U. Wystup og benytter sig af implied volatility (/MV) be-
regnet via Black Scholes ud fra modelprisen og den faktiske pris (Weron & Wystrup, 2005, s. 170).
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Vegten w,; sattes til 1 da implied volatilitet ikke behever at blive normeret da de forskellige

implied volatiliteter ligger taet pd hinanden.

Kriteriefunktion 4:

minG, (©0)= ng%n%l(max( 1lk,,.7,.00 - ask(k,,.T,)0)+ max(pid(k, .7, )- 1 (,,.7,,.02 Jo)f
Denne model beskrevet af T. Coleman, Y. Li og A. Verma benytter viden om bid-ask spandet til at
vurdere om man rammer uden for spandet eller ej (Coleman, Li, & Verma, 1999, s. 4). Séfremt
man rammer inden for spandet settes fejlleddet til 0. Er man uden for spandet sattes fejlen til den

euklidiske afstand til spaendet. Der tages hejde for likviditetseffekter vha. bid-ask spandet og vaeg-

ten w, kan séledes sattes 1.

Ingen af kriteriefunktionerne har i litteraturen vist sig at vere konsistent bedre end de andre. Det ses
ofte, at der vaegtes med den inverse til antallet af optioner N. Dette gores for at kunne sammenligne
fejl for forskellige datasat af varierende storrelser. Dette har imidlertid ingen relevans for os. Model
2 og Model 4 athenger 1 modsetning til Model 1 og Model 2 af bid-ask spandet. Det er vard at
bemarke, at bid-ask spandet hverken er bestemt som en procentuel storrelse af optionsprisen eller
et konstant belgb forbundet med transaktionsomkostningerne. Det ses oftest, at den absolutte ster-
relse pa bid-ask spandet vokser, nr optionsprisen stiger, men det foreckommer, at enkelte optioners
bid-ask spend opferer sig underligt. For en yderligere gennemgang af faenomenet henviser vi til
appendiks H.

Givet forskellen pa de 4 kriteriefunktioner er det plausibelt, at de forskellige kriteriefunktioner kan
lede til forskellige resultater. Idet vi er interesserede i at undersege hvilken af de 3 modeller der er
bedst, er det uhensigtsmassigt, hvis resultatet er athaengigt af hvilken kriteriefunktion vi har an-

vendt, og vi velger derfor at benytte alle de gennemgaede kriteriefunktionerne. Vi finder et parame-
tersaet f!;o' for hver af de 4 kriteriefunktioner givet et modelspecifikt initialgaet. Vores algoritme
itererer indtil kriteriefunktion G, (ﬁ?) @ndrer sig med mindre end le-8. Afthangigt af hvilke ini-

tialgeet vi setter, fis oftest forskellige optimale punkter. Initialgettene findes 1 afsnit 8.3. Initialgaet-

tet gelder kun for den forste dag. Herefter opdateres gettet med gardagens kalibrerede parametre

f!tQ. Arsagen til denne fremgangsméde er, at vi forventer, at grdagens kalibrerede parametre ma
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vaere det bedste gt for kalibreringen den folgende dag, da vi antager, at markedet som regel ikke
@ndrer tilstand fra dag til dag®’.
Nér kalibreringen er ferdig, benyttes kriteriefunktionerne ogsa til at beregne kriteriefunktionsfejlen.

For hver dags kalibrering med én given kriteriefunktion j beregnes de 4 kriteriefunktionsfejl

G, (ﬁ? ), hvor / angiver hvilken kriteriefunktion der er brugt til at beregne fejlen. Der er altsé fol-

gende 16 udfald.
Tabel 8.1

Kriteriefunktionsfejl (KFF)
Kalibrering med: KFF /=1 KFF /=2 |KFF/=3 |KFF/=4

Kriteriefunktionj =1 | G,,(@¢) | G,(@¢) | 6.@2) | G,.(@?)
Kriteriefunktionj =2 | G,,(@¢) | 6,,(@?) | 6,,@?) | a,,(@?)
Kriteriefunktionj =3 | G,,(@¢) | 6,,(Q¢) | 6..,(@¢) | 6..(@2)
Kriteriefunktionj =4 | G,,(@¢) | 6,,@?) | 6,.@?) | q,.(@?)

Tabel 8. 1viser de 4 kriteriefunktionsfejl (KFF) for hver kalibrering med kriteriefunktion j.

8.3 Modelspecifikke initialgzet
I det folgende vil vi bestemme initialgattene for den forste dags kalibrering for de 3 optionsmodel-
ler. Initialgzettet er uvigtigt for Black Scholes modellen, mens initialgattet derimod er afgerende for

at fa en god parameterestimation for NIG og Heston modellen.

8.3.1 Initialgaet for Black Scholes

For Black Scholes modellen skal der bestemmes én implicit volatilitet parameter for hver option.
Denne parameter eksisterer og kan findes entydigt ud fra de faktiske optionspriser, hvis restriktio-
nerne (2.2) er opfyldt.

Vi har sat startgettet for option 7 til o,;, =0,3. Det har dog vist sig, at vores optimeringsalgoritme
ikke kan finde en lesning i de tilfelde, hvor o,; > 1, givet vi har sat initialgattet til o,;, =0,3. 1

disse tilfeelde har vi sd i stedet valgt at &ndre initialgeettet til o,, =1.

7 Volatility clusters er et eksempel pa hvordan markedet kan vaere i forskellige tilstande med hej/lav volatilitet.
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8.3.2 Initialgaet for NIG modellen

Kalibreringsproblemet for NIG modellen er ikke sd simpelt som for Black Scholes modellen. Det
skyldes, at der for NIG modellen ikke eksisterer en entydig lgsning som for Black Scholes model-
len, da NIG modellen ikke har en parameter for hver af de op til 25 optioner. Problemet er derfor
overbestemt og det viser sig, at ingen af kriteriefunktionerne er pant konvekse og der findes séledes
flere forskellige lokale minima. Da vi benytter os af en lokal optimeringsalgoritme er det vigtigt at
sette et godt initialgaet for NIG modellens parametre, idet den lokale sogealgoritme dermed har
storre chance for at finde et acceptabelt minimum.

Uanset om vi antager at risikopremien sattes lig 0 eller ej, kan vi benytte maximum likelithood
estimaterne fra Tabel 3.6a som initialget, idet vi fra afsnit 5.1.2 ved vi, at det kun er S der forsky-
des ved overgangen fra P-maél til Q-mal. Vi benytter de aggregerede parametre 1 overensstemmelse
med, at parametrene skal fungere som initialgaet for optioner med forskellige lgbetider. Det bemaer-

kes, at den forskudte S er defineret ud fra r,a, u og o jf. (5.31) og behever derfor ikke estimeres.

Som navnt 1 indledningen af afsnit 8.2 velger vi at gore én af NIG modellens parametre athaengige

af optionernes lgbetid. Vi har testet effekten af at gore parametrene «,d og u tidsathengige og det
viser umiddelbart, at det er & der giver de bedste kalibreringsresultater. Som initialgeet satter vi

alle de tidsafthangige a'erlig det aggregerede & dvs. a,, = a,, = a,; =37,6. Det initiale para-

metersat bliver altsa:

A

02, = (@ p()s 0» 6, )= (37,65 0,358 0,855 )i (8.4)

For NIG fordelingen skal der for alle i gelde, at «, ) > || , hvilket vi i appendiks E viser er

akvivalent med:

2
1 Vipi) —H
“t,D(l)_E\/H(%J >0 (8:5)

I vores kalibrering med Matlabfunktionen, Isqnonlin er vi nedt til at satte nogle graenser for hvor
den mé sege. Da (8.5) ikke er en statisk ligning, skal restriktionen omformuleres for at kunne im-

plementeres 1 Matlab. Inputvariablene med tilherende ovre og nedre grenser bliver saledes:
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2
A 1 N —
QY = [a:fg(i) H, 5, ] hvor %) = &, p, —%\/ 1+ (%ﬂt]
, (8.6)
nedre= [0+& -0 0+s ] og & =0,0000000001
ovre = [ o o |

Efter Matlab har itereret sig frem til en losning transformeres afg(l.) tilbage igen s parametrene fas

pa den enskede form:

2
a 1 rt, i _lut
t

8.3.3 Initialgaet for Heston modellen

Kalibreringsproblemet for Heston modellen kompliceres ligesom for NIG modellen af, at der ikke
eksisterer en entydig lesning som der gjorde for Black Scholes modellen. Heston modellen har lige-
som NIG modellen faerre parametre end antallet af optioner og problemet er derfor overbestemt. Det
er derfor igen vigtigt med et godt initialgaet, da vi anvender en lokal optimeringsmetode. Vi benytter

Gatheral’s lemma til at give et initialgaet til den initiale volatilitet V, for Heston modellen (Gatheral,

2000, s. 34).
2 1 t ), —K't ' 2 ' l_eﬂ('T I
O-ATM(T)z?J‘(VO_e)e +9dt<:>o—ATM(T)z(VO_9) T +0
0 o (8.8)
hvorx'=x" - 22 ogd'= 0 ’f
K

_ KT
Vi er interesserede i graensetilfeldet 7 — 0 for breken, ! T
K

som vi finder med L’hopitals re-

gel, (Sydseter, 2003):

1—e™" dc;(l_eKT) ' 2
e I e S e =01 e=t )
dT

Den implicitte volatilitet fra Black Scholes modellen er altsé approksimativt lig den initiale volatili-
tet i Heston modellen for optioner med en lebetid meget taet pa 0. Vi har ikke optioner med sa korte

lobetider 1 vores datasat og benytter derfor at-the-money optionen i lgbetidsgruppen 0,5 — 3,5 som
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tilneermelse. Vi mener, at dette er en rimelig antagelse og refererer til folgende citat af Chen Bin,

(Bin, 2007, s. 30):

“The Black-Scholes implied variance of ATM options of about 2 months maturity is a satisfactory

estimate for the initial variance, V,, in the Heston model.”

Den initiale volatilitet findes for d. 01-10-2008 til (V0 )0 =0,1052. Vi mangler stadig initialgaet for

k*,0", p og o.ldet vi antager at risikopremierne er lig 0, kan vi bruge maximum likelihood esti-
materne under P fra Tabel 4.1 som initialgzt.*® Det bemarkes, at p og o ikke @ndres ved skift af

sandsynlighedsmal fra P til Q, og de kunne derfor bruges som initialgeet uanset antagelsen om risi-
kopreemierne. V benytter de aggregerede parametre fra Tabel 4.1 som initialget, da de er estimeret
med den restriktion, at parametrene skal vare ens for de valgte lobetider.

Ligesom for NIG modellen gor vi en af Heston modellens parametre athangige af optionernes labe-

tid. Motivationen er som navnt i indledningen af afsnit 8.2, at Mikael og Nogel viser, at Heston
modellen kalibrerer signifikant bedre, hvis man ger 6" athengig af 7. Som initialgeet seetter vi alle
de tidsathangige 6"'erlig det aggregerede 6" dvs. 6, = 6;, =6, ; =0,023. Det initiale parameter-

sat bliver altsa:

A

QL. = (k3,05 001> 05 2o (V0 )y )= (7,632; 0,023; 0,553; ~0,993; 0,105 )V (8.10)

For Heston modellen skal der for alle i gelde, at 2x;6, ) > o’ (Moodley, 2005, s. 29). Da dette

ikke er en statisk restriktion, laver vi samme trick som for NIG modellen og definerer derfor variab-

len, 65, =2x]0, ) —0o; >0, s& programmets inputvariabler og tilherende nedre og ovre granser

bliver:
[ Htkg o, P Vo )t] hvor Htlff)l(l-) =2, Hth(i) -0,
nedre— [0+ 0 -1 0] og &=0.0000000001 (8.11)
ovre = [0 o0 o 1 o |

Efter Matlab har itereret sig frem til en losning transformeres 9;?;1(1.) tilbage igen sd parametrene fés

pa den enskede form:

* Det bemerkes, at & =k + A og 8 = K@/K* og ndr det antages at A =0 fas Kk =k og 0 =6
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o, p, V), (8.12)

8.4 Kalibreringsresultater

I dette afsnit underseger vi optionsmodellerne separat for at afgere om de regner rigtigt, forstaet
saledes, at der ikke er systematiske fejl 1 modelpriserne i1 forhold til de observerede priser. Dette
gares med en detailanalyse af de dage, hvor der er mange overskridelser af bid-ask spendet samt de
dage hvor kriteriefunktionsfejlene bliver store. Formalet er at undersege hvor slemme overskridel-
serne/fejlene er, og om hvorvidt de skyldes outliers i data eller om der er tale om noget systematik

modellen ikke kan opfange.

Afsnittet har ydermere til formal at belyse kriteriefunktionerne, med henblik pa at forklare hvilke
fordele og ulemper de har, samt at give et bud p4, hvilken kriteriefunktion der giver de bedste resul-
tater. Til dette formdl virker det mest oplagt at undersege antallet af bid-ask overskridelser, men
antallet af overskridelser siger dog ikke noget om, "hvor store” overskridelserne er. Sterrelserne af
overskridelserne er givet ud fra kriteriefunktionsfejlene. Alle kriteriefunktionerne giver intuitive
mal for goodness of fit, og da der ikke er én kriteriefunktion, der er mere vigtig end de andre, on-
sker vi at finde den kriteriefunktion, der generelt giver den laveste kriteriefunktionsfejl for alle kali-
breringerne. Vi er heller ikke interesserede i en kriteriefunktion, der giver meget fluktuerende pa-
rametre, da sddanne modeller ofte er darlige til at forudsige fremtidige markedsbevaegelser, hvilket
er vigtigt ndr man konstruerer en delta hedge. Til at afgere hvilken kriteriefunktion der giver det

bedste resultat, har vi derfor valgt at se pa felgende punkter:

1. Antallet af overskridelser af bid-ask spandet
2. Kiriteriefunktionsfejl

3. Parameterstabiliteten af de kalibrerede parametre

For hvert punkt defineres en Scorefunktion, der giver point fra 1 til 4, hvor 4 gives til den bedste.
Scoren findes ud fra summen af en reekke delscores der ogsé giver point fra 1 til 4. Scoren for de 3
punkter vagtes ligeligt i den endelige bedemmelse af kriteriefunktionerne, og den kriteriefunktion
der far flest point, er sidledes vores bud pa den bedste kriteriefunktion. I det felgende forklarer vi

hvordan vi vil implementere de 3 punkter.
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1. For hver dags kalibrerede parametre teller vi antallet af gange vores modelpriser rammer
under bidprisen og over askprisen for hver kriteriefunktion. Vi giver point ud fra antal bid
overskridelser, antal ask overskridelser og total antal overskridelser. Ud fra summen af disse
3 delscores finder vi Score 1.

2. For at afgare, hvilken kriteriefunktion, der generelt giver de laveste kriteriefunktionsfejl, be-

regnes kriteriefunktionsfejlen G, (ﬁ?) for hver dag. Nar alle n dage er kalibreret findes
. . . - 1 - A 0 PO . . .
middelveardien af fejlene G, :_ZG/'J QF ), som vi s& sammenligner og giver point. Det
=

giver 4 delscores og ud fra dem finder vi Score 2. Det mé forventes, at kriteriefunktionsfej-

len (_;J ; kalibreret med kriteriefunktion j giver den laveste kriteriefunktionsfejl for / = ;, da

det netop her er kriteriefunktionsfejlen der bliver minimeret.

3. Til sidst undersgges parameterstabiliteten. De kalibrerede parametre plottes over tid, hvoref-
ter vi beregner standardafvigelsen for dem. Den laveste standardafvigelse pé tvaers af krite-
riefunktionerne udleser maksimum point. Vi medtager kun standardafvigelsen for én af de
tidsafthengige parametre, for ikke at overvagte betydningen af dem. Vi velger parameteren
for den korte optionsserie, da der er flest optioner med i denne serie. Ud fra delscorerne fin-

der vi sa Score 3.

Ved hjzlp af Score 1, Score 2 og Score 3 vurderer vi hvilken kriteriefunktion der giver det bedste

resultat.

8.4.1 Black Scholes modellens kalibreringsresultater

Som tidligere navnt er kalibreringsproblemet simpelt for Black Scholes modellen. Vi finder ogsa,
at Black Scholes modellen for alle optioner i datasettet giver 0 i kriteriefunktionsfejl og 0 i1 antal
overskridelser af bid ask spandet uanset, hvilken kriteriefunktion vi benytter.* Detailanalysen er
saledes hurtig overstaet og vi ser bort fra at give kriteriefunktioner Scores, da de alle klarer sig lige
godt. I det folgende prasenterer vi flere resultater som er beregnet med Black Scholes. I nedensté-
ende figur har vi plottet bid ask spa@ndet sammen med de beregnede Black Scholes priser for d. 02-
10-2008.

* Bemaerk, at det ikke er muligt at benytte kriteriefunktion 4 for Black Scholes modellen.
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Figur 8.1
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Figur 8.1 viser Black Scholes modelpriser og bid-ask speend som funktion af strike for d. 02-10-2008. Den nederste,

mellemste og overste optionsserie repreesenterer henholdsvis de optioner med kortest, mellemst og lcengst tid til udlob.

For d. 02-10-2008 er der ikke overraskende 0 overskridelser og 0 i kriteriefunktionsfejl, og alle op-
tionspriser rammes derfor perfekt. I nedenstdende tabel ses de estimerede implicitte volatiliteter for

bade call og put optionerne d. 02-10-2008.

Tabel 8.2

7, =0,210 T, = 0,460 T, =0,710

Nr. K O-Tl K K GTZ K K O-Tg K
1 700 0,529 900 0,386 | g 1050 0,320
2 800 0,489 = 1000 0,356 | &~ 1100 0,307
31 _ 900 0453 A~ 1050 0,340 = 1150 0,297
4 [ £ 950 0,427 1100 0,325 | © 1200 0,284
5 1050 0,388 1150 0,313

6 1075 0,381 | = 1200 0,298

7 1100 0,371 | © 1250 0,280

8 1125 0,361 1300 0,271

9 1150 0,353

10 | = 1200 0,334

11| © 1250 0,315

12 1300 0,297

13 1400 0,272

Tabel 8.2 viser de implicitte volatiliteter for alle call- og putoptioner for d. 02-10-2008.
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Den tilherende graf for ovenstdende data er givet 1 Figur 8.2, og viser de implicitte volatiliteter som

funktion af strike.

Figur 8.2
Implicit volatilitet for d. 02-10-2008
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Figur 8.2 viser de implicitte volatiliteter som funktion af strikes for alle 3 lobetider d. 02-10-2008.

Figur 8.2 ses tydeligt at vaere i strid med Black Scholes modellens antagelse om konstant volatilitet.
Den implicitte volatilitet ses at falde jo lengere der er til udleb for optionen. Det tyder pé, at de
historiske volatiliteter er heje, og at der er 1 markedet er en forventning om, at volatiliteten med
tiden vil falde (Hull, 2005, s. 382) Det ses samtidig, at den implicitte volatilitet falder med en nee-
sten konstant haldning, nar striken stiger. Det er ikke unormalt, men man vil dog oftere se, at heeld-
ningen bliver fladere nar striken stiger. Dette fanomen omtales ofte som “’volatility skew” eller “’vo-
latility smerk”, da det grafisk ligner et skavt smil. Felgende figur for den 31-03-2009 viser et ek-

sempel pa et "volatility skew”:

Figur 8.3
Implicit volatilitet for d. 31-03-2009
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Figur 8.3 viser de implicitte volatiliteter som funktion af strikes for alle 3 lobetider d. 31-03-2009.
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For de korte optioner ses det tydeligt, at haeldningen for den implicitte volatilitet bliver fladere nar
striken stiger og dette resulterer grafisk i et “volatility skew”, hvilket er typisk for indeksoptioner
(Hull, 2005, s. 380). Det bemerkes samtidigt, at overgangen fra put til call optioner ikke medferer
spring i den implicitte volatilitet og det lader altsa til, at der er en pan sammenhang mellem put og
call optioner.

Det forekommer ogsa sommetider, at den implicitte volatilitet begynder at stige, nér striken bliver
tilpas hej. Det fenomen kaldes et volatilitetssmil, hvilket folgende Figur 8.4 for den 04-03-2009
viser et eksempel pa:

Figur 8.4
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Figur 8.4 viser de implicitte volatiliteter som funktion af strikes for alle 3 lobetider d. 04-03-2009.

For de korte optioner begynder den implicitte volatilitet for de to sidste optioner at stige igen og vi
fir sa et volatilitetssmil. P& baggrund af Figur 8.2, Figur 8.3 og Figur 8.4 kan det ikke afgeres om
den mellemlange og lange optionsserie udviser nogle af de navnte karakteristika, da optionerne

ikke er tilstreekkelig out-of-the-money i forhold til deres leengere lobetider.

Vores kalibrering med Black Scholes modellen giver resultater der stemmer overens med det man
kan forvente ud fra et teoretisk synspunkt. De tre navnte situationer er alle velkendte i litteraturen,
men er i strid med Black Scholes modellens antagelser og man kan derfor frygte, at dette gar ud

over modellens hedging egenskaber.
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8.4.2 NIG modellens kalibreringsresultater

Kalibreringsproblemet for NIG modellen er betydeligt vanskeligere end for Black Scholes model-
len, og vi foretager derfor den beskrevne detailanalyse, for de dage hvor summen af bid og ask
overskridelser er storst for de 4 kalibreringer, for at vurdere, om modellen har systematiske fejl.

Det viser sig, at kriteriefunktion 1 til 4 giver flest overskridelser henholdsvis d. 30/01/2009, d.
28/11/2008, d. 31/03/2009 og d. 31/12/2008. Figur 8.5 viser observerede bid-ask spand samt

modelpriser som funktion af strike for de dage med flest overskridelser for de 4 kalibreringer.

Figur 8.5
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Figur 8.5 viser modelpriser og bid-ask speend som funktion af strike. Hvert plot viser det fit med flest bid-ask overskri-
delser for den pdgeeldende kriteriefunktion. Overst til venstre ses kalibrering med Kriteriefunktion 1 d. 30/01/2009.
QOverst til hajre ses kalibrering med Kriteriefunktion 2 28/11/2008. Nederst til venstre ses kalibrering med Kriteriefunk-

tion 3 d. 31/03/2009. Nederst til hgjre ses kalibrering med Kriteriefunktion 4 d. 31/12/2008.
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Det kan straks konkluderes, at kalibreringerne ikke fitter det observerede data perfekt, da vi har op
til 22 overskridelser ud af 25 optioner, men der er ogsa tale om det darligste fit, mht. overskridelser
af bid-ask spandet i1 hele vores dataset med 125 dages observationer. Det lader til, at der er en ge-
nerel tendens til, at modelpriserne for out-of-the-money putoptioner rammer over bid-ask spandet
for den korte optionsserie, mens de rammer under bid-ask spaendet for den mellemste og den lange
optionsserie. Helt symmetrisk ses det, at modelpriserne for out-of-the-money calloptioner rammer
under bid-ask spendet for den korte optionsserie, mens de rammer over bid-ask spandet for den
mellemste og den lange optionsserie. Noget tyder altsd pa, at vores NIG model systematisk rammer
ved siden af bid-ask spandene. Dette stemmer overens med det vi sa i Figur 3.12 i afsnit 3.4, der
tydeligt viste, at NIG modellens parametre @ndrede sig meget athengigt af hvilken tidsperiode af-
kastet blev beregnet over. Nar vi kalibrerer til 3 forskellige lobetider resulterer det altsa 1, at vores
NIG model ikke rammer nogen af serierne optimalt. Vores plot 1-4 1 Figur 8.5 indikerer altsa, at
NIG modellen ikke er serlig god til at fange dynamikken af den virkelige verden. Spergsmalet er
nu hvor slemt det stér til. Af Figur 8.5 ses det tydeligt at der er forskel pa Kriteriefunktion 1 og 4 1
forhold til Kriteriefunktion 2 og 3 selvom de alle har mange overskridelser af bid-ask spendet. Det
viser sig, at vores NIG model ikke nedvendigvis klarer sig vaerst de dage hvor der er mange over-
skridelser af bid-ask spandet, men snarere nar kriteriefunktionsfejlene er store, og en dybere analy-
se af kriteriefunktionsfejlene for hver kalibrering er derfor nedvendig. Vi ser pd hvilke dage, der

giver de sterste kriteriefunktionsfejl for de forskellige kalibreringer:

Tabel 8.3

Kalibrering med: |KFF 1 KFF 2 KFF 3 KFF 4
Kriteriefunktion 1 {04/03/2009 | 28/11/2008 |04/03/2009 | 24/11/2008
Kriteriefunktion 2 | 04/03/2009 | 28/11/2008 | 04/03/2009 | 01/12/2008
Kriteriefunktion 3 {04/03/2009 | 28/11/2008 | 03/03/2009 | 28/11/2008
Kriteriefunktion 4 |03/03/2009 | 03/12/2008 | 24/02/2009 | 01/12/2008

Det ses, at nogle dage gar igen, sasom f.eks. d. 04/03/2009 (markeret med grat) for forskellige kali-
breringer med forskellige kriteriefunktioner. Noget tyder altsa pd, at der er nogle dage hvor marke-
det opferer sig underligt, hvilket bestemt ikke er utankeligt. Vi ensker at vide, om de varste dage
blot er outliers, eller om de er forholdsvis almindelige i vores datasat, og vi underseger derfor hyp-
pigheden af kriteriefunktionsfejlene. I Figur 8.6 ses hyppigheden af kriteriefunktionsfejlene 1-4 for

de tilherende kalibreringer.
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Figur 8.6
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Figur 8.6 viser hyppigheden af kriteriefunktionsfejlene 1-4 for kalibrering 1-4.

Der er en tendens til, at de storste kriteriefunktionsfejl udger en lille del af de i alt 125 kriteriefunk-
tionsfejl. Det ses ydermere, at de storste kriteriefunktionsfejl generelt ligger relativt langt fra ho-
vedparten af de resterende kriteriefunktionsfejl. Vi har anskuet grafer som dem i Figur 8.5 for flere
dage med middelstore kriteriefunktionsfejl, og vi ser generelt, at NIG modellen fitter forholdsvis
pant (se f.eks. d. 31/12/2008 nederst til venstre 1 Figur 8.5). Det er dog tydeligt, at modelpriserne
for NIG modellen nesten altid har den feromtalte systematisk fejl og vores forventninger til NIG
modellens delta hedge er derfor ikke serligt hoje. I det efterfolgende undersoger vi kriteriefunktio-

nernes karakteristika for NIG modellen og tildeler Scores.
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Antal af overskridelser

Antallet af overskridelser af bid-ask spandet for kalibreringen med de 4 forskellige kriteriefunktio-

ner for NIG modellen ses 1 Tabel 8.4. Af Score 1 ses det, at kriteriefunktion 3 er den bedste.

Tabel 8.4

Overskridelser Score for overskridelser
Kalibrering med: |ASK |BID |Sum |ASK score |BID score | Sum score | Sum |Score |
Kriteriefunktion 1 [477 |957 1434 |4 2 3 9 3
Kriteriefunktion 2 |742 |765 1507 |2 3 2 7 2
Kriteriefunktion 3 | 701 644 1345 |3 4 4 11 4
Kriteriefunktion 4 |923 1043 1966 |1 1 1 3 1

Kriteriefunktionsfejl

Middelverdien af kriteriefunktionsfejlene for de forskellige kalibreringer med NIG modellen ses 1

Tabel 8.5. Det fremgér, at kalibreringen med kriteriefunktion 2 og 3 giver de bedste resultater. Vi

bemarker desuden, at der som ventet gelder, at der gives maksimal point i de tilfelde, hvor krite-

riefunktion og kriteriefunktionsfejl er ens, dvs. diagonalen i Scoretabellen.

Tabel 8.5
Kriteriefunktionsfejl (KFF) Score for KFF
Kalibrering med: |KFF1 |KFF2 |KFF3 |KFF4 |KFF1 |KFF2 |KFF3 |KFF4 |Sum |Score 2
Kriteriefunktion 1 | 0,132 |57,64 [0,0095 |129,7 |4 2 2 1 9 2
Kriteriefunktion 2 | 0,251 [38,29 |0,0092 85,8 |2 4 3 3 12 |3
Kriteriefunktion 3 | 0,168 48,30 10,0076 |95,1 |3 3 4 2 12 |3
Kriteriefunktion 4 | 3,217 |[151,8 10,0341 [45,8 |1 1 1 4 7 1

Parameter stabilitet

Ved at se pa figurer af de kalibrerede parametre for de forskellige kriteriefunktioner over tid far vi

et indtryk af hvilke parametre der er mest fluktuerende og hvilke der er mest stabile.
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Figur 8.7
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1 Figur 8.7 ses udvikling for de kalibrerede parametre for NIG modellen over tidsperioden fra d. 01-10-2008 og frem til
d. 31-03-2009.

Af alle plottene ses det, at Kriteriefunktion 4 er den mest stabile, og at Kriteriefunktion 3 er den
mest ustabile. Kriteriefunktion 4 giver desuden oftest de laveste estimater for alle parametrene hvor
Kriteriefunktion 3 oftest giver de hgjeste estimater. Vi beregner standardafvigelsen for de kalibrere-
de parametre nedenfor og finder Score 3. Det ses som forventet, at det er Kriteriefunktion 4 som

klarer sig klart bedst.
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Tabel 8.6

Standardafvigelse for parametre |Score for parametre
Kalibrering med: a, H 0 a, U 0 | Sum | Score 3
Kriteriefunktion 1 3.8 0.53 0.68 3 2 2 7 2
Kriteriefunktion 2 3.9 0.41 0.60 2 3 3 8 3
Kfriteriefunktion 3 4.5 0.56 0.70 1 1 1 3 1
Kriteriefunktion 4 3.2 0.20 0.27 4 4 4 12 4

Tabel 8.6 viser parameterstabiliteten for NIG modellens parametre.

I Tabel 8.7 sammenfattes resultaterne af de 3 test. Kriteriefunktion 2 og 3 er marginalt de bedste,
men da Scorerne for de 4 kriteriefunktioner ligger meget taet pa hinanden, kan vi ikke traeffe nogen

klar afgerelse om, hvilken der er den bedste. Analysen har dog belyst hvor de forskellige kriterie-

funktioner har deres staerke og svage sider.

Tabel 8.7

Kalibrering med: Score 1 | Score 2 | Score 3 | Sum
Kriteriefunktion 1 3 2 2 7
Kriteriefunktion 2 2 3 3 8
Kriteriefunktion 3 4 3 1 8
Kriteriefunktion 4 1 1 4 6

92



8.4.3 Heston modellens kalibreringsresultater

Vi foretager igen en detailanalyse af de dage hvor summen af bid og ask overskridelser er steorst for
de 4 kalibreringer. Vores Heston model har ingen overskridelser af bid-ask spandet i nogen perio-
der, mens der forekommer flere overskridelser i andre perioder. Det viser sig, at kriteriefunktion 1
til 4 giver flest overskridelser henholdsvis d. 04/03/2009, d. 31/03/2009, d. 30/01/2009 og d.
31/10/2008. Figur 8.8 viser det observerede bid-ask spaend samt modelpriser som funktion af strike

for de dage med flest overskridelser for de 4 kalibreringer.

Figur 8.8
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Figur 8.8 viser modelpriser og bid-ask speend som funktion af strike. Hvert plot viser det fit med flest bid-ask overskri-
delser for den pdgeeldende kriteriefunktion. @verst til venstre ses kalibrering med Kriteriefunktion 1 d. 04/03/2009.
QOverst til hajre ses kalibrering med Kriteriefunktion 2 31/03/2009. Nederst til venstre ses kalibrering med Kriteriefunk-
tion 3 d. 30/01/2009. Nederst til hajre ses kalibrering med Kriteriefunktion 4 d. 31/10/2008.
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Det kan ligesom for NIG modellen straks konkluderes, at ingen af vores kalibreringer fitter det ob-
serverede data perfekt, da vi har op til 24 overskridelser ud af 24 optioner (en option er filtreret vaek
den pigeldende dag). For Kriteriefunktion 1 virker det som om Heston modellen ikke kan fange
dynamikken af den virkelige verden. De korte optioner (nederste serie) rammer konsekvent for hajt,
og de mellemlange optioner rammer for lavt. Derudover virker det som om de laengste optioner
burde roteres en smule mod uret. Kalibreringen med kriteriefunktion 2 har mange overskridelser,
men det virker som om det skyldes nogle meget smalle bid-ask spand og vi mener derfor, at Heston
modellen klarer sig udmarket for Kriteriefunktion 2 den pageldende dag. Kalibreringen med Krite-
riefunktion 3 lider ligesom Kriteriefunktion 2 af snavre bid-ask spaend, men derudover ses nogle fa
store overskridelser for den mellemste og den laengste optionsserie, der desuden ser ud til at skulle
roteres ligesom tilfaeldet for kriteriefunktion 1. Kalibrering med Kriteriefunktion 4 har tendens til at
de korte out-of-the-money modelpriser ligger for lavt, mens de korte at-the-money modelpriser lig-

ger for hejt. De lange optioner ses igen at skulle roteres en smule mod uret.

Ligesom for NIG far vi altsa, at der ofte er problemer med de leengste optioner. Dette skyldes som
navnt i afsnit 7.3, at de lange optioner ikke er sarligt likvide, og visse dage far vores mekaniske
sorterings algoritme taget altsa for mange af dem med. Plottet for Kriteriefunktion 2-4 1 Figur 8.8
giver ikke umiddelbart beleg for at forkaste Heston modellen, da disse ikke udviser systematiske
fejl. Plottet for Kriteriefunktion 1 1 Figur 8.8 afslarer dog, at Heston ligesom NIG modellen ogsé
kan ramme helt ved siden af. Det viser sig, at Heston modellen ligesom NIG modellen ikke ned-
vendigvis klarer sig varst de dage hvor der er mange overskridelser af bid-ask spandet, men snare-
re ndr kriteriefunktionsfejlene er store. En dybere analyse af kriteriefunktionsfejlene for hver kali-
brering er derfor nadvendig. Vi ser pa hvilke dage der giver de storste kriteriefunktionsfejl for de

forskellige kalibreringer:

Tabel 8.8

Kalibrering med: |KFF 1 KFF 2 KFF 3 KFF 4
Kriteriefunktion 1 {04/03/2009 | 28/11/2008 |04/03/2009 | 05/03/2009
Kriteriefunktion 2 | 04/03/2009 | 28/11/2008 | 04/03/2009 | 04/03/2009
Kriteriefunktion 3 | 05/03/2009 |28/11/2008 | 05/03/2009 | 05/03/2009
Kriteriefunktion 4 |04/03/2009 | 24/02/2009 | 04/03/2009 | 31/10/2008

Det ses, at nogle dage gér igen, sdsom d. 04/03/2009 (markeret med grat) for forskellige kalibrerin-
ger med forskellige kriteriefunktioner. Vi underseger derfor igen hyppigheden af kriteriefunktions-
fejlene af kriteriefunktionsfejlene 1-4 for de tilherende kalibreringer i Figur 8.9.
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Figur 8.9
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Figur 8.9 viser hyppigheden af kriteriefunktionsfejlene 1-4 for kalibrering 1-4.

Der er en tendens til, at de sterste kriteriefunktionsfejl udger en lille del af de 1 alt 125 kriteriefunk-
tionsfejl. Det ses ydermere, at de storste kriteriefunktionsfejl generelt ligger relativt langt fra ho-
vedparten af de resterende kriteriefunktionsfejl. Vi har anskuet grafer som dem i Figur 8.8 for flere
dage med middelstore kriteriefunktionsfejl, og vi ser generelt, at Heston modellen fitter forholdsvis
pant (se f.eks. d. 31/03/2009 gverst til hgjre 1 Figur 8.8), og at modelpriserne for Heston modellen, 1
modsatning til NIG modellen, ikke pd samme made udviser systematiske fejl. Heston modellen har
dog ligesom NIG modellen til tider svaert ved at handtere de lange optioner. Den mest plausible
arsag til dette er likviditetsproblemer. I betragtning af, at vi kunne have filtreret veesentligt mere i
vores data, eller lavet en mere avanceret sorteringsalgoritme™ til valg af strikes, mener vi dog ikke
det er et problem 1 forhold til godkendelse af modellen. Et eksempel pé en typisk dag hvor alle kri-
teriefunktionsfejlene (1-4) er tet ved deres median ses 1 Figur 8.10 nedenfor (beregnet med kriterie-

funktion 2).

** Den mekaniske sorteringsmetode fra afsnit 7.3.3
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Figur 8.10
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Figur 8.10 viser modelpriser og bid-ask spend som funktion af strike for kalibrering med Kriteriefunktion 2 d.
13/03/2009. Denne dag er valgt da kriteriefunktionsfejlen for denne dag er teet pd medianen for alle kriteriefunktioner-

ne.

Som altid volder de lange optioner og out-of-the-money putoptionen (K =600) i den mellemste
optionsserie problemer, men generelt rammer Heston modellen priserne ganske pant. Vi konklude-
rer pd baggrund af ovenstidende analyse, at Heston modellen rammer dynamikken af den virkelige
verden i langt de fleste tilfaelde og at de fejl der forekommer i hegjere grad skyldes valget af options-
data end Heston modellen. I det efterfolgende underseger vi kriteriefunktionernes karakteristika for
Heston modellen og tildeler scores. Nedvendigheden af at undersoge kriteriefunktionernes karakte-
ristika understreges af resultatet 1 Tabel 8.8, hvor vi s, at den darligste dag afth@nger af kriterie-

funktionen.
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Antal af overskridelser
Antallet af overskridelser af bid-ask spandet for kalibreringen med de 4 forskellige kriteriefunktio-
ner for Heston modellen ses i Tabel 8.9. Af Score 1 ses det, at kriteriefunktion 2 er den bedste.

Tabel 8.9

Overskridelser Score for overskridelser
Kalibrering med: |ASK | BID | Sum | ASK score | BID score | Sum score | Sum | Score 1
Kriteriefunktion 1 | 751 562 | 1313 1 2 1 4 1
Kriteriefunktion 2 | 440 529 | 969 3 3 4 10 4
Kriteriefunktion 3 | 647 447 | 1094 2 4 2 8 2
Kriteriefunktion 4 | 360 613 | 973 4 1 3 8 2

Kriteriefunktionsfejl

Middelvardien af kriteriefunktionsfejlene for de forskellige kalibreringer med Heston modellen ses
i Tabel 8.10. Det fremgar, at kalibreringen med kriteriefunktion 2 og 3 giver de bedste resultater. Vi
bemarker desuden, at der som ventet gelder, at der gives maksimal point i de tilfelde, hvor krite-
riefunktion og kriteriefunktionsfejl er ens, dvs. vi far 4-taller i diagonalen i Score tabellen.

Tabel 8.10

Kriteriefunktionsfejl (KFF) | Score for Kriteriefunktionsfejl

Kalibrering med: | KFF1 | KFF2 | KFF3 | KFF4 | KFF1 | KFF2 | KFF3 | KFF4 | Sum | Score 2
Kriteriefunktion 1 | 0,139 | 32,0 | 0,0064 | 37,9 4 1 3 1 9 1
Kriteriefunktion 2 | 0,257 | 12,3 | 0,0070 | 11,0 2 4 2 3 11 3
Kriteriefunktion 3 | 0,150 | 19,7 | 0,0044 | 21,2 3 2 4 2 11 3
Kriteriefunktion 4 | 0,459 | 15,2 | 0,0095 | 5,1 1 3 1 4 9 1

Parameterstabilitet

Ved at se pa figurer af de kalibrerede parametre for de forskellige kriteriefunktioner over tid, far vi
et indtryk af, hvilke parametre der er mest fluktuerende og hvilke der er mest stabile. Det viser sig,
at den storste forskel imellem kriteriefunktionerne fas for parametrene « og o, som derfor plottes

nedenfor over tid for alle 4 kriteriefunktioner.
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Figur 8.11
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For begge plot ses det, at Kriteriefunktion 4 giver de mest stabile parametre efterfulgt af Kriterie-

funktion 2, mens Kriteriefunktion 1 og 3 er noget efter. Vi beregner standardafvigelsen for de kali-

brerede parametre og finder Score 3. Det ses, at det er Kriteriefunktion 4 som klarer sig bedst.

Tabel 8.11

Standardafvigelse for parametre Score for parametre
Kalibrering med: K" o; o P Vo | & | 6| o | P |Vy| Sum |Score3
Kriteriefunktion 1 | 4.669 | 0.078 | 0.599 | 0.086 | 0.140 | 1 2 |2 1 1 7 1
Kriteriefunktion 2 | 3.627 | 0.072 | 0.499 | 0.076 | 0.132| 3 | 3 31312 14 3
Kriteriefunktion 3 | 4.010 | 0.081 | 0.608 | 0.073 | 0.130 | 2 1 1 |43 11 2
Kriteriefunktion 4 | 1.144 | 0.061 | 0.285 [ 0.076 |0.126 | 4 | 4 | 4 | 2 | 4 18 4

Vi medtager kun 6 da vi ikke onsker at overveegte en parameter.

I Tabel 8.12 sammenfattes resultaterne af de 3 test. Det fremgar, at Kriteriefunktion 2 er den bedste,

efterfulgt af Kriteriefunktion 3 og 4 pé en delt 2. plads og med Kriteriefunktion 1 som den suverant

vaerste med bundkarakter 1 alt.
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Tabel 8.12

Kalibrering med: Score 1 |Score 2 |Score 3 | Sum
Kriteriefunktion 1 1 1 1 3
Kriteriefunktion 2 4 3 3 10
Kriteriefunktion 3 2 3 2 7
Kriteriefunktion 4 2 1 4 7

8.5 Diskussion

Black Scholes modellen fitter som forventet alle optionspriserne perfekt, da modellen har ligesa
mange parametre som optionspriser. Det ses, at vores datasat udviser klassiske karakteristika sdsom
volatility smiles og smirks. NIG modellen udviser systematiske fejl og fitter saledes ikke data sar-
ligt godt. Vi finder, at NIG modellen fitter marginalt bedst for kriteriefunktion 2 og 3, men at man
ikke kan konkludere noget ud fra resultatet. Heston modellen fitter de fleste dage tilfredsstillende og
fitter sdledes bedre end NIG modellen. For Heston modellen fas det bedste fit for kriteriefunktion 2
og det ses, at kriteriefunktion 1 taber i alle test.

Béde for NIG og Heston modellen er der vaesentligt forskel pa, hvor godt modellerne fitter for de
forskellige kriteriefunktioner. Dette skal der tages hejde i sammenligningen af de 3 optionsmodeller
i vores delta hedge undersogelse.

Vi har i analysen af kriteriefunktioner ikke medtaget kerselstid, da vi vores fokus ligger pé, hvor
gode resultater kriteriefunktionerne giver. Vi mener dog, det er pa sin plads at pointere, at Kriterie-
funktion 1 og 2 er meget simplere end Kriteriefunktion 3 og 4, hvilket tydeligt kommer til udtryk 1
karselstider, hvor specielt Kriteriefunktion 4 er meget langsom. Dette skyldes, at Kriteriefunktion 4
kun afthanger af de modelpriser der ligger uden for bid-ask spandet. Der er altsd et knek 1 kriterie-
funktionen nar modelprisen krydser bid-ask spandet, hvilket giver vores lokale optimeringsalgorit-
me problemer og forarsager lange kerselstider. Kriteriefunktion 2 er derfor vores favorit, idet den
bade vinder pa Score og kerselstid.

Hvis vores logaftkast var uathangige, burde vi kunne kalibrere vores NIG model til ét parameterseet
uden at gore nogle af parameterne tidsathangige. I Tabel 3.4 sa vi, at momenterne for vores logaf-
kast tyder pa, at logafkastene ikke er uathengige, og NIG modellens simultane fit af de 3 lgbetider
er som folge heraf temmelig ringe. Problemet med at geore kun én parameter tidsathengig i NIG
modellen er, at den rent modelteknisk ikke er tilstraekkelig til at fange forskellen pd de 3 optionsse-
rier. Det er sarligt krumningerne pd de 3 optionsserier NIG modellen ikke kan fange og vores for-

sog med forskellige valg af tidsathangige parametre viser, at uanset hvilken parameter vi gor tid-
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safthaengig 1 NIG modellen, parallelforskyder den blot modelpriserne og @&ndrer ikke deres krum-
ning. Vi har forsegt at fitte hver af de 3 optionsserier (optioner med samme 7) for sig selv med NIG

modellen og det ses tydeligt at fittet forbedres vasentligt. Ved samme undersogelse med Heston

modellen fandt vi, at 8" kan fange noget af krumningen for de 3 lobetider, hvilket muligvis kan
forklares med at Heston modellen i modsatning til NIG modellen ikke antager at logafkastene er
uathaengige. Ud fra dette perspektiv er det ikke s& overraskende at Heston modellen fitter options-
priserne bedre end NIG modellen og vi forventer af samme grund at Heston modellen vil vere til

delta hedge end NIG modellen.
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9 Hedging
I dette kapitel gennemgér vi teorien bag hedging til brug for vores empiriske undersegelser i kapitel
10. Optionspriser athanger af tidsafhangige og stokastiske parametre sdsom S,rogo ' mv. Laver

man en Taylor approksimation over @ndringen af optionsprisen f (S 7,0, t) fés:

[

2
df = P e Loas+ & go+ &g L O (@s,) +...
8S t t a t t

ot ) oo, 7, 2 oS} O.1)
@T — — —— —
(theta) A (delta) v (vega) p (rho) T (gamma)

Disse partielle afledte er kendt som the greeks”. Nér en finansiel institution ensker at afdekke sine
risici kan den séledes vaelge at hedge med de greeks den finder nedvendige. Det mest anvendte er at
foretage en delta hedge typisk en gang dagligt.”” Ved en delta hedge forsoger man at afdakke/
hedge den risiko der er forbundet med endringer i det underliggende aktiv S over tid. Gamma og
Vega neutrale hedges forekommer ogsad, men dog 1 mindre omfang, idet det er besverligt at finde de
nedvendige instrumenter 1 tilstreekkelig stor volumen til, at det er praktisk muligt (Hull, 2005, s.

363). Hedging i praksis beskrives nermere i afsnit 9.3.

Haves en portefolje I1 bestdende af — A  stk. underliggende aktiver samt 1 option fés:

M= f-AS

dIl =df — AdS ©-2)

Vi indsatter taylorapproksimationen (9.1) 1 (9.2) og far:

2
dH:df—ASdSQdH:gdH(i— SJdS+ido+@dr+l%(ds)z+... (9.3)
ot oS oo or 208

Onsker man kun at eliminere risiko som folge af bevagelser 1 det underliggende aktiv, S, skal man

o

altsd indga en position pd — A, = Y enheder af S hvorved dS-leddet forsvinder og portefoljen

bliver delta neutral. @nsker man at hedge flere af de bagvedliggende risikofaktorer bliver man nedt
til at oge antallet af aktiver i sin portefelje I1. For hver risikokilde man ensker at eliminere er det
nedvendigt med en position svarende til det tilherende greek i et aktiv, der er athaengig af risikokil-

den. I det folgende vil vi for de 3 optionsmodeller finde, hvad delta skal settes til, for at fa en delta

*''Hvor o er et symbol for volatilitet.
>2 Hull (Hull, 2005, s. 363) skriver, at man under normale forhold delta hedger mindst en gang dagligt, men rykker

markedet sig mere end en bestemt teerskelveerdi opdaterer man sin delta hedge oftere.
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neutral portefelje. Vi har valgt at koncentrere os om delta hedging, idet det er den mest anvendte

type hedge i1 praksis.

9.1 Delta i NIG og Black Scholes modellen

For Black Scholes og NIG modellen antages det, at alt andet end det underliggende aktiv, S er kon-
stant og alle input variable bliver siledes uathengige. Man fér derfor at:

daf(s,.a,K.7T) of(s)
ds - as

t t

=Ag (9.4)

De partielle afledte A for Black Scholes og NIG modellen er beregnet 1 afsnit 6.2. I appendiks F
viser vi forholdet mellem Ag,A. og A,.

I den virkelige verden er de resterende stokastiske parametre sisom 7,,o, mv. ikke konstante. P4

trods af antagelsen om, at alt andet end S er konstant, kan man godt hedge sig mod @ndringer i1 disse
parametre. Det betyder eksempelvis, at man med udgangspunkt i Black Scholes modellen kan skabe
en vega neutral portefolje ved at hedge mod @ndringer i volatiliteten, selvom det er i modstrid med

modellens antagelse om konstant volatilitet. Om dette skriver Hull (Hull, 2005, s. 361):

"Calculating vega from the Black Scholes model and its extensions may seem strange because one
of the assumptions underlying Black Scholes is that volatility is constant. It would be more theoreti-
cally correct to calculate vega from a model in which volatility is assumed to be stochastic. How-
ever, it turns out that the vega calculated from a stochastic volatility model is very similar to the
Black Scholes vega, so the practice of calculating vega from a model in which volatility is constant

works reasonable well”.

Ifolge Hull er vega hedgen for Black Scholes modellen altsd ikke teoretisk korrekt, men gaelder ap-

proksimativt.

9.2 Delta i Heston modellen

I Heston modellen antages det i kontrast til Black Scholes og NIG modellen, at bade det underlig-

gende aktiv samt volatiliteten kan @ndre sig over tid. Korrelationen imellem de to stejled

W,1 og W,2 bevirker, at en @ndring 1 S; samtidigt folges af en @ndring 1 volatiliteten. Vi ensker at
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immunisere portefeljen I i forhold til @ndringer i det underliggende aktiv S, og derfor far den

partielle afledte folgende form 1 Heston modellen:

df _of(s,.V(s.))
ds oS

(9.5)

t t

Korrelationen imellem de to brownske beveagelser i Heston modellen komplicerer beregningen af

df /dS, . For stokastiske volatilitetsmodeller kan df /dS, findes som den vegt, der minimerer vari-

ansen pa endringen i portefoljens veerdi, dI1=df —5," dS, (Munk, Afledte aktiver, 2000, s. 27) og
(Hull, 2005, s. 73). Da positionen i det underliggende aktiv ikke laengere bare er den partielle afled-
te mht. S,, men nu ogsd mht. ¥'(S,), kalder vi den 5" og ikke A for at undg at forvirre den

med delta beregnet for Black Scholes og NIG modellen. Vi benytter samme fremgangsmade som 1

(Alexander & Nogueira, 2005) til at udlede &," .

Variansen pa @ndringen portefoljens vaerdi er givet ved:™
var(drl) = var(df — 52" dS) = var(df)+ (52 f var(dS)— 25" cov(df.dS) (9.6)

Vi finder den vegt, J,,, der minimerer variansen ved at s@tte den 1. afledte mht. J,,, til O:

d var(dI) My wr cov(df,dS)
———2 =026 varldS)-2covldf,dS)=0<= o6, =————"—~
dé‘éV[V S ( ) ( f ) N Var(dS) (97)
Vi undersgger nu den dobbeltafledte for at kontrollere, at vi har minimeret variansen:
2
L (var(df )+ (55{” g )2 var(dS)-26Y" cov(df,dS )) =2 var(dS)> 0 (9.8)
dsy" }
Vi bemerker, at den dobbeltafledte er positiv og der gelder altsa, at 5, = % minimerer
var

variansen p& dI1 og 6, er dermed den vaegt, der immuniserer portefeljen IT, mod @ndringer i S,
og V(S,).
En alternativ made at anskue problemet er at finde den vaegt, 5" der ger ®ndringen i portefoljens

veerdi uathengig i1 forhold til @ndring i det underliggende aktiv, dvs. vi skal finde den vegt, der gor,

at kovariansen imellem dTT og dS, bliver 0: >*

Vi benytter var(aX +bY)=a” var(X)+b? var(Y)+ 2abcov(X,Y)
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cov(dIT,dS) =0 < cov(df — 52 dS, dS) = cov(df,dS)—- 5 var(dS,dS)=0 <
_ cov(df,dS) (9.9)

5MV
g var(ds)

Det ses, at vi far samme resultat som (9.7). Vi kan nu udlede portefeljens minimum varians:

2
cov(df,dS) -

var(dIT) = var(df )+ (5;” g )2 var(dS) - 262" cov(df,dS) < var(dIT) = var(df ) - as)
var

cov(df,dS)
\/ var(dS ) var(df )

var(dIT) = var(df ) 1 - [ ] < var(dIl) = var(df )(1 - pjf, s, ) (9.10)

Ovenstaende viser, at den minimerede varians afthenger af korrelation imellem optionen og det un-

derliggende aktiv.” Resultatet giver intuitivt god mening, idet en perfekt korrelation, Paas, =%l

m4 betyde, at der kun er en risikokilde og at man derfor kan hedge optionen perfekt med en position

i det underliggende aktiv og derved fé en varians pd 0. En korrelation p,, ,; # £l betyder, at der er
flere risikokilder og iser for p, ,, =0 fés, at man ved at hedge med §; fdr samme varians pd porte-

foljen som der er pa optionen.

For at beregne 6" = % er vi nagdt til at finde df. Vi har udledt df'1 appendiks D.2 og fun-
var
det den til:
o 10°f, 0 10°f o'f o o
df(e, S,V )=| —+——=VS +——=0cV + SoV pldt+——dS +——dV, (9.11
f( t t) [(% 2 8St2 ™t 2 aV;z t 8St26V;2 t tp 8St t th t ( )

Det kan desuden vises, at uanset hvilken partiel afledt der star foran et dt-led, sé bliver kovariansen

mellem dette dt-led og dS; lig med O:
cov(A(S, .V, )dt,dS) = cov(A(S

E[(A(S,,V, )dt — E[A(S,,V, )dt]\rS,dt + oS, dW, — E[rS,dt + &S,dW, )] =

27t 27t

V., )dt,rS,dt + oS, dW,) =

127t

9.12)
E[<A<s,,v,>E(A(St,n»kfst@}o

=0

“ cov(aX +bY,cW +dV) = accov(X, W)+ ad cov(X,V )+ bccov(Y, W )+ bd cov(Y, V)

> Det bemarkes, at 0 4r.as, 1kke skal forveksles med parameteren 0 i Heston modellen.
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Vi viser 1 appendiks D.1, at dW,dt = 0. Vi kan altsa fjerne dt-leddet, nar vi tager en kovarians mel-

lem df og dS, og vi finder 5" til at vere:

f o of of
ds, av,ds, | - —— ;
o covldr.ds,) ) co V[aS + v j &, var(dsS, )+ o cov(av,,ds,) n
Var(dS, ) var(ds, ) Var(dS, )
s LA cov(dV,,dS,) (9.13)
as, aV, var(ds,)
ledl ?ﬁ‘ led3
De 2 forste led 1 (9.13) er udledt i afsnit 6.2. Det 3. led udledes nedenfor:
cov(d¥,.ds,) _ E[(d, - E[av,)\ds, - E[dS ] | Eloyvaw? s .aw!)  ovs, pr -
var(@s,)  E((dS, — E[ds,as, — Eas, )]~ E[ls, Jv,aw, \s,Jv,aw})|” sVt
cov(dV,,ds,) _op 9.14)
var(ds,) S,

Positionen 57" i det underliggende aktiv, der er nedvendig for at delta hedge i Heston modellen for

t — 0, er sdledes givet ved (Alexander & Nogueira, 2005, s. 20-21):

SMV _ af L+ OP 6f

S TS, s, o, ©-13)

Vi bemarker, at 52" =df(S,,V(S,))/dS, og her er det vigtigt at pointere, at df /0S, ikke er det
samme som of (S0 , V(S0 ))/ 0S,, . For at undga forvirring velger vi derfor at benytte en mere stringent
notation til at udtrykke o, (Sydsater, 2003, s. 407):

Y=f(x1,x2), x, =8, x2=V0(S0)

a_Y: 6f(x1,x2) ox, n af(xl’xz) ox, o S @f(xl,x2)+ af(xl,xz)O'_p (9.16)
as o, oS, &, as, ° ox, x, S,

De partielle afledte er udledt i afsnit 6.2. 1 appendiks F viser vi forholdet mellem 55, 5;" og &,

Vi vil nu grafisk illustrere deltavaerdierne for de 3 modeller som funktion af ln(K / SO). Vi tager

udgangspunkt i data fra Figur 6.2.
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Figur 9.1

L O  Black Scholes ||
NIG
0.8 Heston
0.6
0.4
0.2
0
-1 -0.5 0 0.5 1

Figur 9.1 viser delta for at en calloptionen som funktion af ln(K / SO). Da Black Scholes parameteren, O afhenger af

K, har vi kun kunne beregne 13 risikoneutrale sandsynligheder, som vi sd har forbundet ved linecer interpolation.

Grafisk ses det, at der ogsd for Heston modellen gelder, at lim &, =0 og lim 8" =1, hvilket

Sy—>—c0 s
betyder, at deltapositionen altid er mellem 0 og 1 uanset om der sé er stokastisk volatilitet eller e;.

Det ses her, at delta verdierne for Heston modellen og Black Scholes modellen faktisk er ret tatte
pa hinanden. For denne dags optionsserie ma de to modellers hedging resultater altsd vaere rimelig
ens. NIG modellen fastsatter her delta en smule hgjere end de andre to modeller. Det bemerkes, at
selvom Heston modellens sandsynligheder P(ln(K /S, ),Q j) ofte ligger taettest pA NIG modellens
sandsynligheder (se Figur 6.2), sé ligger Heston modellens delta tattere pd Black Scholes model-

lens delta, hvilket ogsa ses i Figur 9.2 over de gennemsnitlige empiriske deltavaerdier for de 3 mo-

deller.

Figur 9.2
1r O  Black Scholes ||
NIG
0.8+ i
0.6+ i
0.4} 1
0.2+ E
oL J

-05 04 03 02 01 0 01 02 03

Figur 9.2 viser den gennemsnitlige delta som funktion af ln(K / S, ) for de 3 optionsmodeller.
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En minimumvarians (MV) hedge afdekker mod @ndringer 1 det underliggende aktiv, men da det
underliggende aktiv og volatiliteten er korrelerede, vil en MV hedge ogsa afdaekke noget af volatili-
tetsrisikoen. Det er her vigtigt at skelne mellem en MV hedge for Heston modellen og en delta-vega
hedge for Black Scholes modellen. Selvom en MV-hedge afdekker risiko fra de to risikokilder,
benytter den kun en position i ét aktiv i modsetning til en delta-vega-hedge, som benytter en positi-
on 1 to aktiver. Man kan dog ogsé for Heston modellen foretage en delta-vega hedge med afdekning

ved hjelp af to aktiver, men pé grund af korrelationen imellem processerne for det underliggende
aktiv og volatiliteten, overlapper effekterne fra ;" og vega hinanden. Man skal altsd passe pa, at

man ikke tager hojde for volatilitetsrisikoen to gange.

Bakshi og Kapadia, (Kapadia & Bakshi, 2002) viser, at man ved en delta-vega hedge ikke skal bru-
ge en MV-hedge, men derimod de “originale greeks” dvs. de partielle afledte i forhold til det under-
liggende aktiv og volatiliteten, hvor man sd “ignorerer” korrelationen mellem det underliggende
aktiv og volatiliteten. P4 denne made opfanger vega effekten af @ndringen i volatiliteten og delta

effekten af @ndringen i det underliggende aktiv.

9.3 Optionshedging i praksis

I denne opgave fokuserer vi primart pa hvordan man replikerer én option ved brug af en delta
hedge. I praksis hedger man typisk ikke de forskellige greeks for én option ad gangen men derimod
for portefoljer. Sedvanligvis inddeles trading desks 1 ”vanilla risk” og ”complex risk”. Det forste
bord szlger optioner og deltahedger eksponeringen i det underliggende aktiv typisk pa daglig basis.
Den residuale risiko feres over til complex risk. I complex risk sgger man at hdndtere de resterende
greeks, hvor fokus som navnt ofte ligger pa vega og gamma. Malet er ofte at sorge for, at vega og
gamma eksponeringen ikke overskrider en predefineret taerskel. For at gere portefeljen vega og
gamma neutral, kreever det en position 1 yderligere to optioner eller andre ikke-lineazre derivater.
Finansielle institutioner har ofte negativ vega og gamma eksponering som folge af salg af optioner,
og er derfor altid interesserede 1 at kebe optioner med positivt gamma og vega, sdledes at deres
samlede eksponering er sa tet pad 0 som muligt. Det er som navnt desvarre ikke altid muligt at fin-
de de nedvendige maengder optioner i markedet til konkurrencedygtige priser (Hull, 2005, s. 363).
Givet at den finansielle institution finder de nedvendige optioner, genererer kebet af disse optioner
typisk en ny delta eksponering, og for at komme af med den, mé der kebes/salge passende meng-

der af det underliggende aktiv.
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I praksis er det altsd urealistisk at hedge enkelte optioner hvilket folgende citat ogsa belyser (Hull,
2005, s. 363):

“There are big economies of scale in being an options trader. As noted earlier, maintaining delta neutrality for an
individual option say on the S&P 500 by trading daily would be prohibitively expensive. But it is realistic to do this for
a portfolio of several hundred options on the S&P 500.”

For at sammenligne de 3 modeller valger vi alligevel i det efterfolgende replikere de enkelte optio-
ner hver for sig, for at f4 et mere sigende billede af hvordan modellerne klarer sig i forhold til hin-

anden, end den aggregerede portefolje kan give.

9.4 Den replikerende portefolje
Vi benytter en delta hedge til at undersege, hvor gode vores forskellige optionsmodeller er til at
replikere optioner hen over tid. Vi anskuer igen portefoljen, I1 bestdende af — A stk. underliggende

aktiver samt 1 option fra (9.2). Ved omrokering fas:

Ht:f,—AS’S,<:>ft:Ht+AS’S, (9.17)
Ovenstéende ligning viser, at vi kan replikere optionen f, med en position i IT og A stk. af de un-

derliggende aktiv S,. I kapitel 5 s vi, at det kun er Black Scholes modellen der opfylder hypotesen

om komplette markeder og Black Scholes modellen er siledes den eneste model der opfylder, at
optioner kan replikeres perfekt ved en position i det underliggende produkt og en “bankbog”. I en
Black Scholes reprasenterer I1 altsa en risikofri “bankbog” som forrentes med den risikofti rente.
Vi vil i det folgende antage, at vi befinder os i en Black Scholes verden og at vi kan replikere per-

fekt. Udviklingen over den infinitesimale tidsperiode, dt er sé givet ved:
df, = dI1, + Ay dS, < df, =TI, (e —1)+ A dS, 9.18)

Jevnfor diskussionen om valg af data i afsnit 7.2 er det uhensigtsmaessigt at hedge med S, og vi

(T—)

benytter derfor futures i stedet. Futures prisen, F, = S,e™ ™ er bestemt séledes, at futures kontrak-

ten har en veerdi pa 0.°° Vi definerer nu funktionen 7, (FS ), der angiver den betalingsstrom som in-

t

*% Vi bemarker, at prisen pa det tilherende aktieindekset er givet ved S‘t = Ste"(T ), og S, representerer sdledes aktiein-

deksets pris korrigeret for dividendeudbetalinger. Se i gvrigt (Hull, 2005, s. 111).
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dehaveren af futures kontrakten modtager i perioden fra 7 til s. Denne funktion mé sa vare givet ved

(Bjork, 2004, s. 391):
V(F,)=F ~F, (9.19)

Der ma siledes gelde, at funktionen for s = ¢ ma have vardien 0, dvs. V,(F,)=0. For en futures er

der daily settlement, hvilket betyder, at tabet/gevinsten som futures’en har genereret som folge af
udviklingen 1 S opgeres ved afslutningen af hver handelsdag, hvor belgbet s&ttes ind pa en margin-

konto. Til settlement tidspunkt ¢ overfores der altsd V, (FH) = F, — F,_, til marginkontoen og der sat-

tes en ny futures pris, sa futures kontrakten igen har en verdi pa 0.
Vi vil altsa replikere optionen med futures kontrakten. Da @ndringen i indekset og futures kontrak-
ten ikke er ens over tid, kan vi ikke benytte den samme delta ved hedging med futures. Vi ved ikke

endnu, hvad delta skal vere, og angiver den ved A, ). Til tid ¢ er portefoljen, der replikerer optio-
nen givet ved den risikofti position I, og positionen A, i futures kontrakten, hvis verdi angives
med V,(F,):

£ =10+ A, V(F) (9.20)

Efter den infinitesimal tidsperiode df har vi sé:

F

(F; )+ AV,H,, (F,M,)I/Hdt( t+dt +A

ft+dt = Hzerd[ + AV,(F,)V ): Hl+dt ,

t+dt

e (Frear )VHdt (F;+dt ) (92 1)

Det bemerkes, at den risikoftri position IT, , akkumulerer gevinsten/tabet fra positionen i futures

t+dt

kontrakten og verdien af den replikerende option til tid ¢+ df svarer derfor tilI1 idet futures

t+dt >

kontrakten altid har vaerdien 0. ndringen over den infinitesimal tidsperiode dt er altsé:
df, = fro— £, =TL{™ =1)+ A, . dV,(F) 9.22)

Zndringeni V, (E) over en infinitesimal tidsperiode dt er givet ved:
aV,(F)=V,.4(F)-V,(F)=(F., - F)-0=dF, (9:23)

Da @ndringen 1 V(E) over en infinitesimal tidsperiode er den samme som @&ndringen i F,, betyder

t

det, at AV;(Fr) = AF — e*("*q)(T—z)AS

t t

=e T s, Jf. udledningen i1 appendiks F. Udviklingen 1 f, over
den infinitesimale tidsperiode, dt er altsd givet ved:

df, =T1,(e™ ~1)+ A, dF, (9.24)
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I praksis er det naturligvis ikke muligt at replikere kontinuert, og som navnt i indledningen til hed-
ging afsnittet foretager finansielle institutioner ofte en daglig hedge. Nedenstdende tabel viser hvor-
ledes en option kan replikeres dagligt over tid. Tabellen er inspireret af tabel 15.2 1 (Hull, 2005).
Tabel 9.1

Positionen 1 ZEndring i veerdien af den Verdi af replikerende

Tid, ¢ | 2 futures, A, | replikerende option, G, option, IT,

0 F, AF0 fo

1 F A, (e 1)+ A, (F-F,) I, +G,

2 F, |Ag (e 1)+ A, (F, - F) 1, +G,

T-1|Fy |Ag, I, (eF(Tiz’H) _1)+ Ay (Fry=Fpry) [T, + Gy

T |F |Ag m,, (™ -1)+a, ( F.) M, +G,
I Tabel 9.1 er renten givet ved f(td,Td): r(td,Td)-(Td (365+1 hkudarl) hvor t T er den kontinuerlige an-

nualiserede rente geeldende for tid t, til T,.

NIG og Heston modellerne opfylder ikke hypotesen om komplette markeder og der gelder derfor
ikke, at I1 er risikofri i forhold til S. IT @ndres dog minimalt som felge af bevagelser i S og det
kan derfor antages, at I1 tilneermelsesvis udvikler sig med den risikofrie rente over tid. For NIG og
Heston modellerne replikerer vi optionen pa samme made som for Black Scholes, men vi vil aldrig
kunne replikere optionen perfekt med en delta hedge. Udviklingen i den replikerende portefolje for
NIG og Heston modellerne over den infinitesimale tidsperiode, df i forhold til optionen gaelder der-

for kun med “bledt lighedstegn™:

df, ~T1, (™ —1)+ A, dV,(F) og df, ~T1, (e —1)+ 5" dv,(F,) (9.25)
Sterrelsen af denne approksimationsfejl ser vi nermere pa i afsnit 10.1.
Det bemarkes, at man ved delta hedgning med en af de 3 optionsmodeller skal bruge de tilherende
delta’er (A r hhv.o Iﬁ”) beregnet 1 appendiks F ud fra (9.4) og (9.16). Som kontrol har vi undersogt

om (52{4 YA 5 )Pm € [— e”(T”),O] og (é‘ﬁf YA K )Call € [0, e”(H)] og om der jf. put-call pariteten gaelder

fo—fn= e "(F -K) < (5£7V,AE )Ca” —(5£fV,AE )Pm = ¢ Det viser sig heldigvis at vare

opfyldt for alle vores beregnede deltaer.”’

*7 Den numeriske integrationsmetode for Heston modellen kan dog generere approksimationsfejl, saledes vi rammer
marginalt udenfor de n@vnte graenser.
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10 P& L for de 3 modeller

I de felgende 3 afsnit underseger vi hvor gode vores 3 modeller er til at replikere optioner. I det
forste afsnit laver vi et simulationsstudie der viser, hvor godt de 3 modeller replikerer, givet at det
underliggende aktiv udvikler sig som den aktuelle model foreskriver. I de to efterfolgende afsnit
underseger vi empirisk, hvor gode de 3 modeller er til at replikere optioner pa to forskellige made. I
forste tilfeelde opger vi P&L hver dag over en periode pa et halvt ar, hvor vi ser pa optioner med
samme moneyness over tid. I det andet tilfelde folger vi 20 optioner til udleb og opger kun P&L pa

udlebstidspunktet.

10.1 Simulationsstudie af P&L for de 3 modeller

Vi ensker at vide hvor stor approksimationsfejlen som folge af “det blede lighedstegn™ 1 (9.25) er
for NIG og Heston modellerne i forhold til Black Scholes. Vi simulerer det underliggende aktiv for
de 3 modeller, og undersgger hvor godt modellerne replikerer optionen med en position i en futures
kontrakt og en bankbog jf. proceduren i Tabel 9.1. I appendiks F viser vi hvordan vi simulerer det
underliggende aktiv for de 3 optionsmodeller. Vi underseger desuden hvorledes hedging resultatet
athenger af antallet af rebalanceringer. Til tid 0 tager vi en lang position i den replikerende porte-
folje og en kort position i enten en call eller en put option og ved tid 7 har vi sa folgende P&L:

. I1, —max(S, - K,0) og P&L,, = I, —max(K - S,,0)

fo fo

Det bemarkes, at vi ved udlebstidspunktet 7" kan finde vardien af det underliggende aktiv ud fra

P&L

(10.1)

futures kontrakten, idet /. =.S,. Vi normerer i forhold til startprisen pa optionen f, saledes, at det

svarer til en initial investering pa 1$. Vi kunne ogsa have lavet andre normeringer sdsom f.eks. i
forhold til K. Vi benytter de estimerede parametre for d. 02-10-2008, sa de 3 sat af parametre er
kalibreret til samme markedstilstand, hvorved optionsmodellerne fastsatter optionen til ca. den
samme pris. Vi anskuer en at-the-money calloption med folgende parametre og markedsdata:

Tabel 10.1

Model Modellens parametre tOﬂpttilé)I(l)ens pris
Black Scholes o =0,361 71,55

Heston k=7114; 6, =0,096; o =1,095; p=-0,850; V, =0,193 | 72,39

NIG a, =25,082; u=1149; 6=0,884 70,90

Andre data F,=1124,4; K =1125;, T =0,2; r = 0,042; Antal simuleringer = 1.000
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Nedenstidende tabel viser P&L resultaterne for de 3 modeller athengigt af antallet af rebalancerin-

ger.

Tabel 10.2°°

Model Antal ‘ Gennemsnitlig | Standardafvigelse
rebalanceringer P&L (%) for P&L (%)
1.000 ("kontinuert™) 0,03 2,73

Black Scholes | 70 (dagligt) 0,10 10,46
10 (ugentligt) 0,87 26,73
1.000 ("kontinuert™) -0,18 23,17

Heston 70 (dagligt) 0,56 25,54
10 (ugentligt) 0,37 36,49
1.000 ("kontinuert™) -2,06 89,80

NIG 70 (dagligt) 2,06 87,85
10 (ugentligt) -5,05 93,90

I det folgende kommenterer vi tabellen samt de tilherende figurer for de 3 modeller 1 de forskellige
tilfelde med kontinuerte, daglige og ugentlige rebalanceringer. I Figur 10.1 ses P&L for Black

Scholes modellen.

Figur 10.1

Simuleret P&L for BS
500 -
400 -
B Kontinuert
300 - Dagligt
@ Ugentligt
200 - B 0-Hedge
100 -
0 a
-1 -0.8 -06 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figur 10.1 viser et histogram for P&L med kontinuerte, daglige og ugentlige rebalanceringer for Black Scholes model-

len samt 0-hedgen. >8

%% Anvendt kode ses i mappen ’Simuleret P&L”, der desuden indeholder Excelarket, PL ved simule-

ring.xls med Figur 10.1, Figur 10.2 og Figur 10.3.
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For Black Scholes modellen er markedet komplet og det er muligt at foretage en perfekt delta
hedge. I Figur 10.1 og Tabel 10.2 ses det ogsa, at standardafvigelsen pd P&L falder nar vi eger an-
tallet af rebalanceringer. Det bemarkes, at ndr vi s@tter antallet af rebalanceringer ekstremt hojt

(f.eks. 1.000.000) sa bliver P&L meget teet pa 0. Nar optionen ender out-of-the-money bliver 0-

Hedgens P&L =e'", hvilket forklarer det store antal observationer i intervallet 1 til 1,1. Det ses
desuden, at der er en betragtelig risiko for store tab ved 0-Hedgen i intervallet [~1;-0,7], hvilket

elimineres ved at delta hedge enten kontinuert, dagligt eller ugentligt med Black Scholes modellen.
I Figur 10.2 ses P&L for NIG modellen.
Figur 10.2

Simuleret P&L for NIG
400

350 -
300 -
250 -

200 - @ Kontinuert
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100 + m 0-Hedge
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150 -
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-3 26 -22 -18 -14 -1 06 -02 02 06 1

Figur 10.2 viser et histogram for P&L med kontinuerte, daglige og ugentlige rebalanceringer for NIG modellen samt 0-
hedgen. o8

Nér markedet folger en NIG model forekommer der spring i det underliggende aktiv. Springene i
det underliggende aktiv medferer, at markedet ikke er komplet og det er derfor ikke muligt at fore-
tage en perfekt delta hedge, hvilket ses 1 Figur 10.2, idet standardafvigelsen for P&L er hgj. Det er
dog overraskende, at standardafvigelsen for P&L nesten er ens for kontinuerte, daglige og ugentli-
ge rebalanceringer, hvilket ses 1 Tabel 10.2. Dette resultat betyder altsd, at en stigning 1 antallet af
rebalanceringer ikke reducerer standardafvigelsen for P&L. Forklaringen mé vere, at der uanset
antallet af rebalanceringer vil komme en stor afvigelse mellem den replikerende portefolje og opti-
onen, ndr der forekommer et spring 1 det underliggende aktiv. Det bemarkes desuden, at histo-

grammet for P&L er venstreskav. Det skyldes, at der med de parametre vi har benyttet forekommer
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langt sterre spring nedad end opad.’® Nér markedet gar ned, er der en tendens til P&L bliver nega-
tivt, hvilket vi forklarer neermere 1 afsnit 10.3. Selvom delta hedgen med NIG modellen ikke synes
at veere sa god, sd har den dog langt faerre af de store tab i intervallet -3 og -1 1 forhold til 0-hedgen,
der ellers opforer sig pd nogenlunde samme made som for Black Scholes modellen.

I Figur 10.3 ses P&L for Heston modellen.

Figur 10.3

Simuleret P&L for Heston
200

180 -
160 -

140 -
120 | | Kontinuert
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W 0-Hedge
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Figur 10.3 viser et histogram for P&L med kontinuerte, daglige og ugentlige rebalanceringer for Heston modellen samt

0-hedgen. o8

Det ses, at effekten af “kontinuerte” rebalanceringer 1 forhold til at rebalancere dagligt eller ugent-
ligt er mindre end i Black Scholes modellen. Dette skyldes, at det ikke muligt at foretage en perfekt
delta hedge, da delta hedgen ikke kan fange begge risikokilder i et marked, der felger Heston mo-
dellen. I betragtning af, at vi kun hedger med én risikokilde, synes vi at P&L resultatet for Heston
modellen er pant, iseer nir det sammenlignes med det tilsvarende resultat for NIG modellen. Det

ses, at 0-Hedgen opferer sig pa nogenlunde samme méde som for Black Scholes.

% Den underliggende NIG-fordeling der generer stojen er venstreskaev
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10.2 Empirisk undersogelse af daglige P&L

I dette afsnit undersegger vi hvor gode vores 3 modeller er til at replikere optioner pa dagsbasis givet
alle kriteriefunktionerne.® Den bagvedliggende hedgingprocedure og det resulterende daglige P&L
ses i Tabel 10.3. Vi beregner den daglige P&L ud fra, at vi investerer 1$ i hver option.

Tabel 10.3

Tid ¢ Tid ¢ +1

Selg for 1 $ af option: f,/f, Keb option tilbage: — f,,,/ f;

Indlén pa “bankbog”: —1 Heev pé "bankbog”™: e

Indgé lang futures kontrakt: —1/f,-A. -0 Selg futures kontrakt: A, / /,
Sum: 0 P&Ly, =\¢"f,~ fin + A, )/ I

Ideen er altsd, at man hver dag gar kort i en option og lang 1 den replikerende portefolje, samtidig
med at man lukker positionerne fra den forrige dag ned. Vi beregner den daglige P&L for 13 korte,
8 mellemlange og 4 lange optioner. Hver dag velges strikeverdierne K saledes at moneyness for-
bliver omtrent det samme for hver af de 25 optioner over tid.

Det viser sig, at middelverdierne for de daglige P&L er meget tet pd 0, hvilket betyder, at standard-
afvigelsen for de daglige P&L er et mél for den gennemsnitlige absolutte afvigelse fra 0. Vi bereg-
ner derfor standardafvigelsen for de daglige P&L for hver moneyness gruppe over alle dage, for at
se hvilken optionsmodel der er bedst til at replikere optionerne over en halvarlig periode. Vi medta-

ger samtidig den langt simplere hedging strategi, 0-Hedge, hvor vi s@tter A, =0. Den daglige P&L

for den korte optionsserie 7/ som funktion af moneyness ses 1 Figur 10.4.

8 Anvendt kode og Excelark med data og grafer ses i mappen ”Kalibrering af parametre og empiriske
P&L” .
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Figur 10.4
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Figur 10.4 viser standardafvigelsen for de daglige PL for alle optionsmodeller og kriteriefunktioner for Tl. De gu-

le/rode farver er Heston modellen, de bld/lille er NIG modellen og den gronne er Black Scholes modellen.*”°

De daglige P&L ser primert ud til at athaenge af moneyness, hvor standardafvigelsen for P&L er
storst for out-of-the-money optionerne, mens at-the-money optionerne har den laveste standardafvi-
gelse. Det ses desuden, at standardafvigelsen for P&L er storre for out-of-the-money calloptionerne
end for de tilsvarende out-of-the-money putoptioner. Det kan forklares ved at anskue standardafvi-

gelsen for de normerede optionspriser®', hvilket vi har plottet for alle 3 optionsserier i folgende fi-

gur.

¢ 'Standardafvigelsen for de normerede optionspriser' =




Figur 10.5

Standardafvigelsen for de normerede optionspriser
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I Figur 10.5 vises standardafvigelsen for de normerede optionspriser for T1, T2 og T3.%*

For alle 3 optionsserier ses det, at standardafvigelsen for de normerede optionspriser er storre for
out-of-the-money optioner end for at-the-money optioner. Standardafvigelsen er isar storst for out-
of-the-money calloptionerne. Det ses at vere helt i overensstemmelse med standardafvigelsen for
P&L for den korte optionsserie jf. Figur 10.4. Der geelder altsa, at jo lavere standardafvigelsen for
de normerede optionspriser er, jo lettere har optionsmodellerne ved at replikere optionen, hvilket
giver en mindre standardafvigelse pd P&L. Det bemarkes endvidere, at standardafvigelsen pa de
normerede optionspriser i Figur 10.5 ses at falde jo l&ngere optionen har til udleb.

For den korte optionsserie er standardafvigelsen for de normerede optionspriser for de 2 leengst out-
of-the-money calloptioner tilsyneladende sa hgj, at ingen af optionsmodellerne kan hedge optioner-
ne bedre end 0-hedgen, hvilket ses i Figur 10.4. I Figur 10.4 ses det desuden, at NIG modellen giver
den hgjeste standardafvigelse for P&L for alle optionerne, og er altsa den dérligste af alle modeller-
ne til at hedge med. Det ses, at Heston modellen giver en lavere standardafvigelse for P&L end
Black Scholes for alle optioner undtagen out-of-the-money putoptionen, hvor de giver nogenlunde
samme resultat. Det bemerkes, at NIG og Heston modellernes P&L for de forskellige kriteriefunk-
tioner er omtrent det samme, og der er ikke én af kriteriefunktionerne der er markant bedre end de
andre.

Figur 10.6 viser standardafvigelsen for P&L for den mellemlange optionsserie 72 som funktion af

moneyness:

62 Figuren ses i underarket “Options_t1” i Excelarket, ”Data.x1s”
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Figur 10.6

Standardafvigelse for daglig P&L for T2
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Figur 10.6 viser standardafvigelsen for den daglige PL for alle optionsmodeller og kriteriefunktioner for T2.

Standardafvigelsen for P&L er generelt lavere for disse optioner, der har lidt leengere lobetid end
dem 1 Figur 10.4. Dette er 1 overensstemmelse med standardafvigelsen for de normerede optionspri-
ser 1 Figur 10.5, der ogsé falder nar lebetiden stiger. For 72 1 Figur 10.6 har optionsmodellerne altsa
lettere ved at replikere optionerne og de giver ogsa et bedre P&L resultat end 0-Hedgen. For denne
gruppe optioner er Heston modellen igen generelt den bedste model til at hedge med. Black Scholes
modellen klarer sig dog bedre end Heston modellen for de 2 out-of-the-money calloptioner. NIG
modellen er igen den model, der giver de klart darligste resultater. Vi ser her at Kriteriefunktion 4
giver det marginalt bedste resultat for Heston modellen.

Figur 10.7 viser standardafvigelsen for P&L for den lange optionsserie 73 som funktion af money-

ness:
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Figur 10.7

Standardafvigelse for daglig P&L for T3
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Figur 10.6 viser standardafvigelsen for den daglige PL for alle optionsmodeller og kriteriefunktioner for T3. ©°

I Figur 10.6 har vi ikke medtaget 0-Hedgen, da dennes standardafvigelse for P&L er langt sterre
end for optionsmodellerne. For denne gruppe optioner klarer Black Scholes modellen sig bedre end
Heston modellen, mens NIG modellen igen er den dérligste. I Kalibreringsafsnittet fandt vi, at
Heston modellen var bedst til at prisfastsaette de mest likvide optioner, mens den blev darligere for
optioner med lavere likviditet, hvilket er gaeldende for de lange optioner. Dette hanger tydeligt
sammen med P&L resultaterne. Ud fra ovenstdende virker det som om Heston modellen replikerer
de likvide optioner bedst, mens Black Scholes modellen er bedst til at replikere de mere illikvide
optioner. Vi dog ikke konkludere at dette geelder generelt, idet resultatet kan vare specifikt for vo-
res markedssituation.

Tabel 10.4 viser de gennemsnitlige standardafvigelser for P&L for alle optioner:

Tabel 10.4

Hest KF1 |Hest KF2 | Hest KF3 | Hest KF4 | NIG KF1 | NIG KF2 |NIG KF3 |NIG KF4 | BS

0,086362 |0,084068 |0,088178 |0,082713 [0,126611 |0,127277 [0,128819 [0,128546 |0,09315

Det ses generelt, at det er Kriteriefunktion 4 og Kriteriefunktion 2 for Heston modellen der giver de
bedste resultater. Vi bemarker, at Kriteriefunktion 2 var den model, der opndede den hgjeste Score i
Kalibreringsafsnittet. Forskellene i P&L resultaterne for Kriteriefunktionerne er dog s& sma, at man

ikke generelt kan sige, at den ene Kriteriefunktion er bedre end den anden til at hedge med. Heston
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modellen vil til enhver vare at foretraekke frem for NIG modellen, og for langt de fleste optioner er

Heston modellen ogsa bedre end Black Scholes modellen.

10.3 Empirisk undersegelse af P&L nér optionerne holdes til udleb

I dette afsnit underseger vi hvor godt vores 3 modeller replikerer 20 optioner fra den korte og mel-
lemste optionsserie over hele deres lobetid 7" med start d. 01-10-08. Vi tager udgangspunkt 1 hed-
ging proceduren i Tabel 9.1 hvor vi holder den replikerende portefelje og en option til ud-
lobstidspunktet 7 og sammenligner her deres P&L jf. (10.1). Da vi kun har 6 maneders data, felger
vi ikke den lange optionsserie 73 til udleb. I forrige afsnit s& vi, at der ikke er meget forskel pa,
hvilken kriteriefunktion vi benytter, og vi har derfor i denne undersegelse kun medtaget parametre,
der er kalibreret med Kriteriefunktion 2.

Safremt markedet var komplet, og vi rebalancerede kontinuert, skulle P&L vare 0, da a&ndringen i
optionsprisen og &ndringen i den replikerende portefolje si var ens. Da vi kun rebalancerer dagligt,
er vi altid bagefter” markedet og kan jevnfer simulationsstudiet ikke forvente et P&L pa 0, uanset
om markedet er komplet eller ej. Vores datasaet indeholder de verste fald under finanskrisen
2008/2009, og markedet er altsa generelt gdet markant ned i vores datasat. I et marked der generelt
gér nedad md man forvente, at den replikerende portefolje altid har en for stor delta position 1 det
underliggende aktiv til at kunne replikere perfekt. I et nedadgdende marked falder vardien af cal-
loptioner, mens verdien af putoptioner stiger, men den replikerende portefolje for calloptioner fal-
der for meget, og den replikerende portefolje for putoptioner stiger for lidt, hvilket Figur 10.8 viser.
Figur 10.8

Verdi
A
Put
} P&L<0
Put (ren
Call r} P&I.<0
Call (re
» Tid
t1 ty

I et nedadgéende marked vil P&L for en strategi med en lang position i den replikerende portefolje
og en kort position i optionen altsé blive negativ for bdde put- og calloptioner. Nedenstdende tabel

viser situationen i Figur 10.8 med et tal-eksempel.
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Tabel 10.5

Tid S delta | Reppf | option | P&L
0 100 0,62 14,23 14,23 0
0,2 80 0,29 1,89
= 0,4 60 0,03 -3,91
© 0,6 80 0,17 -3,52
0,8 40 0,00 -10,24
1 10 0,00 -10,77 0,00 -10,77
0 100 -0,38 9,35 9,35
0,2 80 -0,71 16,96
= 0,4 60 -0,97 31,47
A 0,6 80 -0,84 12,94
0,8 40 -1,00 46,88
1 10 -1,00 79,29 | 90,00 | -10,71

Tabellens veerdier er beregnet ud fra Black Scholes modellen med K = 100, r = 0,05, o =0,3.

I Figur 10.9 og Figur 10.10 plotter vi P&L ved udlebstidspunktet for de 20 korte og mellemste opti-
oner fra d. 01-10-08. Pa begge plots far vi, som man kunne forvente, at modellerne udelukkende
giver negative P&L. Vi tilfejer desuden 0-Hedgen, hvor man aldrig investerer noget 1 det underlig-
gende aktiv. Det bemerkes at 0-Hedgen for 7'/ giver positive verdier i de tilfelde hvor optionen

ender out-of-the-money, idet der her bare er tale om forrentningen, P&L =e’" .

Formalet med at replikere er at fa et P&L sd numerisk lavt som muligt, og selvom 0-Hedgen for
optionsserien 7/ giver positive verdier for K =1175 til K =1350 er dette altsa ikke ensbetydende
med at 0-Hedgen er bedst. For optionsserien 7/ finder vi, at Heston modellen er den bedste model
at hedge med for 11 af de 12 optioner i forhold til Black Scholes og NIG. Kun for put optionen
K =700, der starter langt out-of-the-money, taber Heston modellen til de to andre modeller. For
K >950 er Heston modellen bedre end 0-Hedgen, men 0-Hedgen er bedre end Heston modellen for
K <950. For K =950 er P&L for 0-Hedgen og Heston modellen nesten ens, sa samlet set er
Heston modellen bedre end 0-Hedgen 1 9 til 10 af de 12 tilfelde.

NIG modellen er den verste af vores 3 modeller og giver kun det bedste resultat af de 3 modeller
for netop K =700. I forhold til 0-Hedgen er det dog bedre at hedge med NIG modellen i 8 af de 12

tilfeelde. Black Scholes placerer sig resultatmaessigt mellem Heston og NIG modellen.

121



Figur 10.9
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1 Figur 10.9 viser P&L ved udlobstidspunktet for de 20 korte optioner (T1) fra d. 01-10-08 for Black Scholes, NIG og

Heston modellen.”

For den mellemlange optionsserie 72 i1 Figur 10.10 ses det tydeligt, at Heston modellen er suverant
den bedste efterfulgt af Black Scholes modellen. Begge modeller slar 0-Hedgen for hele serien. For
denne serie ses det, at pd trods af at NIG modellen igen klarer sig darligst af de 3 modeller, klarer
den sig trods alt bedre end 0-Hedge i de fleste tilfeelde.

Figur 10.10
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1 Figur 10.10 viser P&L ved udlobstidspunktet for de 20 mellemlange optioner (T2) fra d. 01-10-08 for Black Scholes,
NIG og Heston modellen.*®

5 Anvendt kode og Excelark med data og grafer ses i mappen “Kalibrering af parametre og empiriske

P&L™.
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10.4 Diskussion

Begge vores empiriske P&L undersggelser viser, at Heston modellen generelt er den bedste model
til at replikere en option med. Den daglige P&L undersagelse tyder dog pa, at Black Scholes model-
len er at foretraekke, hvis det er illikvide optioner der skal replikeres, men man skal vare varsom
med at generalisere dette resultat. Vores gennemgang har fokuseret pa P&L for enkelte optioner.
Man kunne argumentere for, at det var bedre at se pa portefoljer af optioner, da det er mere reali-
stisk, at en udsteder udbyder en portefolje af forskellige optioner jf. afsnit 9.3. Ser man pa de aggre-
gerede P&L, svarende til P&L for en portefolje, finder vi stadig, at Heston modellen er den bedste
model. Vi har som navnt valgt kun at anskue P&L for enkelte optioner for at f4 et mere nuanceret

billede af P&L for optionerne.

Vi vurderer, at NIG modellen klarer sig s& darligt, da den ikke kan tage hejde for at afkastene ikke
er uafthengige jf. afsnit 3.4. Spergsmaélet er, om man kunne fa bedre delta hedging resultater med
NIG modellen, hvis man kalibrerede den for hver lgbetid, idet vi 1 afsnit 8.5bemarkede, at NIG
modellen fittede de enkelte optionsserier tilnaermelsesvis perfekt. Rebonato viser (Rebonato, 2004,
s. 125-129), at brugen af en enkelt volatilitet i Black Scholes modellen for en portefolje af optioner
giver nesten lige sd smé hedging fejl, som metoden hvor man bruger de implicitte volatiliteter. Vi
har derfor arsag til at tro, at de marginalt anderledes NIG parametre man fr, nr man fitter til en
enkelt optionsserie, ikke har den store effekt pA NIG modellens hedging resultater for en portefolje
af optioner. Dette understottes af vores empiriske delta hedging resultater. Da vi far samme konklu-
sion i sammenligningen af de 3 optionsmodeller, uanset om vi benytter de stabile parametre fra Kri-
teriefunktion 4 eller de ustabile parametre fra Kriteriefunktion 3, tyder det pa, at NIG modellens
delta hedge ikke kan forbedres vasentligt ved at kalibrere parametrene ud fra en enkelt optionsserie.

Da en sadan fremgangsméde desuden er teoretisk ukorrekt, undlader vi at undersege den nermere.

123



11 Konklusion

I denne kandidatopgave har vi undersogt effekten af at @endre Black Scholes modellens antagelse
om, at det underliggende aktiv folger en geometrisk brownsk bevagelse med konstante parametre
for drift og volatilitet. Til dette formél indferer vi NIG modellen og Hestons stokastiske volatilitets
model. Igennem hele opgaven benytter vi Black Scholes modellen som benchmark for, hvor succes-
fulde de to andre modeller er. P4 trods af, at der er stor forskel pa, hvordan man indferer en NIG og
en Heston model, foler vi, at det er lykkedes os at lave en ensartet teoretisk gennemgang af de to
modeller. I vores undersogelse af hvordan de 3 modeller fitter empiriske fordelinger af logafkast
viser det sig, at de aggregerede parametre for Heston modellen er suveraent de bedste til at fitte lo-
gatkast for forskellige verdier af 7. Dette giver en indikation om, at Heston modellen muligvis er
bedre til at delta hedge med end de to andre modeller. Den ensartede teoretiske gennemgang gor det
muligt for os at formulere en generel optionsmodel, hvori alle de 3 modeller passer. Ved brug af

den generelle optionsmodel viser vi, at forskellen imellem de 3 modeller, er maden hvormed de

fastsatter P(ln(K /S, ),Q i ) NIG og Heston modellen fastsztter ofte P(ln(K /S, ),Q j) meget ens og

deres resultater afviger fra P(ln(K /S, ),Qj) for Black Scholes modellen. P& baggrund af dette kun-

ne man fristes til at tro, at NIG og Heston modellerne ville give ensartede hedging resultater. Dette

er dog ikke tilfeeldet. Pa grund af antagelsen om korrelation imellem Heston modellens to risikokil-
der, er vi nedt til at justere delta for Heston modellen, og indferer derfor sterrelsen & . Da vi fin-

der, at 6;1“/ for Heston modellen og A g for NIG modellen ikke er ens, indikerer det, at de to mo-

deller naeppe giver ensartede hedging resultater.

For at veere 1 stand til at ssmmenligne de 3 modeller benytter vi optionsdata for perioden d. 01-10-
08 til d. 31-03-09 trukket 1 Bloomberg. Idet vi selv trekker datasattet, og ikke far det leveret fra en
ekstern kilde, der kan bekrafte at deres data er korrekte, er vi nedt til at stille os kritisk til kvaliteten
af vores data. Vi har filtreret datasattet i forhold til strikemonomicity og lavet en simpel test for
arbitrage for at sikre os, at data er trukket korrekt, og at data ikke er i strid med normale markedsan-
tagelser. Det resulterende dataset overfylder kravet om strikemonotinicity og arbitragefri markeder
og er altsa konsistent, hvilket tyder pa at det er trukket korrekt. Fordelen ved ikke at bruge et data-
st fra en ekstern kilde er, at vi kan garantere, at der ikke er foretaget yderligere tiltag, der kan have
effekt pa vores efterfolgende undersogelser. Ved kalibrering ensker vi at se bort fra likviditetseffek-
ter og undersgger derfor Volume samt Open Interest, med henblik pa at finde de mest likvide optio-

ner. Ud fra Volume og Open Interest kunne man argumentere for, at vi ikke burde have medtaget
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den lange optionsserie 73. Det har vi dog alligevel valgt at gere, da vi ensker at vide, hvordan de 3
modeller klarer lange lobetider.

Vi har kalibreret de 3 modeller til det fundne datasat ved brug af 4 forskellige kriteriefunktioner.
Uanset valget af kriteriefunktion finder vi, at NIG modellen systematisk rammer de observerede
priser darligt, mens Heston modellen klarer sig vaesentligt bedre. Problemet for NIG modellen lader
igen til at veere, at modellen ikke kan tage hojde for forskellige lobetider 7, hvilket stemmer overens
med det vi fandt, da vi fittede modellen i forhold til empiriske logafkast under P-mélet. Heston mo-
dellen har nogle dérlige dage, men vi far generelt paene resultater. Vi ser, at NIG og Heston model-
lerne har sveaert ved at fange illikvide optioner, hvilket serligt ses for den lange optionsserie, der
som navnt ofte er illikvid.

I vores gennemgang af teorien for kalibrering forklarer vi, at kalibreringsproblemet er det inverse til
prisfastsattelsesproblemet. Da kalibreringsproblemet er ill-posed, kalibrerer vi de 3 modellers pa-
rametrene ud fra 4 forskellige kriteriefunktioner, der hver giver et estimat for ”goodness of fit”. Vi
benytter 4 forskellige kriteriefunktioner, da det er vigtigt, at vores sammenligning af de 3 options-
modeller ikke athanger af, hvilken kriteriefunktion vi har kalibreret med. Vores kalibrering med de
forskellige kriteriefunktioner giver forskellige egenskaber for de kalibrerede parametre sasom antal
overskridelser af bid ask spand, parameterstabilitet mv. Dette giver en indikation om betydningen
af at se pa flere kriteriefunktioner, hvis vi skal vurdere de 3 modeller i forhold til hinanden, uden at
resultatet athaenger af et arbitreert valgt kriterium for ”goodness of fit”.

Vores delta hedge simuleringsstudie for hver af de 3 modeller, givet at markedet opferer sig som
den tilsvarende model foreskriver, viser som forventet, at det kun er for Black Scholes modellen, at
P&L gar mod 0 nér rebalanceringerne sattes op. Dette skyldes som navnt, at Black Scholes model-
len er den eneste af de 3 modeller, hvor markedet er komplet. Simulationsstudiet viser, at hyppighe-
den af rebalanceringer ikke har den store effekt pa P&L for NIG modellen, hvilket formentligt skyl-
des, at den overdeves af effekten af store spring. For Heston modellen viser simulationsstudiet, at
P&L formindskes, men at det ikke gar mod 0, nér hyppigheden af rebalanceringer oges.

Béade den empiriske undersoegelse af de daglige P&L samt P&L nar optionerne holdes til udlgb vi-
ser, at Heston modellen generelt er den bedste og NIG modellen den verste, til at hedge med, uan-
set valget af kriteriefunktion. Den daglige P&L undersogelse tyder dog pé, at Black Scholes model-
len er at foretreekke, hvis det er illikvide optioner der skal replikeres, men man skal vere varsom
med at generalisere dette resultat. I lyset af at Black Scholes modellen er den mest simple af de 3

modeller, forstdr man godt modellens popularitet, idet den giver nasten lige sd gode delta hedging
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resultater som Heston modellen. Uanset hvilken model man valger, er det dog bedre at hedge end at
lade vere, idet alle 3 modeller generelt slar 0-Hedgen. Vi finder en klar sammenhang mellem stan-
dardafvigelsen pd P&L og standardafvigelsen pd de normerede optionspriser, hvilket forklarer,
hvorfor P&L er forskellig for optionerne.

Safremt man lavede en portefolje af alle de undersegte optioner, ville Heston modellen give det
bedste resultat efterfulgt af Black Scholes modellen og med NIG modellen som den darligste mo-
del. Det faktum, at kriteriefunktionerne ikke har nogen indflydelse pé, hvilken model vi vurderer
som den bedste, tyder pa, at resultatet kan antages for veerende generelt geeldende. For perioder hvor
markedet ikke er ligesa volatilt som den periode vi har behandlet, forventer vi dog at resultaterne

bliver mindre udpraegede.
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12 Perspektivering

Vi vil i det folgende give forslag til interessante udbygninger og anvendelser, som vi grundet vores
afgrensning ikke har medtaget.

I vores opgave benytter vi en lokal optimeringsalgoritme, primart ud fra en vurdering om, at en
mere sofistikeret model ikke vil have nogen indflydelse pa vores sammenligning af de 3 modeller.
En implementering af en global segealgoritme sdsom ASA® kunne sikre, at de kalibrerede para-
metre faktisk er optimale. I henhold til vores opgave kunne det vere interessant, at have brugt en
sddan global algoritme til at finde et startget for den lokale optimeringsalgoritme.

Eksotiske produkter, hvortil der ikke eksisterer nogle priser i markedet, ses ofte prisfastsat ud fra en
model kalibreret til likvide europaiske optioner. Det kunne have veret interessant at benytte vores
kalibrerede modeller til sddan et formél.

Hvis vores implementering skulle bruges kommercielt, kunne vi med fordel have sat os ind i fourier
transformation, der er en vasentligt hurtigere made at beregne Heston integralet pd, end den vi har
implementeret.

Endeligt kunne det have varet interessant at medtage endnu mere komplicerede modeller. Vores
opgave slutter af med at konkludere, at udvidelsen til Hestons stokastiske volatilitetsmodel er en
succes, og at NIG modellen er en fiasko. Spergsmalet er, om man kunne lave en endnu bedre NIG
model ved at tilfgje stokastisk volatilitet eller en endnu bedre Heston model ved at tilfgje spring. |
litteraturen findes talrige eksempler péd en rekke forskellige NIG modeller med forskellige proces-
ser for volatiliteten. Et eksempel der specielt har fanget vores interesse er implementeringen af en
CIR proces for volatiliteten i en model hvor logafkastene folger en NIG fordeling, s& denne model
har samme proces for volatiliteten som Heston modellen. Modellen er beskrevet af Schoutens
(Schoutens & Symens, 2002), og virker lovende. Tilfgjelsen af spring i Heston modellen forer ek-
sempelvis til Bates modellen (Bates, 1996), der ligesom Heston modellen er meget populer i littera-

turen.

% Adaptive Simulated Annealing
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A Appendiks: Den momentgenererende funktion

A.1 Den momentgenererende funktion for normalfordelingen

Vi udleder den momentgenererende funktion for normalfordelingen:

M(2)= Elexp(zxX)= [ exp(xz)ﬁexp[_ %}zx o

(A.1)

0 1 x*+u’ = 2xu—2x0’z
M(z) = J:OO Ny exp(— = dx

Vi ensker nu x* + > —2xu—2x0’z pa formen (x—G(z, 11,0)) + R(z, 11,0), séledes vi kan traekke
konstanten exp(— R(z, 11,0°)/26) udenfor integralet. Integranden der er tilbage er sa tacthedsfunkti-
onen for en normalfordeling med middelveerdi G(z, 4,0 og varians &, hvor vi ved at integralet
for |-oo,+o0 giver 1. Vi finder G(z, ,5) og R(z, u1,0):
x? + 4 =2xu—2x0%z=(x-Glz, ;1,0)) +R(z, 1t,0) =
~ox(u+0%2)+ 1i? = Gz, u0 ) —2xG(z, p1,0)+ R(z, p1.0) < (A.2)
(ﬂ + 0-22)2 - 2x(,u + azz)+ ut - (,u + 022)2 =Gz, 11,0 —2xG(z, 11,6)+ R(z, 1,5)
Der ma sa galde:
Gz, p,0)=p+o’z
Rz pu0)= i’ —(u+0’zf & Rz p,0)= > —i” —2uc’z -0’z & (A3)
R(z,p1,0) = 2p0% — o'

Vi indsatter (A.3) i den momentgenererende funktion:

M) IZ;GXP(— (x=G(z, 4,0)) + Rz, 1, G)J e

o2 207

R R s

g\ 271 207

(A.4)

1 o 1
M(z):exp(w+50222jjm O_zmexp[— g

M(z)= exp(,w +%ojzzj
Den momentgenererende funktion for normalfordelingen er séledes givet ved (A.4).
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A.2 NIG fordelingen

Vi udleder den momentgenererende funktion for NIG fordelingen:

(e) = Holer)= ool L a5+ (e o

SaK, (a\/gu(x—_ﬂ)z ) (A.5)
e = el = ()

Vi benytter nu, at integralet for taethedsfunktionen for NIG fordelingen med parametrene

NIG(a, B+ z, 11,6) for |-oo,+00] giver 1, hvor vi definerer y. =+/a* —(B+z) :

J.+oo5aexp oy, + ,B+z)(x ,u l(am)dxa

57+ (x—p)
ol (2 (2 L),
=exploy. ,B+z;l.[_wexp pB+z)x) ﬁm X < (A.6)
o+ . )= ol 2y L =)
Vi substituerer nu (A.6) ind i den momentgenererende funktion:
sk (a7 a7 )
dx &

AN+ (x—p) (A7)
M (z)=exp(Sy — pu)exp(f+2)u—o7.) =
M(z)=explpz +5(y-7.))

Den momentgenererende funktion for NIG fordelingen er séledes givet ved (A.7).

dx

M(z) = exp(6y - Bu)| exp((8 + 2)x)
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B Appendiks: Udledning af udtryk til Esscher transformation

Vi vil herunder vise, at der geelder M (1, t; h) =M (1,1; h)’ . Forst anskuer vi den stokastiske proces:

X’:(X’_X’“JJ{X”%_X“JJ“'J{X[_Xoj (B.1)

Idet processen, X, er stationzr og har uath@ngige tilvaekster har X, , —X, . kan vi med ud-
t —t

n n

gangspunkt i (B.1) omskrive den tilherende momentgenererende funktion:

n

z 2 [Xrﬁrli _Xnﬂ
- 4 —t
= n

n

/Y:HH‘r _Xﬂ, ]

(B.2)

j =le ez[

Da X

n+l-i n—i
—t

X, . har samme fordeling som X
t

t/n?>

fas det, at den momentgenererende funktion kan

n n

skrives som:
M(zt)= Bl | (B3)
Da n blot betegner antallet af inddelinger af X, , kan vi frit s&tte n = ¢, hvilket giver folgende reduk-
tion:
M(zt)= E[e | & M(z,0)= M(z,1) (B.4)
Det ses, at et tilsvarende resultat geelder for den modificerede momentgenererende funktion:

M(z + h,t)
M(h,t)

M(z+h,1Y)

M(z,t;h)= M)

& M(z,th)= & M(z,t:h)=M(z,;h)  (B.5)

Vi har s hermed vist, at M(z,t;7)=M(z,; /) .
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C Appendiks: Volume og Open Interest

Tabel C.1a og Tabel C.1b

Open Open
S&P 500 =1003,35 Volume |Interest S&P 500 =1003,35 Volume |Interest
SPX 12/08 P500 Index | 586 12189 SPX 03/09 C900 Index |117 4124
SPX 12/08 P525 Index |N/A 10 SPX 03/09 C925 Index | N/A 2
SPX 12/08 P550 Index |N/A 2 SPX 03/09 C950 Index |N/A 4190
SPX 12/08 P575 Index | 600 1708 SPX 03/09 C975 Index |N/A N/A
SPX 12/08 P600 Index |1612 142755 SPX 03/09 C1000 Index |3923 4833
SPX 12/08 P625 Index |N/A 5051 SPX 03/09 C1025 Index |34 340
SPX 12/08 P650 Index |4 455 SPX 03/09 C1050 Index |1142 3858
SPX 12/08 P675 Index | 5002 N/A SPX 03/09 C1075 Index |1141 2991
SPX 12/08 P700 Index |3166 54214 SPX 03/09 C1100 Index |4516 7192
SPX 12/08 P725 Index |N/A 4254 SPX 03/09 C1125 Index |45 1784
SPX 12/08 P750 Index |528 18766 SPX 03/09 C1150 Index |226 24367
SPX 12/08 P775 Index |N/A 310 SPX 03/09 C1175 Index |31 5087
SPX 12/08 P800 Index |9046 122019 SPX 03/09 C1200 Index |2267 25600
SPX 12/08 P825 Index |N/A 570 SPX 03/09 C1225 Index |N/A 8856
SPX 12/08 P850 Index | 12050 59061 SPX 03/09 C1250 Index |70 18530
SPX 12/08 P875 Index |8521 27315
SPX 12/08 P900 Index |24644 90951
SPX 12/08 P925 Index | 1000 16880
SPX 12/08 P950 Index |56168 71190
SPX 12/08 P975 Index | 17558 15049
SPX 12/08 P1000 Index | 5068 134851
SPX 12/08 P1025 Index | 515 47354
SPX 12/08 P1050 Index | 5111 136887
SPX 12/08 P1075 Index | 2657 43293
SPX 12/08 P1100 Index | 15131 143852

Tabel C.1a og Tabel C.1b viser Volume samt Open Interest for to optionsserier. Til venstre ses putoptioner d. 13. okto-
ber 2008 med udlob pa december 2008 svarende til en lobetid i intervallet 0,5-3,5 mdaneder hvor S&P500 indekset hav-
de en veerdi pd 1003,35. Til hajre ses calloptioner d.13. oktober 2008 med udlob marts 2009 svarende til en lobetid i
intervallet 3,5-6,5 maneder hvor S&P500 indekset havde en veerdi pa 1003,35. De to optioner omkring at-the-money er

markeret med blat.
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D Appendiks: Nedvendige resultater for Heston modellen

D.1 Diffusionsled
Vi vil vise, at der gelder felgende (Munk, Fixed Incom Analysis: Securities, Pricing, and

management, 2003):

(dt) =0, dtdw, =0,(dW,) = dt og dW,'dW? = pdt (D.1)
(dr):
Da dt er en infinitesimal @ndring i ¢ er den som udgangspunkt forsvindende lille, hvilket betyder at

man kan ignorere den og altsé satte (dt)2 =0.

dtdw,:

Der gelder, at W, folger en standardiseret brownsk bevagelse og har folgende fordeling:
W, ~ N(0,t)

dW, ma s have folgende fordeling: dW, =W, —W,_, ~ N(0,dt).

Vi udleder nu middelverdi og varians for dtdW :

Eldtaw, = dtE[dW,]=0
var(ddW, )= di’ var(dW,)=0

=0

Da var(dtdW,)=0 kan man antage, at dtdW, = E[dtdW,] og det folger derfor at dtdW, =0.

(am,):

Vi udleder nu middelveerdi og varians for (dW, )’ :

Ellam, ] = var(aw,)~ E[aw } = ar

varl(aw, Y )= var(ew, -aow, )= (e var(w, ) = (de) var(y?)= (at) 2.

Da vi har, at (dt)2 =0 gaelder der, at Var(d w? ): 0 og det er altsa i orden at satte:

aw? = Elaw?| =ar.
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aw'dw?
Vi anskuer sammenhangen mellem dW,' og dW;: dW? = pdW, ++/1- p*dW'. Der gelder, at

. a .
dW' og dW,' er uafhangige og har fordelingen, dW,'=dW,' ~ N(0,dt).

t

. o - 2 1 1
Vi kan sé vise, atdW,” har samme momenter som dW, og dW, :

Elaw?)= Elpaw; + 1= ai; |= pelaw; |+ 1= o Elaii; ]= 0

D.2
Var(dVKz)= Var(pa’l/Vtl +4/1= pdef/tl)= o’ Var(thl)Jr (1 -p’ )Var(th})= dt (b2
Vi finder nu momenterne for dW,'dW;” :
E[thldW,z]= E[thl(det1 +4/1 —pdef/tl)J: pvar(thl)+ N1-p° cov(dW,l,de/,l)= pdt 03)

Var(a’I/tha’Wt2 ) = Var(dW,1 (Pthl +J1=p*dW! )): o’ Var((th1 )2)+ (1 -p° )Var(dW,lde/tl)
Vi fandt ovenfor, at Var((afW,l )2)= 2(dt)’ = 0. Vi finder Var(dW;lde/tl):
varlaw'aW!)= Ellaw;aii; ¥ |- Elaw;an, | = Ellaw; ¥ [a|aii f |=de =0 0.4

Der galder derfor:

varldw,dw? )= p*-0+(1- p*)-0=0 (D.5)
Der gelder saledes, at Var(dW;ldle): 0. Man kan altsa stte E[dW,lthz] =dW'dW? = pdt . Det

bemerkes desuden, at cov(d w',dw;? ) =F [d w'd W,z] :

For at opsummere har vi altsa:

(dt)’ =0, dtdw, =0,(dW,)’ = dt og dW'dW = pdt (D.6)
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D.2 Udledning af df for Heston modellen

Vi benytter Ito’s lemma i 2 variable til at finde df ud fra processerne dS; og dV, jf. Heston model-

len:®

df(t,S,,v,)= fdt+ade+ade laf(ars)z 1af(V)2

o'f
LV, —2—dSdV, (D.7
ot oS ov, 20S; 2007 (D.7)

oV,os,

t
For at reducere ovenstdende udtryk ger vi brug af folgende vigtige storrelser, som vi udleder 1 ap-

pendiks D.1: (dt)’ =0, dtdW =0, (dW,) = dt og dW'dW;* = pdt .

Ved brug af ovenstiende storrelser beregner vi 2. ordens leddene, (dS, ) og (a7, )’ samt dS,dV til:

(ds, = (rSde + v, saw; | =r2s? (iza)_i V.S dw! + 2,82V, dtaw; <

) “ 0 (D.8)
ds,y =v,S’dt
( [) =t

(av, =" (0" =V, Mt + o[V, am? F " (0" -, ) ( (@), aw 2 (0=, Jo JV, e

=0 =dt =0

(@v,) =o’V,dt (D.9)

ds,av, =(S,de+ v, 8,aw} i (0" - v, Mt + oV, dw? ) =
ds,dv, =rS,c" (0" -V, )@ﬁ 18,0V, dtdW} + [V, S,k (0" =V, )W, + S,0V,dW, W <

=0 =0 =0 =pdt
dS,dv, = SoV, pdt (D.10)

Ved indsattelse af ovenstadende fas, at df er givet ved:

f 10°f > 1 f o’ f o o
dr(e,S,. s+ 9L gy S,ov,p ldt+Las, + L ay,
f65.7,)= (Ot 2887 T astorr O [t g Bty @ (DD

t t

t

_ I
sx=(x'x2 + . dX,'dX/ | se (Hansen, 2004, s. 36)
( )’ ot ZGX’ i ;6X ‘ox,’
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D.3 Udledning af PDE’en for Heston modellen
Vi vil nu finde prisen for en call og en put option, der er skrevet pd det underliggende aktiv, S. Pri-
sen pa optionen athanger saledes af S, og idet vi her antager, at S er givet ved Hestons stokastiske
volatilitetsmodel, sa er prisen pa optionen bestemt ud fra processen for S samt processen for volati-
liteten af logafkastet, V.

ds, = uS,dt + SV, aw;

D.12
dv, = k(0 -V,)dt + o[V, aw;} (12

Vi definerer en portefolje som indeholder det underliggende aktiv, S og to afledte aktiver,

£,(S,V.t) og f,(S,V,t), der hver afhanger af S, V og :
= f(S.V,t)-Af,(S,V,t)-A,S (D.13)

Zndringen i portefoljen over dt er sd givet ved:

dil = df,(S,V,t)— Adf,(S,V,t)— AdS <

2
:(% LNy L0 oy O, pSo*V}dt+%dSt+%th—

ot 2552 2aV2 sl

2 2
A, 9,19 CthSt2+laf220'2V+ zfzsz oV |dt— A afzds - A, 8f2dV A,dS,
or 288 20V oS*ov ' os Lov

(D.14)

Udledningen af df, (S , V,z‘) og df, (S, V,t) kan ses i appendiks D.2 ligning (D.11). Vi reducerer nu
udtrykket for dI1 og substituerer udtrykkene for dS og dV ind:

:(% 10 e (10N oy O, oSaV Ms(i— 2)+K(9—V)%jdt

o 2 8S2 2017 os’ov?

o, 10°f,, 2, 10°f; -, Of, o, o,
- V.S®+— V+ SoV + uS—=+x(@-V)=—= |dt
[& 2ot STty gt OV iy SO TS s KO-V ) (D.15)
o _, 9 (9 af >
| LA AL SNV AW +| - A 2 oV aw,
(as L as A2 4
%f—/

1 2
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Vi ensker, at eliminere portefaljens risiko med hensyn til dW,' og dW,. Det betyder, at der skal

galde:

oV lov : aV o
%_AI%_AZ@AZ % %.6]”1/(%2
oS oS oS oS ov/ oV

(D.16)

Nér vi indsaetter veegtene ma der geelde, at udviklingen i portefeljen er risikoftri over tid, saledes
dI1 = rT1dt = r(£,(S,V,t)— A, £5(S,V,t)— A,S)dt . Det benytter vi sammen med vaegtene til at redu-

cere (D.15) og vi far:

a9, 15f1 32 10°f, o’ f, of, df,
— +— o’V + V+x(@-V —rf,+rS——
o Taast S oo OV asrorr P50 w0V )i+ oS

o

ov
o, | 16]:2 ) 1af22 _— afzzpsmx(a V)af2 A (D.17)
ot 208 2 0V 4 05 _ 4(s,v.1)

9%

ov

Vi bemerker, at y -leddet forsvinder. Det ses, at det eneste forskel der optraeder pa de to sider af
lighedstegnet, er, at der pa den ene side anskues det afledte aktiv, f,, mens der pa den anden side
anskues det afledte aktiv, f, . Det betyder, at uanset hvilke afledte aktiver vi havde anskuet, ville vi
have faet denne sammenhang og det betyder, at vi kan satte hver side af ligningen lig /I(S , V,t),
der er en funktion af S,) og t. Vi kan sd omskrive ligningen til at anskue et hvilken som helst af-

ledt aktiv, f(S,V,t):

o 1Oy 10 o2 f of f
g oV + SoV +(c(0=V)=A(S. V) Dt rSTomrf (D18
ataas S astor2 ¢ (0 -7)-A( ))aV rSog =7 (D18)

Der gelder altsa, at PDE’en skal vere opfyldt af ethvert afledt aktiv, f (S ,V,t), der udelukkende

athaenger af S,V og¢.
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E Appendiks: Granse for a i NIG modellen under Q

Fra (5.31) ved vi, at f under Q er givet ved:

5 - 1 or-p a’ 1
5 —uY 4 E.1
1+ (r ﬂj &1
o
Vi foretager substitutionen y = 4 ;u og reducerer udtrykket for g til:
. 1 a’ 1
=—=+ —— E.2
B ==+ N1s e (E.2)

For at f er et reelt tal skal der gelde folgende restriktion om « :

2

1 1 1
@ 2——20<:>0{22—(1+y2):>a2—1/1+y2 (E.3)
I+y° 4 4 2

Desuden ved vi fra (3.11), at der ogsa skal gelde restriktionen o > |ﬂ , hvilket er ensbetydende

med:

PR SN SSRGS A
Y 1+y> 4 27 1+y> 4| (E4)

1 2

Vi undersoger forst 1. Restriktionen ses altid at vare opfyldt for y <0, sd vi kan antage i nedensta-

ende reduktion, at y > 0:

1 a1 1Y v 1, , 1y 1,
a>——+y ——=la+—| > -y oa ta+—> T =
2) T1+y’ 4 47 1+y> 4

(E.5)

? 1 1 1 1,

a’ l—y—2 ta+—>-——y oo’ ~|+at+—>-—y

I+y 4 4 1+y 4 4

Vi kreever, at a > % 1+ y* , s& ovenstdende ulighed er altid opfyldt.

Viundersgger nu 2.

a>——l+ o 1 <:>a>l— o . (E.6)
121 "2 N1 4 '

137



Restriktionen ses altid vaere opfyldt for y > 0, da vi krever o > %W/I +y* . Vi antager i den folgen-

de reduktion, at z =—y og z >0 som felge af, at vi kan antage y <0:

2 2 2 2
azl—y < —l<:>azl+z e —lc(a—lj Zzz(a —ljc

2 1+y2 4 2 1+z* 4 2 1+z* 4
2 2 2
0{2—05+1220(2—lzz<:>052 — - P Y DI (E.7)
4 1+z 4 1+z 4 4

| 1
d=1-4 1+z%)~=1-1=0 E.8
—e2), (E3)

Uligheden har altsa kun en lgsning som er o > %wll +y°.

Vi opsummerer og far:

1 _
1 opfyldt ndr « > %1/1 +y* ,hvor y= % (E.9)

r—u a

5 _ 2
()
1)

5

a>

<:>a2—l+
2
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F Appendiks: Forholdet mellem A;.A; og A, samt 55" .5;" og 5"
1(9.4) finder vi A for Black Scholes og NIG modellen:

@,

dSt =g (Fl)

Vikan sé finde A, ,da S, = e*’(T*’)Ft < dS,/dF, = ¢ og der geelder derfor jf. keedereglen:

o _dds
dF,  dS, dF, f

—r(T—t)

=Age (F.2)
Ligeledes kan A findes ved keedereglen, da der gelder S, = e _’)S“t < dS, / dSA’, =T,

af _ df ds, —alr=1)
G Y DA, =Age
ds, ds,d4s, % (E.3)

Vi viser desuden forholdet mellem A, og A ud fra S =e " NIE o 4s, / dF, = ¢ -l

df df ds (r-q W71
- = _r = A . e q F.4
dE dSt dE F M ( )
Der gaelder altsé ud fra (F.2), (F.3) og (F.4) at:

Ay =g = A 0 E5)
For Heston modellen med stokastisk volatilitet er forholdet mellem &g og ;" jf. (9.16):

Y=f(x1,x2), X :St(Ft):Ft 'e_r(T_t)a Xy = Vt('xl)
oY _ of (x,,x,) ox, N of (x,,x,) ox, ox, o oY ox, oY

SR APy
ox, OF  ox, ox, 0F oF oF s, | "

—r(T—t)é*é\/[V (F.6)

t

Pé samme kan det sé vises, at der analogt til Black Scholes og NIG modellen gelder:

5;2W _ 5;[4Ve7q(1"7t)

’ (F.7)

5}/%4’/ _ 5S{‘Z4Ve—(r—q)-(T—f)
Vi far sa, at:

511%/11/ _ 6;\:1Ve—r(T—t) _ 5;:\4Ve—(r7q)(T—t) (F8)

t
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G Appendiks: Monte Carlo simulering

I det folgende beskriver vi, hvilken Monte Carlo simulationsmetode vi har benyttet for de 3 opti-

onsmodeller til at simulere det underliggende 1 aktiv, S. Det antages, at S ikke udbetaler dividende.

G.1 Black Scholes modellen

For Black Scholes er S givet ved den geometriske brownske bevagelse jf. (3.6):
ds, = S,rdt + S,0dW, (G.1)

Det kan sa vises givet Ito lemma (Hull, 2005, s. 273), at S til tidspunkt 7 er givet ved:
1
S, =S, exp((r —562 jT + aﬁW] , hvor W ~ N(0,1) (G.2)

Ved at generere normerede normalfordelte variable, kan vi simulere det underliggende aktiv, S, til

udlebstidspunktet 7.
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G.2 NIG modellen
Hvis logafkastet er NIG fordelt gelder der analogt til Black Scholes modellen, at S til tidspunkt 7 er
givet ved (Rasmus, 2006, s. 6 og s. 35):

S, =S, exp(X,), hvor X, ~ NIG(a,,B*,,uT, éT) (G.3)

Der geelder, at f° er defineret jf. (5.31). Den NIG fordelte variabel, X, ~ NIG(a, S, ul,or ) kan
sa genereres ved folgende procedure (Glasserman, 2003, s. 145-147):

azé, b:(a-é‘)2

Y

o= (p)

Generer: V ~ y;
E=a-V

Y:a~(5+£+ 5-(5+£]j
2 4

S (G.4)
=

_5+Yﬁﬁ—@ﬁ
Generer: U ~ Unif(O,l)

. b
if:U>psaYy=—

P Y
Generer: W ~ N (0,1)
X, =u+ Y +JYw
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G.3 Heston modellen
For Heston modellen er processen for S og V under Q jf. (5.35) og (5.36) givet ved:
ds, = rS,dt +S,.JV,aw;

av, = (0" =V, Jdt + o.[V,aw? (63

Nedenstdende procedure viser hvorledes S simuleres for i = {0, At,...,T }, hvor vi har foretaget en

simpel Euler diskretisering af processen for V' (Gatheral, 2006, s. 21):

Generer: Wl.1 ~N (O,l)

S =S50 =7, Jo T,
Generer: W, ~ N (0,1)

W: = pW' +\1-p*W,
N A R A R A AT

(G.6)

v
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H Appendiks: Problemer med bid-ask spaend

Sterrelsen pé bid-ask spendene er hverken en absolut sterrelse eller en procentdel af optionsprisen.
Ofte tilhorer det mindste bid-ask spand 1 absolutte storrelser den billigste option og det sterste bid-
ask spaend den dyreste, men det er imidlertid ikke altid tilfeldet. Nedenstdende tabel illustrerer

hvordan bid-ask spandet opferer sig for den korte optionsserie pa udvalgte dage.

Tabel H.1

12-11-2008 PUT ATM Call

BID 19/6,8 |18,2|129,2|/42 |50,2|60,3 |50,2|38,2|21 |91 (3,714
ASK 2,6(7,7 |19,6|29,7|45,7|54,3|64,2 |54,141,5/23,8(11,1|3,8|2

Spaend 0,7|/09 1,4 |05 [3,7 |41 |39 |39 |33 |28 |2 0,1]0,6

Tabel H.1 viser bid-ask spand for d. 12-11-2008 hvor uregelmassigheder er markeret med redt.
Bid-ask spandene er ikke nedvendigvis forkerte, fordi de opforer sig som 1 Tabel H.1, og skal alts&
ikke filtreres bort. For at undga udsving for de enkelte dage, kunne man vegte med det gennemsnit-
lige bid-ask sp@nd for forskellige niveauer af moneyness og pd den mide fa nogle statiske vagte.

Det er dog ikke noget vi vil g mere i dybden med.
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