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Abstract

The objective of this thesis is to derive and implement a model for bilateral coun-
terparty risk valuation with application to credit default swaps (CDS). The model will
take it to account the possibility of wrong-way risk through correlation.

The derivation of the model consists mainly of the derivation of the formulas for
the bilateral risk credit value adjustment, and the value of a CDS. Both formulas are
derived as the risk neutral valuation of an expected cash flow. The two formulas are
combined to give the formula the bilateral risk credit value adjustment with application
to CDS (BR-CVA-CDS). A default model is also needed. The defaults are modeled with
a Cox process for each of the parties in the CDS. The correlation in default between
the parties of the CDS is made through the exponential trigger variables of the Cox
process.

The implementation of the model is done with Monte Carlo simulation. First the
defaults are simulated for the three parties. If the investor or the counterpart is the
first to default, valuation of the CDS is done, given the default. Calculating the value
of the CDS, requires derived copula functions and Fourier inversion. In the end the the
average, of a sufficiently large simulation, will approximately give the bilateral credit
value adjustment.

For the implementation of the model to be possible, approximation of the model
has to be made, in order to get the computational time down to a sufficient level. But
even though the time to calculate a 1000 simulations, varies from three to nineteen
hours. This means, even with a faster computer and better programming, that the
model will not be able to price in real time. Because of the computational difficulties,
the significance of the error, made by the approximations, is not fully investigated in
this thesis.

The effect correlation of the parties in the model, on the BR-CVA-CDS differs from
nothing to a lot, depending on the value of the correlation, and who is correlated. The
correlation can be both a positive and a negative to the BR-CVA-CDS, meaning that
there is both wrong- and right-way risk.

The effect that the investor goes from being considered risk free to risky, has gener-
ally a lowering effect on the investors BR-CVA-CDS. The effect can become so great,
that the BR-CVA-CDS becomes negative for the investor.
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1 Indledning

Kreditrisiko er traditionelt blevet betragtet som lanerisiko!, det veere sig banklan, ob-
ligation, kreditkort, etc.. Dvs. risikoen for at en rentebetaling, eller tilbagebetaling af
hovedstolen ikke modtages®. Lanerisikoen er derfor en ensidet modpartsrisiko, da det
kun er langiveren, der har mulighed for tab.

At veerdifastseette kreditrisikoen pa produkter med envejsbetalinger, sasom lan og
obligationer, er relativt simpelt®. Som det siges i Gregory[6]* ”one simply needs to
account for the default when discounting the cash flow and add any default payment”.

Anderledes star det til med owver-the-counter (OTC) derivater, hvor der ofte er
tovejsbetalinger. Betalinger der bade kan veere faste, variable og betingede. Denne ofte
stgrre variation i betalingerne betyder, at der er stor usikkerhed i veerdien af et OTC
derivat, og at veerdien bade kan veaere positiv og negativ. Dette resulterer i, at det bliver
sveerere at veerdifastseette ens krediteksponeringen overfor den anden part i kontrakten.

Traditionelt er modpartsrisiko blevet karakteriseret som kreditrisikoen mellem de-
rivat modparter®. Modpartsrisikoen bestar af to dele: Kreditrisiko og markedsrisiko®.
Med kreditrisikoen menes, risikoen for at kreditkvaliteten hos en af de to parter for-
ringes i lgbet af kontraktens lgbetid. Markedsrisikoen er risikoen for, at veerdien af
derivatet forringes i lgbet af kontraktens lgbetid. Hvor det er relativt enkelt at udregne
modpartsrisikoen pa lan og obligationer, er det noget mere komplekst nar det drejer
sig om at udregne modpartsrisikoen pa et OTC derivat. Dette skyldes at usikkerheden,
om den fremtidige veerdi af et OTC derivat, er stgrre’.

Markedet for OTC derivater er praeget af fi meget store finansielle institutioner®.
Disse blev for krisen betragtet som too-big-to-fail, hvilket betyder at i tilfeelde af fal-
lit, vil fallitten have sa stor en betydning for samfundsgkonomien, at en regering ville
ga ind og redde den finansielle institution, og derved forhindre fallit og tab for per-
soner og organisationer med udestaender. Too-big-to-fail illusion betgd, at for mange

LGregoryl6], p. 17
20’Kane|[14], p. 31
3Gregory|6], p. 169
4p. 169
5Gregory|6], p. 9
6Gregory|6], p. 10
"Gregory[6], p. 17
8Gregory|6], p. 8

)
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modparter, blev risikoen for fallit betragtet som veerende nul, eller nezesten nul®. Dette
medfgrte at modpartsrisiko ofte blev betragtet og prisfastsat unilateralt. Metoder til at
veerdiansaette dette er lavet i bla. [2] og [3]. Efter finanskrisens start med JP Morgan
Chase’s overtagelse af Bear Stearns og Lehman Brothers krak i 2008, har synet pa store
finansielle institutioner som risikofrie dog sendret sig. Det har derfor vist sig veeret brug
for modeller, der prisfastsatte modpartrisiko bilateralt, i stedet for unilateralt.

I dette speciale vil jeg se neermere pa justeringen bilaterale modpartsrisiko (BR-
CVA) pa CDS’er. CDS kontrakten er lidt speciel i fht. til modpartsrisiko. Dette skyldes
at en CDS kontrakt kan bruges til at hedge ens modpartsrisiko, men i det at man indgar
kontrakten opstar der ny modpartsrisiko overfor den part man har indgaet kontrakten
med!’. Dette betyder ogsa, at da CDS kontrakten har kreditrisiko som det veesentligste
element i dens prisfastsaettelse, sa vil en atheengighed mellem en af de to parter og
den underliggende reference i CDS kontrakten, kunne resultere i wrong-way risk, der er
den negative sammenheeng mellem kreditkvalitet og eksponering[6]!!. Dette betyder, at
korrelationen vil have en central betydning for veerdien af modpartsrisiko.

Der er lavet forskellige modeller for prisfastsaettelse af BR-CVA, hvor der tages hgjde
for wrong-way risk, bl.a. Brigo & Capponi[l] (2009), der opseetter og analyserer BR-
CVA med ifh. til CDS’er. Den bilaterale model, de bruger, er en videreudvikling af den
unilaterale model foreslaet af Brigo & Chourdaki[2] (2008).

1.1 Problemformulering

Den finansielle krise har i hgj grad har sat fokus pa vigtigheden af modpartsrisiko, og
isaer bilateral modpartsrisiko, hvor fokus tidligere har veeret pa det unilaterale tilfeelde.
Det er derfor vigtigt at have en model, der kan kvantificere risikoen og derved veerdi-
ansaette den bilaterale modpartsrisiko. Da Wrong-way risk kan veere gdeliggende, hvis
den bliver ignoreret!?, er det vigtigt modellen kan tage hgjde for eventuel korrelation
mellem CDS kontraktens parter.

Mit formal med dette speciale bliver derfor er at undersgge folgende.

Hvordan er det muligt at udlede og implementere en model til verdiansaet-
telse af justeringen for bilateral modpartsrisiko vedrorende en CDS med et
givet spread. Modellen skal inkludere mulighed for fallit hos bade investor
og modpart, samt indarbejde muligheden for korrelation mellem CDS kon-
traktens to parter og den underliggende referencen. Desuden undersgges om
modellen er tilstraekkelig hurtig og tilstrekkelig precis til at vere anvendelig.

Den implementerede model anvendes desuden til at analysere hvilken betydning
korrelationen mellem CDS kontraktens to parter og den underliggende referencen, har

9Gregory|6], p. 24
0Gregory[6], p. 9
Hp. 203
12Gregoryl6], p. 203



for veerdifastsaettelsen af den bilaterale modpartsrisikoen, samt at analysere hvilken
betydning det har for veerdianseettelsen af den bilaterale modpartsrisiko, at den ene af
CDS kontraktens to parter gar fra at blive betragtet som risikofri til at blive betragtet
som risikofyldt.

1.2 Metode

Der findes forskellige metoder til at modellere BR-CVA med wrong-way risk. En metode
er at tage en model der ikke tager hgjde for wrong-way risk og sa justere den ved at
bruge en tommelfingerregel'®. Tommelfingerreglen kunne besta i at justere fx fallitsand-
synligheden eller veerdien ved fallit. Fordelen ved denne metode er at den er nem og
implementere, da den bygger pa en justering af en mere simpel model. Problemet er at
det kun er en tilnsermelse ad det korrekte resultat. En anden og mere korrekt metode!?,
er at betragte eksponering til det underliggende OTC derivat, i mit tilfeelde en CDS,
og sandsynligheden for fallit hos en af de to parter i kontrakten, og sa kvantificere en
forholdet mellem dem. Denne metode er mere korrekt end den fgrste, men den kraever
ogsa en ny udledning af modellen og den er desuden meget mere beregningstung . En
sadan model er blevet foreslaet af Brigo og Capponi[l] (2009). Jeg vil i denne opgave
tage udgangspunkt i deres model.

En alternativ model til Brigo og Capponi[l] (2009) kunne veere en metode hvor
Markovkaeder bliver brugt til at modellere fallitter. Dette er gjort af Crépey et al.[15]
for udregning af modpartsrisiko for en CDS'®. T stedet for at se pa modpartsrisikoen
pa et enkelt produkt, er der ogsa mulighed for at se pa veerdien af modpartsrisiko i en
portefglje.

Det fgrste der er ngdvendigt for at kunne implementere den valgte model, er at
lave en risikoneutral udledning af den generelle formel for BR-CVA, og formlen for
en CDS. Begge udledninger tager deres udgangspunkt i den forventede veerdi et cash
flow. Udledningen af veerdien af CDS kontrakten, vil blive lavet sa den tager hgjde for
kreditrisikoen hos de to parter der har indgaet kontrakten. Til sidst skabes sa et udtryk
for justeringen i modpartsrisiko for hhv. en receiver (BR-CVA-CDS,) og payer CDS
(BR-CVA-CDS,).

Metoden jeg vil bruge til implementeringen af modellen sker med Monte Carlo si-
mulering. Dette betyder at jeg simulerer fallitter hos de to involverede parter og den
underliggende reference. Hvis en af de to parter i kontrakten gar fallit som den fgrste i
lpbet af CDS kontraktens lgbetid, udregnes veerdien af CDS, givet fallitten. Veaerdien af
tabet pa CDS kontrakten diskonteres sa tilbage til udgangstidspunktet. Gennemsnittet
af et tilstraekkeligt stort antal simuleringer, vil sa give den faktiske veerdi af BR-CVA-
CDS. Valget af Monte Carlo til implementering skyldes, at det er en enkel made at

13Gregoryl[6], p. 208

4 Gregoryl[6], p. 208

5Modellen er lavet til at udregne unilateral modpartsrisiko. Det er beskrevet at den ret enkelt kan
udvides til at betragte bilateral modpartsrisiko



implementere modellen for udregning af BR-CVA-CDS. Det er dog vigtigt at holde for
gje, at det kun er en approksimation af det "korrekte’resultat. For at fa en tilstraek-
kelig preecist resultat, kreever Monte Carlo simulation et stort antal simuleringer, da
resultatets varians ellers kan blive for stor. Det store antal simuleringer kan veere meget
beregningskraevende og udregningen kan derved komme til at tage lang tid, hvilket kan
betyde at modellen i praksis ikke er brugbar.

Metoden til at simulere fallitter er vigtig for Monte Carlo simulationen. Der kun-
ne bruges strukturelle modeller som fx Merton eller Black-Cox, eller en Markovkeaede
model. Jeg har dog valgt at bruge en en Cox proces model, preaesenteret af Lando[5]
(1998). Valget af modellen skyldes at modellen kan bruges til at beregne et fremtidig
fallit pa et ukendt tidspunkt, modellen er desuden fleksibel i fht. sendringer i intensi-
tetsprocessen, og variable som fx recovery. Modellen er i dag meget en meget udbredt
model til modellering af fallitter og er brugt i bl.a. [1], [2], [4] og [14]. I Cox processen
skal der bruges en model for intensitetsprocessen. Der kan bruges flere forskellige bl.a.
Vasicek. Jeg veelger at bruge Cox-Ingersoll-Ross (CIR), da denne sikrer at intensitets-
processen aldrig bliver negativ. Der laves en tilfgjelse til CIR processen, sa den mere
praecist kan tilpasses markedsdata. For at sikre korrelation mellem de to parter i CDS
kontrakten og den underliggende reference, korreleres de eksponentialfordelte variab-
le i Cox processen. Dette ggre ved Cholesky dekomponering, der er en enkel made at
skabe korrelerede stokastiske variable, der kan dog opsta problemer med metoden hvis
korrelationsmatricen ikke er positiv semidefinit.

Det, at finde en veerdi af en CDS givet fallit hos en af to parter der har indgaet
kontrakten, er ikke lige til at implementere. Formlen kraever bade udregning af en for-
delingsfunktion og udregning af en betinget overlevelsessandsynlighed. Fordelingsfunk-
tionen udregnes ved hjelp Fourier inversion, som praesenteret af Schmelzle[24] (2010).
Udregningen af de betingede overlevelsessandsynligheder, sker ved ved brug af afledte
Gaussian Copula funktioner.

Fokus i specialet er pa implementeringen af den udledte model. Dette indebzere at se
pa de approksimationer der er ngdvendige at lave, i tht. den praktiske implementering
og beregningstiden.

Modellen er lavet sa den kan tilpasses markedet, men der vil ikke i specialet blive lagt
veegt pa en empirisk undersggelse af modellen. Der vil dog blive lavet en sammenligning,
hvor der ses pa betydning af at investor gar fra at veere blive betragtet som risikofri,
til risikofyldt.

Der vil veere antagelser og forsimplinger der ggr at modellen ikke ngdvendigvis passer
overens med markedspraksis for veerdifastsaettelse af en CDS. Laeseren vil lgbende blive
informeret om disse, nar det er relevant. Antagelserne og forsimplingerne er ngdvendige,
men har ofte ikke betydning for forstaelse af det som specialet prgver at afklare.



2 Introduktion til kreditderivater

Da CDS’en er et kreditderivat vil jeg introducere disse. Jeg vil kort definere, hvad et
kreditderivat er, og vise de mest almindelige. Jeg vil beskrive udviklingen i markedet
for kreditderivater. Til sidst vil jeg beskrive, hvad der menes med en kredit begivenhed,
og jeg vil viser hvordan udviklingen i kredit begivenheder har veeret over tid og for
forskellige rating.

2.1 Hvad er kredit derivater

Et kreditderivat er et bilateralt produkt, dvs. en aftale mellem to parter, der er afledt
af kreditrisikoen pa et eller flere specificerede referenceaktiver. Ved at indga i et kredit-
derivat kan man overfgre elementer af kreditrisikoen fra et underliggende produkt fra
den ene part til den anden. Den enhed der har udstedt referenceaktivet har ikke noget
med kreditderivaterne at ggre, og er derfor ikke bekendt med specifikke handler. Det
vigtigste og mest kendte produkt er en credit default swap (CDS), som bliver beskrevet
i kapitel 4.

Man kan dele kredit derivater op i to forskellige produkt typer, produkter der er
funded og produkter der er unfunded. Et unfunded er et produkt hvor der ikke laves en
upfront betaling!®, fgr finanskrisen var CDS kontrakter typisk uden en unpront betaling,
og var derfor unfunded. Et eksemplet pa et produkt der er funded, er fx en Credit Linked
Note.

Der findes mange forskellige kreditderivater, nedenunder er der en liste der viser de
mest almindelige. De er her delt op i funded og unfunded produkter

16Lehman Brothers[20]



Funded
e Credit linked note
e Synthetic Collateralised Debt Obligation
e Constant Proportion Debt Obligation

e Synthetic Constant Proportion Portfolio In-
surance

Unfunded

Credit default swap

Total return swap

Constant maturity credit default swap
First to Default Credit Default Swap
Portfolio Credit Default Swap
Secured Loan Credit Default Swap

Credit Default Swap on Asset Backed Securi-
ties

Credit default swaption
Recovery lock transaction
Credit Spread Option
CDS index products

Der er stor forskel pa hvor meget de enkelte produkter bliver handlet. For at illustrere
dette, ses nedenunder en graf der viser fordelingen af forskellige kreditderivater i 2006,

Swaptions;
0,80% _

Basket
products;
1,80%

Tranched index
trades; 7,60%

Qthers; 5,70%

Credit-linked
notes; 3,10%

Credit spread
options; 1,30%

Figur 2.1: Kreditderivaters markeds andel i procent malt pa hovedstolen

Som det kan ses i figuren, sa er CDS kontrakten det mest almindelige kreditderivat.

"BBA Credit Derivatives Report 2006



2.2 Kreditderivat markedet

Siden kreditderivaterne blev introduceret i 90’erne er der sket en enorm udvikling. Ikke
alene er maengden af forskellige produkter blevet stor, men markedet for kreditderivater
er blevet stort. Nedenfor ses en graf hvor man kan se udviklingen af CDS markedet
frem til forste halvar af 2010'®. Sammenlignet med markedet for US Treasuries og US
corporate bond, kan man se at der ar veret en langt stgrre stigning i markedet for
CDS kontrakter'®. Det kan ses at der frem til finanskrisens start var voldsom veckst
i markedetfor CDS’er. Efter finanskrisen indtraf er markedet faldet til ca. det halve,
hvilket dog stadig er stgrre end markedet for US Treasuries og US corporate bond til
sammen. Grunden til faldet kan i hgj grad skyldes at en meget stor del af de CDS’er der
var handlet, ikke var til afdaekning, men i stedet var spekulation?’. Da risikovilligheden
generelt er faldet kan det veere grunden til faldet i CDS markedet.

70,0000

50.000,0

50,0000 T

40.000,0 F —

30,0000 =

20,0000

10.000,0

e ——
—

e
0,0 T
1980 1985 1989 18593 18597 2001 2005 2009
mm | |5 Tresury — ===|J5 Corporate bond Credit Default Swaps

Figur 2.2: Udviklingen i den totale nominelle udestaende for CDS kontrakter. Tallene er mia.
USD.

Da kreditderivaterne blev introduceret, var det hovedsageligt bankerne, der brugte
dem til at afdaeckke deres kreditrisiko, som de havde pa deres lan og obligationer. De
kunne desuden bruge kreditderivaterne til bedre at administrere deres lovpligtige kapi-
talkrav. I 2006 bestod markedsdeltagerne hovedsageligt af banker, forsikringsselskaber
og hedgefonde, med banker som den mest betydelige markedsdeltager. Derudover er der
pensionskasser, investeringsforeninger og virksomheder i mindre grad?!

IBISDA Market Survey Data, 1987-2010. Lavet 30. juni 2010

9Securities Industry and Financial Markets Association Statistics, Q2 2011
2Ohttp: //www.bloomberg.com/apps/news?pid=newsarchive&sid=a0W1VTiv9q2A
2IBBA Credit Derivatives Report 2006
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2.3 Kredit begivenhed - Fallit

For at kunne forsta kreditrisiko, er det vigtigt at forsta, hvad det er, der menes, nar
der bliver sagt fallit. Ordet fallit bliver generelt brugt, hvor det ville veere mere korrekt
at kalde det for en kreditbegivenhed. En kreditbegivenhed er det juridisk korrekte ord,
for en begivenhed der udlgser CDS’en. For at fa en ide om hvad der gaelder som en
kreditbegivenhed, er der her nedenunder en tabel??, der beskriver de mest almindelige
kreditbegivenheder. Tabellen er delt ind i hard og soft. Hard betyder at det er alt
gaelden der forfalder. Det eneste soft tilfeelde der er, er restrukturering, her er det ikke
sikkert at veerdien af referenceaktivet bliver mindre veerd.

Credit event Hard or soft Description

Bankruptcy Hard Corporate becomes insolvent or is unable
to pay its debts. The bankruptcy event is
not relevant for sovereign issuers.

Failure to pay Hard Failure to the reference entity to make due
payments, taking into account some grace
period.

Obligation acceleration Hard Obligations have become due and payab-

le earlier than they would have been due
to default or other and have been accele-
rated. This event is used mostly in certain
emerging markets.

Obligation default Hard Obligations have become due and payable
prior to maturity. This event is hardly ever
used.

Repudiation/moratorium  Hard A reference entity or government authori-

ty rejects or challenges the validity of the
obligations. Used in emerging market sove-
reign CDS.

Restructuring Soft Changes in the debt obligations of the re-
ference creditor but excluding those that
are not associated with credit deterioration
such as a renegotiation of more favourable
terms.

Tabel 2.1: Beskrivelse af de mest almindelige og mest brugte kredit begivenheder[14]

Antallet af fallitter inden for en specifik periode kan variere rigtig meget over tid.
Dette er illustreret i figur 2.3, hvor det ses, at antallet af fallitter kan vaere mange et ar
og fa et andet. Det kan desuden ses af figuren, at rating, og derved kreditrisiko, haenger
sammen med antallet af fallitter. For virksomheder med Moody’s Caa-C rating, varierer
antallet af fallitter meget fra ar til ar. I 1975 var der, fx ingen der gik fallit, mens det
i 1984 var alle der gik fallit. Generelt kan det ses, at en darligere rating, og derved
implicit hgjere kreditrisiko, forer til flere fallitter. Hvis man fx kigger pa et ars fallitter,

2(’Kane[14], p. 87
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sa har der siden 1920 ikke veeret en eneste fallit inden for et ar hos en Moody’s AAA
rated virksomhed. Man skal dog huske pa at dette er historik og ikke er en garanti for
at en virksomhed der rated AAA ikke kan ga fallit inden for et ar.

100

20

80

70

— A EE
60

% 50

a0 H—

30 1 B

i:& A = P
- Sé:grc\/_/\ , ; ]

1970 1975 1980 1985 1995 2000 2005
Ar

Figur 2.3: Et ars fallitandele efter Moody’s rating klasser. Perioden 1970-2005[18]

Det er naturligt at jo leengere tidshorisont des stgrre bliver sandsynligheden for
at en virksomhed gar fallit. Dette kan ses i tabel 2.2 der viser den akkumulerede fal-
litsandsynlighed for virksomheder. Igen kan man se, at der kan veere stor forskel i den
akkumulerede fallitsandsynlighed alt aftheengig af hvilken rating et firma har.

Kumulative fallit sandsynlighed (%)

Rating Ar1 Ar2 Ar3 Ar4 Ar5 Ar6 Ar7 Ar8 Ar9 Ar1o
Aaa 0.00 0.00 000 0.04 009 014 020 021 0.21 0.21
Aa 0.01 002 005 013 020 026 029 033 0.35 0.41
A 0.02 0.11 0.27 042 056 0.72 0.8 1.00 1.14 1.24
Baa 0.21  0.60 1.08 1.66 222 277 328 3.72 4.11 4.55
Ba 1.31  3.61 6.34 897 11.13 1294 1449 1581 16.90 17.79
B 5.69 12,12 17.59 21.77 25.12 27.68 29.56 30.78 31.56 32.09
Caa-C 2098 30.27 36.12 39.50 41.23 42.15 42,59 42.88 43.08 43.26

Investment-Grade 0.08 023 044 069 093 116 137 155 1.72 1.88
Speculative-Grade  5.15 10.11 14.48 17.94 20.63 22.70 24.28 2543 26.26 26.87
All Corporates 174 348 506 637 743 829 897 9,50 991 10.26

Tabel 2.2: Gennemsnitlig kumulative fallit sandsynligheder. Beregnet manedligt i perioden
1983-2005[18]
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2.4 Recovery rate og loss given default

Nar der opstar en kreditbegivenhed hos en virksomhed, sa betyder det ikke, at alt,
hvad man har haft af udestaende hos den virksomhed, gar tabt. Afhengig af forskellige
faktorer, bla. hvilken kredit begivenhed det drejer sig om, far man mellem 0% og 100%
af sit udestaende tilbage. Den andel man far tilbage kaldes for recovery rate og vil i
denne opgave blive betegnet med R.

Der findes flere mader at opggre recovery pa. To mader at ggre det pa, er recove-
ry af markedsveerdi og af palydende veerdi?®. Ved recovery af markedsveerdi ser man
pa, veerdien af aktivet inden fallit og hvad det er bagefter. Pa den made kan man se
hvor meget recovery der er. Ved recovery af palydende vaerdi ser man pa, hvordan en
obligation priser efter en fallit i fht. til den palydende veerdi. Dette giver dog kun det
reelle tab, hvis obligationen inden handlede til kurs pari, men fordelen er, at man kun
behgver at kende vaerdien af obligationen efter fallitten.

For at fa et overblik over hvordan recovery kan varierer, er der herunder en tabel
der viser empirisk recovery data i ftht. lan og obligationer.

Seniority Debt  Number Median Mean Standard
of Debt type of issues recovery (%) recovery (%) deviation (%)
Senior secured Loans 155 73.00 68.50 24.4
Senior unsecured Loans 28 50.50 55.00 28.4
Senior secured Bonds 220 54.49 52.84 23.1
Senior unsecured Bonds 910 42.27 34.89 26.6
Senior subordinated Bonds 395 32.35 30.17 25.0
Subordinated Bonds 248 31.96 29.03 22.5

All bonds and loans 1909 40.05 34.31 24.9

Tabel 2.3: Empirisk estimerede recovery rates, Altman[22]

Recovery er ikke alene pavirket af typen af geeld og fallit, recovery kan ogsa veere
korreleret med det generelle niveau i antal af fallitter. Rent intuitivt er tanken, at hvis
det generelt gar darligt i gkonomien, sa er der generelt mindre kgbekraft og derfor vil
recovery veere mindre nar et firma gar fallit. Samtidig er tanken at nar det generelt gar
darligt i gkonomien, sa er der flere der gar fallit. Dette underbygges empirisk fra flere
steder bl.a. Altman[22] og Moody’s, som jeg herunder har to grafer fra. De viser, at der
er en negativ sammenhangen mellem fallitter og recovery.

Z3Landol[4]
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Figur 2.4: Korrelation mellem fallit og recovery[23]

Det er ikke alt tid at man ser pa hvad recovery er. I denne opgave vil det oftest
blive set pa veerdien der bliver tabt, som betegnes som loss given default (LGD), som

angiver den del der bliver tabt i tilfeelde af en fallit. Sammenhaengen mellem recovery
og LGD er

LGD=1-R

2.5 Wrong-way risk

Jeg vil i denne sektion, se pa hvad wrong-way risk er, og hvorfor det er et vigtigt begreb,
nar det drejer som om modpartsrisiko.

Wrong-way risk er det udtryk, man bruger til at indikere den ugnskede afhsengighed
mellem ens mulige tab og ens modaparts kreditkvalitet?*. Nar det drejer sig om BR-
CVA-CDS, sa vil det for investors side betyde, at fx en forringelse af kreditkvaliteten
hos modparten medfgrer en laver veerdi for CDS kontrakten. Sa ikke alene siger sand-
synligheden for at investor ikke modtager den fulde veerdi fra sin modpart i tilfeelde af
hans fallit. Ses dette i fht. at han sa skal ud og indga i den samme kontrakt med en ny
modpart, vil det veere dyrere. Et eksempel pa dette kunne veere at en systemisk vigtig
bank i et land, har indgaet i en CDS kontrakt, hvor referencen er meget eksponeret i
det pagaeldende land. Hvis den systemisk vigtige bank far forringet sin kredit kvalitet,
kan dette have negativ indflydelse pa veerdien af CDS, og dermed veere med til at gge
krediteksponeringen.

Pa samme made som der eksisterer wrong-way risk, ma der ogsa eksisterer right-way
risk, hvor afhaengigheden mellem det mulig tab og kreditkvaliteten er favorabelt?”.

24[6], p. 203
25[6], p. 203
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2.6 Notation og definitioner

Som afslutningen pa introduktionen til kreditderivater, vil jeg i dette afsnit komme gen-
nemga de indledende definitioner og den notation, som jeg vil bruge igennem opgaven.

Til at starte med skal jeg have styr pa de forskellige parter, som indgar i en aftale. I
en CDS kontrakt, som jeg vil beskaeftige mig med i denne opgave, er der tre parter. En
investor, en reference enhed og en modpart. Et eksempel pa dette kunne veere rederiet
J. Lauritzen (investor) der gerne vil beskytte sig mod et fallit af Royal Dutch Shell
(reference enhed) og derfor kgber en CDS pa Royal Dutch Shell hos Danske Markets
(modpart). For at ggre det overskueligt i formlerne gennem opgaven, vil jeg betegne de
tre parter med et fodnote tal, som beskrevet nedenunder.

Investor =70"
Reference =71"
Modpart =72"

Hele opgaven igennem, ser jeg ud fra investorens synsvinkel.

Udover at finde ud af hvem de enkelte parter i aftalen er, er det ogsa ngdvendigt at
holde styr pa fallittidspunkterne for parterne. For de tre parter, investoren, reference
enheden og modparten, vil det vaere hhv. 79, 7 og 5. Dvs. at tidspunktet for et fallit hos
fx investor bliver betegnet 7y. Tidspunktet T, er det tidspunkt hvor den underliggende
kontrakt udlgber, og derfor ogsa det sidste tidspunkt det er ngdvendigt at kigge pa.

For sandsynligheden for en fallit pa tidspunkt ¢ givet at der ikke har veeret fallit pa
tidspunkt ¢/, hvor ¢ > t/, er notationen

@(Ti > t|7’l > t/) = Q(t/,t)
og for specialtilfeeldet hvor ¢ = 0 er

Q(()?t) = @(Tz > t)

Prisfastseettelsen i denne opgave sker i sandsynlighedsrummet (2,G,G;, Q). G, er
filtreringen af informationen fra hele markedet inklusiv det risikoneutrale sandsynlig-
hedsmal Q og fallitter. F; og H; er underfiltreringer af G;. F; beskriver al informa-
tion i markedet uden kredit begivenheder og H; er filtreringen genereret af fallitter.
Hiy= {0 <u}V{m<u}V{rm <u}:u<t).

Jeg vil igennem opgaven bruge folgende notation E,(-) = E(:|G,)

NV (-) er nutidsveerdien af de fremtidige forpligtigelser/betalingsstrgmme.

D(u, s) er prisen for en nulkupon obligation pa tidspunkt u, med udlgb pa tidspunkt
S.

Cf(u, s) er veerdien af betalinger mellem u og s diskonteret tilbage til tidspunkt w.
Jeg vil i opgaven bruge Cy, nar der er tale om egentlige betalinger/cash flow. Nar det
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i hgjere grad handler om et produkt, som jo bare er veerdien af en betalinger, vil jeg
bruge II(u, s) der ogsa er veerdien af betalinger mellem u og s diskonteret tilbage til
tidspunkt u. Den tilsvarende tilbagediskonterede veerdi hvor der er taget hgjde for at
de to parter der har indgaet handlen kan ga fallit, betegner jeg med 17 (u, s)
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3 Bilateral modpartsrisiko

Formalet med dette afsnit er, at komme frem til et generelt udtryk for veerdien af
bilateral modpartsrisiko. Fgrst vil der vaere en introduktion til bilateral modpartsrisiko.
Der vil sa blive set nsermere pa det cash flow der er, for et bilateralt produkt i tilfeelde
af en fallit. Ud fra dette vil der blive udledt den generelle formel for prisfasasettelse med
bilateral modpartsrisiko. Dette vil til sidst blive brugt til at udlede den generelle formel
for veerdien af bilateral mdopartsrisiko.

3.1 Hyvad er bilateral modpartsrisiko

For at forsta hvad der menes med bilateral modpartsrisiko, er det forst ngdvendigt at
forsta, hvad der menes med modpartsrisiko. Modpartsrisiko er risikoen for at en part
i en kontrakt ikke modtager, det den anden part har lovet at betale. Dette kendes
fx fra obligationer, hvor kgberen af en obligation har risikoen for at udstederen af en
obligation ikke betaler. I dette tilfselde er der unilateral modpartsrisiko, da det kun
er ejeren af obligationen og ikke udsteder, der risikerer at miste sine penge. Nar det
handler om bilateral modpartsrisiko, sa handler det om kontrakter, hvor begge parter
risikerer tab, hvis modparten gar fallit. Eksempler pa sadanne produkter er er CDS
kontrakter, renteswaps, swaptioner, etc.. Hvis man ser pa fx CDS kontrakten, sa kan
veerdien af kontrakten bliver bade positiv og negativ for investor og modpart i lgbet
af kontraktens lgbetid. Veerdien af CDS kontrakten afhsenger af sandsynligheden for
at referencen gar fallit. Dette betyder, at kontrakten kan have positiv veerdi for en af
parterne pa tidspunktet, hvor den anden part gar fallit, hvilket kan have betydning for
veaerdien af kontrakten.

For en mere officiel definition er her ifglge Basel 11?6, Annex IV, 2/A definition af
modpartsrisiko

Counterparty Credit Risk (CCR) is the risk that the counterparty to a
transaction could default before the final settlement of the transaction’s
cash flows. An economic loss would occur if the transactions or portfolio
of transactions with the counterparty has a positive economic value at the

26Basel II er den anden af Basel aftalerne, der er anbefalinger lovgivning og regulering af banksek-
toren, lavet af Basel komiteen
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time of default.

Den forventede veerdi af et produkt pa tidspunkt ¢, er den forventede veerdi af pro-
duktet, hvor der ikke tages hgjde for modpartsrisiko, minus en justering for modparts-
risikoen, hvilket kaldes credit value adjustment (CVA), begge pa tidspunkt ¢. Nar CVA
bliver brugt bilateralt, bliver det kaldt bilateral risk credit value adjustment (BR-CVA).
Notationen bliver derfor

E,(T1°(t,T)) = E,(Il(t, T)) — BR— CV A
Udtrykket for BR-CVA bliver derfor
BR — CVA=E,I(t,T)) — E, (I (¢,T)) (3.1)

Man kan sige, at BR-CVA er den verdi en handel, hvor der ikke bliver taget hgjde
modpartsrisiko, skal have for netop at tage hgjde for modpartsrisiko.

Fgr finanskrisen blev CVA betragtet unilateralt?”, dvs. at man betragtede sig selv
som veerende risikofri. Dette betyder dog, at der opstar et problem, nar priserne hos
de to parter ikke vil blive ens, da begge partnere i sa fald ville kraeve et tillaeg til den
risikofrie pris, og man ville derfor fa en forskel i de to priser der var C'V Ay + C'V A,.
Dette er tilfeldet med BR-CVA. Hvis BR-CVA har veerdien X for den ene part vil
veerdien for den anden part veere —X. BR-CVA er ikke noget, der forst er blevet set
pa efter finanskrisen, som det kan ses i nedenstaende citat, er det bl.a. neevn i Basel 11,
Annex IV, 2/A.

Unlike a firm’s exposure to credit risk through a loan, where the exposure to
credit risk is unilateral and only the lending bank faces the risk of loss, CCR
creates a bilateral risk of loss: the market value of the transaction can be
positive or negative to either counterparty to the transaction. The market
value is uncertain and can vary over time with the movement of underlying
market factors.

3.2 Cash flow ved fallit

Nar der ses pa bilateral modpartsrisiko, ses der pa betydningen af, at enten investoren
eller modparten gar fallit inden den underliggende kontrakts udlgb, dvs. 7o < T eller
79 < T'. Derfor definere jeg

7 = min(7o, T2) (3.2)

Hvis 7 < T sa er der en fallit hos enten investoren eller modparten fgr den underliggende
kontrakt er udlgbet.

2TBrigo lecture notes[21]
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Hvis 7 > T betyder det at hverken investor eller modpart er gaet fallit i kontraktens
lgbetid, og at de derfor begge kan opfylde deres forpligtigelser ift. den underliggende
kontrakt. Det sendrer sig i det tilfeelde hvor 7 < T'. T dette tilfeelde vil enten investoren
eller modparten ikke kunne veere i stand til at opfylde sine forpligtigelser. Det er vigtigt,
at have styr pa hvem, der fogrst gar fallit og om NV (-) er positiv eller negativ. Dvs. at

NV(TZ) = ]ETi (Cf<7_7,7 T))a L= 07 2

Et eksempel kunne veere, at investor har positiv veerdi pa sin CDS. Hvis investor gar
fallit, sa vil han modtage den fulde veerdi fra sin modpart, men hvis det er modparten der
gar fallit, sa vil investor kun modtage recovery fraktionen af veerdien af CDS kontrakten.
I nedenstaende tabel kan man se de fire muligheder der opstar.

To=17<T

To=7<T

NV() <0

Investors cash flow er
—RyNV (1) til mod-
parten

investors cash flow er
—NV(72) til modpar-
ten

NV () > 0 | Investors cash flow er | investors cash flow
NV (7)) fra modpar- | RoNV (7)) fra mod-
ten parten

Her skal man lige laeegge meerke til, at der ikke tages hgjde for en cure periode. En cure
periode er perioden mellem fallit og tidspunktet en betalingen falder. I det tilfselde
at der er en cure periode, kan det betyde, at den part der ikke gar fallit til som den
forste, gar fallit i lgbet af cure perioden, hvilket der i sa fald ogsa skal tages hgjde for
i beregningerne.

Det er desuden veerd at laegge meerke til, at i tilfeeldet med en CDS hvor 7 <
min{t, T} sa betyder det at NV (t) =0, Vt > 7

Jeg vil nu definere de seks tilfeelde der er af kombinationer af fallitter hos investoren
og mordparten og udlgb af den underliggende kontrakt

A:{’TO STQ ST}
B:{TO STSTQ}

C:{TQ ST()ST}
D:{TQ STST@}

E={T <1 <n}

F :{T S D) S 7'0} (33)

Her er det vigtigt at bemeerke at maengderne A, . .., F er disjunkte og tilsammen udggr
de hele udfaldsrummet.

3.3 Den generelle formel for prisfastsaettelses med
bilateral modpartsrisiko

Jeg vil i denne sektion udlede en den generelle formel for prisfastsaettelse givet bilateral
modpartsrisiko. Hvilket jeg sa sammen med ligning (3.1), kan bruge til at finde BR-
CVA.
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3.3.1 Veardien af et produkt med bilateral modpartsrisiko
Produktets cash flowet kan deles op i fem tilfeelde.

1. Det fgrste tileelde er nar der ikke er nogen fallit hos investor eller hos modpart,
hvilket vil sige i tilfeeldene E og F. Veerdien af kontrakten pa tidspunkt ¢ er da
den tilbage diskonterede veerdi af betalingerne, dvs. C(¢,T')

2. Andet og tredje tilfeelde er nar modparten gar fallit som den forste, dvs. tilfseldene
C og D. Verdien af kontrakten pa tidspunkt ¢ er da betalinger op til fallitten,
C(t, m3) og betalingerne ved fallitten diskonteret tilbage til ¢. Veerdien af beta-
linger ved fallitten atheenger af om NV (7y) er positiv eller negativ

(a) Hvis NV (73) > 0 modtager investor kun recovery veerdien af NV (7z), dvs
RQNV(TQ)
(b) Hvis NV (1) < 0 betaler investor NV (73)

3. Fjerde og femte tilfaclde er, nar investor gar fallit som den forste, dvs. tilfaeldene
A og B. Verdien af kontrakten pa tidspunkt ¢ er da betalinger op til fallitten
C(t, 1), og veerdien af betalingerne ved fallitten diskonteret tilbage til . Veerdien
af betalingerne ved fallitten, atheenger af om NV (1) er positiv eller negativ

(a) Hvis NV (75) > 0 modtager investor NV ()
(b) Hvis NV (15) < 0 betaler investor kun recovery veerdien af NV (), dvs.
RoN V(T 0)

Jeg far derfor at den tilbagediskonterede veerdi af alle fremtidige betalinger bliver
givet ved fglgende ligning

I°(t,T) =1purCy(t,T)
+1cop(Cylt,m) + Dt ) (Re(NV (1)) = (= NV (7)) "))
+ laus (Cf(t> 70) + D(t, 7o) ((NV(TO))+ - RO( - NV(TO))+)) (3.4)
Det ses nemt at den forventede veerdi af (3.4) giver

E,(I°(t, 7)) =

E(1purCy(t,T)) (3.5a)
+E,(1eup (Cr(t, ) + D(t, ) (Ra(NV (1)) " — (= NV(n))"))) (3.5b)
+ By (Laug (Cr(t,70) + D(t,70) (NV (7)) T = Ro( — NV (7)) ")) (3.5¢)

Ligning (3.5) kan omskrives til den generelle formel for prisfastsaettelses med bila-
teral modpartsrisiko givet, at der pa tidspunkt ¢ endnu ikke har veeret et fallit.

E.(I°(t, 7)) =E,(IL(t, T))
+E(LGDy - Laug - D(t, 1) - [-NV(m)]")
—Ei(LGD; - leup - D(t,72) - [NV (12)] ) (3.6)

20



At ligning (3.5) er det samme som (3.6) er ikke helt intuitivt. Dette skal selvfglgelig
bevises, hvilket sker i naeste undersektion.

3.3.2 Bevis for den generelle formel for prisfastsaettelses med
bilateral modpartsrisiko
For at bevise at ligning (3.5) og (3.6) er de samme, tages der udgangspunkt i ligning
(3.6).
Forst bruges en omskrivning af II(¢,7"). Da det vides at ligningerne (3.3) dackker
alle de mulige scenarier der kan ske ift. fallitter, vides der ogsa fglgende

(t,T) = Cs(t,T)
= 1ausCs(t,T) + 1oupCy(t, T) + 1purCy(t, T) (3.7)
Ligning (3.6) kan omskrives sa
E,(I1°(¢,T)) =E,(IL(t, 7)) + E,(LGDy - Laup - D(t,70) - [-NV (10)]")
—E.(LGDs - leup - D(t, 1) - [NV (12)] )
=E,(II(t,T) + LGDy - Laug - D(t, 1) - [-NV (7o)]"
— LGDy - leup - D(t, 1) - [NV ()] ") (3.8)

Her indsatter sa ligning(3.7). Der laves en omskrivning hvor de dele, der hver iseer
har med AU B, CUD og EU F at ggre jeg samles hver for sig.

=E;(1ausCs(t, T) + 1cupCy(t, T) + 1pupCy(t,T)
+ LGDy - 1aup - D(t,m0) - [-NV (7o)]"
— LGDy - leup - D(t, 1) - [NV ()] ")
=E;(1purCy(t,T)
+ 1aupCs(t,T) + LGDy - 1aup - D(t,70) - [-NV (70)]"
+1cupCy(t, T) = LGDs - leup - D(t,72) - [NV (12)] )

=E(1purCy(t,T)) (3.9a)
+Ei(LaugCy(t,T) + LGDy - Laup - D(t,70) - [NV (10)] ") (3.9b)
+E:(leupCy(t, T) — LGDs - 1eup - D(t,72) - [NV (2)] ") (3.9¢)

For lettere at kunne overskue beviset, kigges nu individuelt pa de enkelte dele af
ligning (3.9). Jeg starter med situationen AU B. Det vides derfor, at 7o < T'. Det folger
derfor at

LaupCr(t,T) = 1aup(Cy(t, 70) + D(t, 70)Cy (10, T)) (3.10)

Forst ses der pa det, der star inden for forventningstegnet i (3.9b), men betinger
med den information, der er til radighed pa tidspunkt 7

E., (LausCr(t,T) + LGDolaupD(t, 70) [-NV (70)]")
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Her indseettes (3.10). Desuden skal det huskes at LGD; =1 — R;

=E., (Laup(C(t. 1) + D(t, 70)C(10, 7)) + (1 — Ro)LaupD(t, 70) [-NV (10)] ")

:ETO (1AUB (Cf(t, 7'0) + D(t, T())Cf<7'0, T))) + ETO ((1 — Ro)lAuBD(t7 7'0) [—NV(T()>]+ ))
Da der er betinget med informationen pa tidspunkt 75, ved jeg at [—NV(TO)]Jr =
[—Em (C’f(TO, T))rr er en kendt veerdi, det samme er 14,5, D(t,79) og Ry, hvilket igen

betyder, at den eneste del som E,, har betydning for er C(r,T"), hvilket igen betyder
at

=14up(C(t, 70) + D(t,70)Eqr (Cp(10,T))) + (1 — Ro)LaupD(t, 70) [NV ()] ")

Da 14yp indgar i alle led, kan denne saettes uden for parentes. Desuden er E,, (C (0, T)) =
NV(TQ), SEOL

=1405(C(t,70) + D(t, 7o) NV (10) + D(t, 70) [-NV (10)]" — RoD(t, 70) [NV (10)] ")
=14ug(Cy(t,70) + D(t,70) (NV (1) + [-NV(10)]" ) — RoD(t,70) [-NV (70)]")

Det er her ngdvendigt at se pa de to led NV (1) + [-NV (70)]". Hvis

NV (1) 0= NV () +[-NV ()] =0
N N\

Hvis
NV (19) > 0= NV (70) + [-NV(1)]" = NV (n)
T/ %0/_/
Dvs. at
NV (r) 4+ [-NV ()] = [NV (7)]"
Derfor er

=1aug(Cy(t,70) + D(t,70) [NV (10)]" — RoD(t, 1) [-NV (19)] ")
=1aug(Cy(t,70) + D(t,70) ([NV(70)]" — Ro [NV (70)]"

Da t < 7y geelder det at E;(E,,(-)) = E(+), sa (3.9b) udtrykkes som
Ei(Laus (Cr(t, 70) + D(t,70) ([NV(70)]" = Ro [NV (70)]"))) (3.11)

Der ses nu pa situationen for C'U D. Det vides derfor at 7 < T'. Det fglger derfor
ligesom med (3.9b) at

1CUDCf(t7 T) == 1CUD(Of(tu 7'2) + D(t,T2)0f<7—27T)> (312)
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Der ses nu pa det, der star inden for forventet tegnet i (3.9¢c). Det er stort set de
samme argumenter,som blev brugt for (3.9b) bortset fra, at der nu betinges med den
information, der findes pa tidspunkt 7,
]E7—2(1CuDCf(t T) LGDQlCUDD(t Tg) [NV(TQ)] )

—ETQ(lcuD(Cf(t Tg) -+ D(t T2 Cf TQ, ) 1 — R2 1CUDD(t 7'2) [NV(TQ)]+)

:1CUD (Cf(tv T2> + D(t7 7-2) T2 (Cf(7—27 )) (R2 - 1)D(t7 T2> [NV<7—2)]+)

=1cup (Cy(t, 1) + D(t, )NV (12) = D(t, 72) [NV (12)]" + RaD(t, ) [NV (2)] ")

~Leun (Cy(t.72) + D(t.72) (NV(r2) — [NV(m)]") + RaD(t,72) [NV ()]

Det er her ngdvendigt at se pa de to led NV (1) — [NV (7)]". Hvis

NV (1) 0= NV () — [NV (r)]" = NV(r2)

T
Hvis
NV () > 0= w— INV(m)]" =0
Dvs. at +
NV(r) = [NV(1)]" = [NV()]” = — [-NV(n)]"

Derfor fas at
=1lcup(Cy(t, ) + D(t, 1) (= [-NV(m)]") + ReD(t, ) [NV ()] 7)
=1cup (C(t, ) — D(t,72) [=NV(7)]" + RoD(t, ) [NV ()] )
:1C’UD (Cf(t, ’7'2) — D(t, ’7'2)( [—]\[Vv(Tg)rr + RQ [A]\[V(TZ)]Jr ))

P4 samme made som ovenfor har jeg at t < 7, og derfor geelder det at E (E.(-)) = Eq(-),
kan jeg udtrykke (3.9¢) som

Ei(lcup (Cp(t, ) — D(t, 7)) ([=NV ()] + Ro [NV (1)]7))) (3.13)
Ligning (3.9) kan nu omskrives som

Et(lEUpOf(t, T))
+Ei(Leun (Cy(t, ) — D(t, 72) big([-NV(r)]" + Re [NV (2)]7)))
+Ei(Laug (Cy(t, 70) + D(t,70) ([NV (1) — Ro [NV (70)]"))) (3.14)

Da dette udtryk er det samme som ligning (3.5), er den generelle formel for prisfastseet-
telse med bilateral modpartsrisiko bevist.
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3.4 BR-CVA

Jeg har nu de dele, der skal bruge for at udregne BR-CVA. Ved at indsaette den generelle
formel for prisfastseettelses med bilateral modpartsrisiko (3.6) i ligning (3.1), far jeg at

BR— CVA(t,T) =E,(I1(t, T)) — E(TI1°(¢,T))
—E,(11(¢, 7)) — (E,(11(t, T))
+E((LGDy - Laug - D(t,70) - [=NV ()] ")
~E(LGDs - 1eup - D(t,m) - [NV(n)]))
= —E.(LGDy - Laup - D(t,70) - [NV (70)]")
+E,(LGDy - leup - D(t, ) - [INV(12)]) (3.15)

Tidspunktet for udlgbet af den underliggende kontrakt 7', indgar ikke direkte, men
indgar derimod inddirekte via AU B og C' U D, og NV(-) hvis T" har indflydelse pa
denne. LG D; kan bade veere stokastisk og deterministisk. I tilfeeldet hvor LG D; er
deterministisk, kan den selvfglgelig seettes uden for forventningstegnet.

Veerdien af (3.15) kan bade veere positiv og negativ, det aftheenger i hgjgrad af kredit
kvaliteten af de to parter, og veerdien af den underliggende kontrakt. Veerdien er ogsa
ens for de parter, modsat ved unilateral modpartsrisiko, hvor begge parter har hver
deres tilleeg for at handle med den anden part. Det betyder, at der ikke er symmetri
for unilateral modpartsrisiko, men der er symmetri for bilateral modpartrisiko.
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4 Credit default swap

I dette afsnit vil der blive fundet en formel for veerdien af en CDS kontrakt. Desuden
beskrives udviklingen i markedet for CDS kontrakter, cash flowet og den risikoneutrale
prisfastsaettelse af CDS kontrakten.

4.1 Hvad er credit default swaps

En CDS er et kreditderivat og kan betragtes som en slags forsikring®® mod, at et firma
gar fallit. En CDS kontrakt er en bilateral kontrakt, der typisk bliver solgt over-the-
counter (OTC), hvilket vil sige, at den ikke bliver handlet pa en bgrs, men derimod
bliver handlet direkte mellem to parter, som i dette speciale vil blive betegnet som
investor og modpart. I tilfeeldet hvor investor kgber en CDS kontrakt, sa overfgres der
kreditrisiko, fra investor til modparten. Investor betegnes her som protection buyer og
modpart som protection seller. Der bruges desuden betegnelsen payer CDS om CDS
kontrakten set fra protection buyers side. Mens en receiver CDS, er CDS kontrakten
set fra protection sellers side.

Prisen for den overfgrelse af risiko, sker ved, at kgberen betaler en preemie, denne kan
bade veere i form af et upfront belgb, en lobende preemie eller begge dele. I denne opgav
bruges en lgbende betaling. Det, som kgberen modtager for sin praemie er, at i tilfaelde
af en fallit hos referencen modtager kgberen tabet af veerdien pa den underliggende
reference. Referencen kan bade veere en virksomhed eller en stat, og referenceaktivet
kan enten veere obligationer eller lan.

Pga. af forskellene i betalingsstrommene mellem en CDS kontrakts to parter, den
ene betalingsstrom en lgbende betaling og den anden en betaling ved fallit, siger man
at en CDS kontrakt har to ben, et preemieben og et beskyttelsesben.

Da en CDS kontrakt er et OTC produkt kan der veere store forskelle i specifikatio-
nerne fra en CDS kontrakt til en anden. Stgrstedelen af alle CDS kontrakter folger dog
definitioner fra International Swaps and Derivatives Association (ISDA), der lgbende
overvager og udvikler definitionerne. Fordelen ved at fglge ISDAs definitioner er, at de
med deres standarder har vaeret med til at skabe den likviditet, der i dag er i markedet
for CDS kontrakter?. Jeg vil i denne opgave beskrive en standard CDS kontrakt. Med

28Det er dog ikke en forsikring. Forklaring fglger senere.
2(O’Kane[14], p. 81

25



standard kontrakt menes der en kontrakt med bestemte specifikationer, der er den mest
likvide i markedet.

I dette speciale tages der udgangspunkt i en standard CDS kontrakt som beskrevet
i O’Kane[14]*". Standard kontrakten daekker over en raekke definitioner lavet af ISDA.
Nedenfor er en liste over handelsoplysninger der skal optraede i en CDS kontrakt.

e Nominelt belgb

o Lobetid

e Pramiebetaling

e Betalingsfrekvens (kvartarlige, halvarlige, etc. betalinger)

e Referenceaktiv (fx en 3% dansk stats obligation med udlgb november 2021)

e Kreditbegivenheder (Hvilke kreditbegivenheder udlgser CDS kontraktens beskyt-
telsesben)

e Fordringer og fordringskarakteristika
e Afregningsmetoder

e Leverbare obligationskategorier og leverbare obligationskarakteristika (type og ka-
rakteristika for passende geeldspapir ved fysisk settlement)

CDS kontrakten, der blev introduceret i Igbet af 90’erne, er i dag det mest almin-
delige kredit derivat. Udvikling af CDS kontrakten krediteres i dag hovedsageligt J.P.
Morgan. Nedenfor ses en graf, hvor man kan se udviklingen af CDS markedet frem til
forste halvar 20103!. Det kan ses, at der frem til finanskrisens start var en voldsom
vaekst, hvor efter at den er faldet til det halve af, hvad den var pa sit hgjeste.

30Efter O’Kane’s bog er skrevet,er der kommet en ny standard hvordan man laver CDS kontrakter.
Man har lgbende kontrakter hvor der betales 25, 100, 500 eller 1000[6] basispunkter, for at CDS
kontraktens vaerdi skal blive nul ved start, laves der i en upfront betaling der korrigerer vaerdien.
31ISDA Market Survey Data, 1987-2010. Lavet 30. juni 2010
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Udvikling i CDS markedet
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Figur 4.1: Figuren viser udviklingen i den totale udenstaende for CDS kontrakter. Tallene er
mia. USD.

Som neevnt i sektion 2.2, sa kan faldet i hgj grad skyldes, at en meget stor del af de
CDS kontrakter, der blev handlet, ikke var til afdeekning, men i stedet var spekulation.
Da risikovilligheden generelt er faldet kan det veere grunden til faldet i CDS markedet.

CDS kontrakten bliver ofte set som en forsikring mod fallit, dette er dog ikke helt
rigtigt. Der er flere forskellige arsager til, at en CDS kontrakten ikke er en forsikring.
Hvis man har tegnet en forsikring, sa giver den en erstatning for det reelle tab, som
man matte have lidt. En CDS kontrakt derimod giver en ens betaling til alle, der ejer
en CDS kontrakt med samme specifikationer. Man behgver ikke at eje den beskyt-
tede obligationen for at kunne kgbe en CDS kontrakt, hvilket betyder, at man ikke
ngdvendigvis behgver at have noget tab i tilfeelde af en fallit. En CDS kontrakt, hvor
kgberen ikke ejer referenceaktivet, betegnes som en Naked Credit Default Swap. Eric
Dinallo, tidligere superintendent of the New York State Insurance Department, estime-
rede i januar 2009 at op til 80% af alle CDS er Naked credit default swaps®2. Desuden
kan en forsikring opsiges lobende, mens en CDS er indgaet for en bestemt periode, og
hvis den skal lukkes fgr tid, risikerer man at skulle betale for nedlukningen. Grunden
til, at man kan komme til at betale for en nedlukning skyldes, at hvis CDS kontrakten
har negativ markedsveerdi, for en part der gerne vil lukke kontrakten, vil den anden
part gerne have kompensation for den negative markedsveerdi. En nedlukning kan dog
ogsa betyde, at kgber skal modtage penge fra salger, dette sker, hvis CDS kontrakten
har en positiv veerdi.

32http://www.bloomberg.com/apps/news?pid=newsarchive&sid=a0W1VTiv9q2A
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4.2 Cash flow

En CDS kontrakt bestar som sagt af to ben, beskyttelsesbenet og preemiebenet. I denne
sektion vil begge bens cash flow blive beskrevet og illustreret.

Beskyttelsesbenet bestar kun af én betaling, og betalingen er betinget af at refe-
rencen er gaet fallit. Hvis der ikke har veeret en fallit, er der ikke nogen betaling pa
beskyttelsesbenet. I tilfeeldet af at der er en fallit, er der forskellige made at opggre
betalingen pa. Generelt, kan det siges, at betalingen er faldet referenceaktivets veerdi.

Praemiebenet bestar af en raekke betalinger fra kgberen af CDS kontrakten til seel-
geren, som typisk vil falde kvartalsvis®® indtil enten CDS kontraktens udlgb eller indtil
en fallit i den underliggende reference. Spread’et er af en stgrrelse, sa den samlede veerdi
af CDS kontrakten ved indgaelse har en veerdi pa nul, hvilket vil sige at begge ben har
den samme veerdi. Nedenunder ses en figur over betlinger i tilfeeldet hvor der ikke er en

fallit
Protection : Protection
Buyer DS spread seller

Figur 4.2: Betalingerne mellem kgber og slger af CDS kontrakten, givet at der ikke er et
fallit

Hvis der sker en fallit udlgses beskyttelsesbenet, dette betyder, at kgberen skal mod-
tage den tabte veerdi pa reference aktivet. Det kan enten veere ved fysisk eller kontant
afregning. Ved fysisk afregning afleverer kgber referenceaktivet til til selger, og seelger
giver kgber referenceaktivets nominelle veerdi. Ved Kontant afregning betaler seelger
forskellen mellem den nominelle veerdi og veerdien pa referenceaktivet til kgber. I begge
tilfeelde betaler kgber det vedheengende CDS spread til salger, som er akkumuleret
siden den sidste betaling. Herunder kan man se cash flowet for en CDS nar der er en
fallit, hvor afregningen sker med fysisk og kontant afregning.

Referenceaktivets palydende vardi

Protection Protection

Buyer

seller

Wedhazngende CDS spread
+
referenceaktivet

Figur 4.3: Betalingerne mellem kgber og salger af CDS kontrakten i tilfselde af fallit, her med
fysisk afregning

33Hvis CDS kontrakten handles som et OTC produkt, kan dette dog veelges som man har lyst til.
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Referenceaktivets palydende vardi

vaerdien af referenceaktivet

Protection Protection

Buyer seller

Vedhazngende CDS spread

Figur 4.4: Betalingerne mellem kgber og salger af CDS kontrakten i tilfselde af fallit, her med
kontant afregning

4.3 Risikoneutral prisfastssettelse af CDS

Det er nu forklaret, hvad en CDS kontrakt er, samt lidt omkring markedet for CDS
kontrakter, og hvordan cash flowet er pa en CDS kontrakt. I denne sektion vil der blive
udledt en formel for veerdien af en CDS kontrakt under det risikoneutrale risikomal.
Verdien af CDS kontrakten udregnes i det klassiske eksempel, hvor det ikke kigges pa
modpartrisiko, men alene kigges pa referencen. Sektionen vil besta af to dele, forst ses
pa hvad cash flow’et bestar af, og sa ses der pa den forventede veerdi af cash flowet, dvs
vaerdien af CDS kontrakten.
Men fgrst er der her lidt indledende termer til brug i opgaven

e S; er den Igbende betaling fra investoren til modparten
e Betalingerne forekommer pa tidspunkterne 7 = {7y, ..., T}

e Laengden mellem to betalinger er a; = T;—T;_1. o; vil oftest veere naesten konstant
for alle 7. Det kunne fx veere 3 maneder, hvilket vil veere 0.25 ar. Perioderne «;
varierer alt efter hvilken dagskonvention der bliver brugt.

o Bt
{1,

) er tidspunktet for den neeste betaling efter t. Fx betalingerne falder pa
2,...,10} og t = 2,3, sa betyder det at S(t) = 3

4.3.1 Veardien af cash flow’et

Til at starte med at nemmeste at se pa hvordan CDS kontraktens cash flow er pa
tidspunkt ¢. Pa preemiebenet falder der pa hvert tidspunkt 7; en betaling af stgrrelsen

Sioy

Verdien af betalingen pa tidspunkt t er selvfglgelig den tilbagediskonterede veerdi af
udtrykket, og da betalingen kun falder, givet at der ikke har veeret en fallit, er vaerdien
af de enkelte betalinger

D(t7 T'i)aiSlTl>Ti
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For at finde den samlede veerdi summerer jeg alle betalingerne

b

Z D(t> Ti)aiS1Tl>Tz‘
i=A(t)

I tilfeelde af at T,, < 7 < T} skal der betales for CDS kontrakten i perioden mellem
den sidste betaling og tidspunktet for fallitten. Laengden af perioden er

- Tﬁ(ﬁ)—l

og vaerdien af betalingen pa tidspunkt ¢ er derfor

D(thl)( Tﬂ(ﬁ )SllTa<T1<Tb)

Pa beskyttelsesbenet sker der som tidligere neevnt kun en betaling, og kun hvis der
har veeret en fallit. Betalingen vil da veere LG D;. Jeg antager at LG D, er uafhaengig
af 71. Veerdien af betalingen pa tidspunkt ¢ er derfor

D(t,71)LGD; 11, <7 <1,

Hvis en investor indgar i en receiver CDS kontrakt, sa vil det samlede cash flow
vaere

n

1T1>t ( - D(ta 7-1)( Tf)’(Tl )Sl 1Ta<T1<Tb Z D(tv E)alsl 1T1>Ti
i=p(t)

+ D(tyTl)LGDllTa<T1<Tb) (41)

4.3.2 Forventet vaerdi af cash flowet

Inden der tages den forventede veerdi af CDS kontraktens cash flow, genopfriskes her et
par formler om sandsynlighedsregning[8]. Da 7y er en stokastisk variabel der er stgrre
end t har jeg at

e ¢(u) er teethedsfunktionen for 7 til tidspunkt u

Fordelingsfunktionen for 7y er F, dvs. F(a) = Q(ry < a) = [ q(u)du = [ dQ(n,
u)

dQ(m < wu) = —dQ(m > u)
Ei(g(n)) = [~ g(u)q(u)du
ffooo Ladu = [, du, hvor A C ]—o00; 00|

IN

E(a + b)) = a+ bE(m), hvor a og b er konstanter
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e Qr>a)=1-Q(n <a)=1- ["qu)du= [~ q(u)du

For at udlede veerdien af en CDS pa tidspunkt ¢, tages den forventede veerdi af cash
flowet pa tidspunkt ¢. Desuden antages det at 7 > t, sa star den ikke i ligningen.

CDS(t,T,Si, LGD;) =

b
Et( = D(t,71)(11 — Tp(r)-1)S117,<r <1y, — Z D(t,T;)a;S1 15, >,
i=p(t)

+ D(t,7)LGD, 1Ta<71<Tb>

=E:( — D(t, 1) (11 — T(r)-1)S1 110 <1,) — Et(

1§
QM@
I~

D(ta 7—ZL‘)OZ’LA‘S(]-‘I'1>Ti)

2

)
+ By (D(t, 71)LGD: 11, <r, <1

b
=S1Ei( = D(t,70)(11 = Tg(r)—1)tyemer,) — D D(t, T)eiSiEi(1y,51,)
i=0(t)

+Ey(D(t, 71) LGDs 11, <r, <1,

o0 b o0
_ s, / Dt w) (1 = Ty 1)z, cucnya(w)du — S Dt Ty / Loz g(u)du
t . t

+ / D(t, u)LGD1 1Ta<u<qu(U)dU
t

Tb b [e.9]
=— 5’1/ D(t,u)(u — Th)— Z D(t,T;) 04231/ q(u)du
" i=B(t) Ti
Ty
+ D(t,u)LGDq(u)du
Ta

T, b
S Sl/ D(t,u)(u — Tpy-1)dQ(m1 < u|Gy) — Z D(t, T;)a;$1Q(m > T;|Gy)
@ i=5(t)

Ty
+ D(t,u) LGDdQ(m < ulGy)
Ta
T, b
=S1 [ D(t,u)(u— Tapy-1)dQ(r > ulG) — > D(t,T)a;$1Q(r1 > T1|Gy)
T i=A(t)
Ty
— D(t,u)LGDdQ(1 > u|G) (4.2)
Ta

31



For en CDS kontrakt der starter med det samme vil formlen vere

CDS(0,T, Sy, LGD,) =
Ty b
St [ D(0,u)(u— Tpuy—1)dQ(n >u) = Y D(0,T)a;$1Q(r > Ty)
0
Ty
- D(0,u)LGD1dQ(1; > u) (4.3)
0

1=

Jeg skal ogsa kunne finde veerdien af CDS efter tidspunkt nul. Mere praecist pa
tidspunktet hvor enten investoren eller modparten gar fallit, dvs 7, i = 0,2

For vaerdien af en CDS kontrakt pa tidspunktet hvor enten investoren eller modpar-
ten gar fallit, dvs 7;, ¢ = 0,2, bruges folgende formel

CDS(r;, T, S1, LGDy)
= 1,,5,CDS(7;, T, S1, LGD)

Ty b
— 1, (51 D(0,u)(u — Tapy-1)dQ(my > ulG) — Y D(7:,T)i$1Q(r1 > Ti[Gs,)
Ti i=6(7;)
Ty

- D(0,u)LGD1dQ(1 > u]gn)> (4.4)

Ti
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5 Vardien af modpartsrisiko pa en
CDS

I dette afsnit vil jeg udlede formlerne for BR-CVA for hhv. en receiver og payer CDS.
Fra ligning (3.15) har jeg veerdien for den generelle BR-CVA

BR — CVA(t,T) = —E((LGDy - Laug - D(t,70) - [-NV ()] )
+E,(LGDy - leup - D(t, ) - [NV (12)])

Der skal tilpasses en CDS kontrakt.

Da veaerdien af en CDS kontrakt i ligning (4.4) er regnet for en receiver CDS, kan
formlen saette direkte ind i ligning (3.15), nar veerdien af modpartsrisikoen for en receiver
CDS kontrakt skal udregnes

BR—CVA—CDS,(t,T)

=—E,(LGDy - 1aup - D(t CDS(m, T, 51, LGD)|")

» T0

-
[

(t,m0) -
+Et(LGD2 1CUD'D(t,T2) C (TQ,T Sl,LGDl)]+)
=—E,(LGDy - 1aup - D(t,70) - [~17,57,CDS(70, T, 51, LGD; )} )
+E,(LGDy - 1oup - D(t,73) - [1ry5,CDS(15, T, S1, LGD)] ) (5.1)

Nar det drejer sig om en payer CDS kontrakt, sa er veerdien af CDS kontrakten igen
for investors side, den modsatte af i ligning (4.4), dvs —CDS(7;, T, S1, LGD;). Derfor
bliver vaerdien af modpartsrisikoen for en payer CDS (BR — CVA — CDS,)

BR—CVA—CDS,(t,T)
= — Et(LGDO * 1AuB * D t

(t.,70) - [CDS(19, T, S1, LGDy)]")
+E(LGD; - 1cup - D(t, 1) -

(t,70) -

(t,72) -

[ CD (TQ,T Sl,LGDl)] )
(1,57, CDS (7, T, S1,LGD)] ")
[ 71>T2CDS (72, T, Sl>LGD1)] ) (5.2)

=—E,(LGDg - 1aup - D
+E(LGDs - 1cup - D

ta To

ta T2

Variablene LG Dy og LG D, kan veaere veere stokastiske variable, sa laenge at de er
uafheengige af resten af modellen. Jeg vil dog i denne opgave betragte dem begge som
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konstanter. Dette betyder at (5.1) og (5.2), kan omskrives til

BR—CVA—CDS,(t,T) =
— LGDoE, (1aup - D(t,70) - [~ 1157, CDS(10, T, S1, LGDy)] ")
+ LGDE, (1oup - D(t,7) - [1ry5mCDS (12, T, 51, LGD)] ) (5.3)

og
BR—CVA—CDS,(t,T) =
— LGDoE,(1aup - D(t,70) - [Lry5CDS(10, T, S1, LGDy)] ™)
+ LGDyE,(1eup - D(t,7) - [~1557,CDS (12, T, 51, LGDy)] ) (5.4)
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6 Fallitmodel

Der er nu blevet udledt de risikoneutrale formler BR-CVA og veerdien af en CDS kon-
trakt. I afsnit 5 blev det sa samlet til formlerne for BR-CVA-CDS for hhv. en receiver
og payer CDS. I dette afsnit laves et model setup for korrelerede fallittidspunkter for
hver er de tre parter, investor, modpart og referencen. Setup’et er en dobbelt stokastisk
Poissonproces og med en CIR proces som intensitetsproces.

Grunden til at der laves en fallitmodel med korrelerede fallitter, er fordi det er en
metode til at inkorporere wrong-way risk i modellen.

6.1 Intensitetsmodellen

I denne sektion praesentere den dobbelt stokastiske Poissonproces, som ogsa er kaldes
cox processen. Den blev fgrste gang preesenteret af Lando|4].

6.1.1 Hazard rates

T er tidspunktet for en virksomheds fallit. 7 er en ikke negativ stokastisk variabel, og
det antages, at den har taethedsfunktionen f og derfor, at den har fordelingsfunktionen
F. Det geelder derfor at

Qr <) = F(t) = 1 — S(t) = /Ot F(s)ds

hvor S betegnes overlevelsesfunktionen.
Hazard rates h er defineret som

_fy T SR din(S()
ht) = 1—-F@t) St St dt

Ved at rykke rundt pa ligningen fa overlevelsesfunktionen, som en funktion af h

S(t) = e~ ho ks — Q(r > ¢) (6.1)
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Spot fallit sandsynligheden givet at der ikke har veeret en fallit pa tidspunkt ¢ er

Q(r <z + At, 7> 1)
Q(r > x)
Q> 12) - Q(r >z + At)
B Q(r > x)
o= JITA h(s)ds
— ] — e ST hls)ds

Qr <z +Atlr >2) =

—1—

Derfor fas at

. Qr <z + At|r > x)
1 =
A, At )
h(t) er den betingede spot fallitsandsynlighed, dvs. givet at der ikke har veeret et fallit pa
tidspunkt ¢, sa er spot sandsynligheden for at ga fallit h(t). h(t)At er ca. den betingede
sandsynlighed for at ga fallit i det lille interval efter ¢.

Gennemgangen af teorien om hazard rates skyldes, at det er det samme som inten-

sitets raten eller intensiteten, som vil blive brugt, videre frem i specialet.

Den inhomogene poisson proces

Hvis man ser pa, om et firma et gaet fallit eller ikke er gaet fallit, kan man se det som en
funktion, der enten er 1, hvis den ikke er gaet fallit, og 0 hvis den er gaet fallit. Firmaet
gar da fallit i det gjeblik funktionen springer fra at veere 1 til den er 0. Derfor bruges
en stokastisk proces med et sadan spring til at simulere fallitter. En Poissonproces er
en sadan proces.

Den inhomogene Poissonproces er en Poissonproces hvor intensiteten [(¢), modsat
den homogene ikke er konstant, og derfor kan varierer over tid. Det er vigtigt at huske,
at intensitet funktionen skal vaere ikke negativ pa alle tidspunkter, dvs I(t) > 0.

N(t), t > 0 er en inhomogen poisson proces med intensitetsfunktion [(¢), t > 0, hvis

1. N(0)=0

2. Antallet af spring i disjunkte tidsintervaller er uafhengige
1) =1(t) + o(At)

4. Q(N(t+ At) — N(t) > 1) = o(At)

3. Q(N(t+ At) — N(¢)

— 0

Her skal det huskes at funktion lim O(AAtt)
At—0

Den inhomogene poisson proces N(-) tilfredsstiller

( fst Z(U)du)kef; 1(w)du

o k=0,1,..

Q(N(t) — N(s) = k) =

36



Sandsynligheden for at der ikke er nogen spring i processen i perioden mellem s og
t, er derfor

Q(N(t) — N(s) = 0) = s 1wdu (6.2)
Hvis jeg yderligere specificere at s = 0 og at N(0) = 0 sa er
QN (t) = 0) = e~ fo0

Det interessante, er for hvilket ¢ N(¢) > 0, altsa for hvornar processen springer.
Tidspunkt for springet kaldes 7, ogsa kaldet fallittidspunktet. En made at simulere det
pa er ved at finde det mindste ¢ hvor

QIN({t) =1) = U

Hvor U er en standard uniform variabel. Ved at rykke rundt pa ligningen fas

QN >1)>U
el —Q(N(H) =0)>U
1 —Q(N(H)=0)>U
ol — e hlwd > 17

<:>/tl(u)du >—-ln(l1-U)=F

Hvor E er stokastisk eksponentiel variabel med parameter 1. Udtrykket for 7 bliver
derfor saledes

T=inf {t : /Otl(u)du > E} (6.3)

6.1.2 Cox processen - Den dobbelt stokastiske poisson proces

I ligning (6.3) er det veerd, at leegge maerke til, at [(¢) kun er en funktion af tiden t og
ikke tager hgjde for andet end t. Dette er ikke en realistisk antagelse, da der er meget
andet end, at tiden gar, der har indflydelse pa om et firma gar fallit. Det er derfor
ngdvendigt at betinge med den information, man star med pa et givent tidspunkt, og
det er her, at Cox processen kommer ind i billedet.

Cox processen er en generalisering af Poissonprocessen, hvor intensitetsfunktionen er
stokastisk. Den er dog stokastisk pa en made, sa nar man betinger med en bestemt reali-
sation [(-,w), sa er intensitetsfunktionen I(s,w) en inhomogen poisson proces. Fremover
i denne opgave skrives det som fglger

I(t,w) = A(t)
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A(t) er en en RY stokastisk proces og A(t) : RY — [0, 00| er en ikke negativ kontinuert
funktion.
7 som defineret i ligning (6.3), skrives derfor nu som

T =inf {t : /Ot)\(s)ds > E} = /0 As)ds = E (6.4)

Cox processen kaldes ogsa en dobbelt stokastisk Poissonproces, fordi der er to dele
hvor der indgar stokastik, A(s) og den eksponentielle variabel E.

6.2 CIR processen

En vigtig del af simuleringen af fallitter med Cox processen, er simuleringen af den
stokastisk intensitetsproces A, den betingede spot sandsynlighed for fallit. I dette afsnit
laves en model der kan simulere \. Der er flere forskellige processer, som kan bruges til,
at simulere intensitetsprocessen, fx Vasicek og Hull-White. Mit valg er faldet pa CIR
processen, pga. folgende egenskaber

e Der er mean reversion.

e Det er ikke muligt for intensiteten at blive negativ, og givet de rette betingelser
vil intensiteten altid veere positiv.

e Volatiliteten vokser og falder med niveauet af intensiteten.

6.2.1 Den almindelige CIR

CIR er en tidshomogen stokastisk process, hvor driften har mean reversion og volatili-
teten er proportionel til kvadratroden af intensiteten. Dynamikken ser ud som fglger

dzl (t) = k(0 — 27(t))dt + o/ 2P (t)dW,, (6.5)

hvor vektoren 8 = (k,0,0). k, 6 og o er alle positive konstanter. Processen er bygget til
at xf ikke kan blive negative, den kan dog blive 0, hvis ikke det geelder at 2k0 > o%. At
x’f = 0 vil betyde at i et lille tidsinterval, kan det forekomme at sandsynligheden for fallit
ikke stiger. Dette vil dog blive accepteret, da 2k > o2 kan veere meget begraensende
for valget af variable k, 6 og o.

Hvis det havde veret en rentemodel hvor dynamikken var blevet beskrevet i lig-
ning (6.5), havde man analytisk kunne finde nulkupon obligationen, da randbetingelsen
P(T,T) =1 er kendt. Dette gor sig dog ogsa gaeldende, nar ligning (6.5) er udviklingen
for en fallit intensitet. Hvor rentemodellen analytisk kunne give nulkupon obligationen
giver intensitetsmodellen overlevelsessandsynligheden. Ligning (6.1) kan nemt udvides
til overlevelsessandsynligheden er

@m(t T) — e ftT h(s)ds
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og her ses det, at se at ligesom randbetingelsen for rentemodel at
QYT,T) =e" St hs)ds _ 1
Den analytiske lgsning til (6.5) bliver derfor
Q°(t,T) =E° {6— s gé”’}
= A(t, T)e Bt 66

hvor
A QVeW %
= (27 + (b +7) (e — 1))
(T=t)y _
B T) = 2y + (/jir v)(e<T1t>v ~1)
hvor

v = Vk? + 202

6.2.2 CIR++

CIR er begreenset af sine faste konstanter, nar det drejer sig om at fa modellen til at
passe til empiriske overlevelsessandsynligheder. Det kan derfor veere smart at udvide
modellen, sa der er mulighed for stgrre tilpasning. Dette gores ved at definere intensi-
teten som

Ai(t) = z(t) + wilt, B) (6.7)

Den nye del af funktionen ¢ er en deterministisk funktion, der er integrabel pa
lukkede intervaller. x; er den samme funktion som xf , B’et er droppet for at lette
notationen. I forhold til den tidligere model kommer der en ekstra frihedsgrad i den
forstand, at pa tidspunkt nul skal det veere opfyldt at

©i(0; B) = Ai(0) — 24(0)

For at simplificere udtrykkende igennem opgaven, vil jeg gerne have udtryk for det
integrerede pa begge sider af (6.7)

t

AtAi(Xs)dSZ/0t$i(t)+90i<t,ﬁ>d3<t):/Ot$i(t)d$+/0 ©i(s, B)ds

Igennem opgaven skal der ofte bruges de integrerede udtryk, derfor defineres

A(E) = /0 M(X)ds, Xi(t) = /0 vi(s)ds, Wit) = /0 oi(s.B)ds  (6.8)
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Dette betyder at
Ai(t) = Xi(t) + W4(t, B)

Den tilhgrende nulkupon obligation for denne udgave er givet ved

Qt,T) =K, (e—ftTAi(s)ds>
—E, JF zi(s)+pi(s,8)ds >

(¢
=, (e [F wi(s)ds— [ oi(s,8)ds >
(e K n0i) g (e—ftTms,ﬁ)ds)

) ft SO'L s B
) TiltA) (6.9)

Det naestesidste skridt fas fra ligning (6.6), som udtrykker den forste del af ligningen,
og da @;(s, B) er deterministisk kan forventet tegnet fjernes.

6.2.3 Kalibrering til markedsdata

Ved kalibrering til markedet vil det sige, at der skal udledes ¥,(t), sadan at de overle-
velsessandsynligheder som fas fra modellen, passer overens med overlevelsessandynlig-
hederne, som kan ekstrapoleres fra markedet, dvs.

Qs > 1) =Q(1i > t)m (6.10)

Hvor Q(7; > t) er model sandsynligheden og Q(7; > t)); er markedssandsynligheden.
Udtrykket for Q(7; > t) fra ligning (6.9), indsaettes og der kan derved findes frem til et
udtryk for den deterministiske funktion W;(s, )

QI (t, T)e I #iloMds —Qr (¢ T)e i) — Qi(7; > t)y
Q7 (t,T)
Qi(mi > t)m

U(s, B) = In (%)

@ewz(svﬁ) —

6.3 Korrelerede fallitter

Indtil nu har der ikke veeret neevnt, hvordan der skal inkorporeres wrong-way risk i
fallitmodellen. Hver af de tre parter i CDS kontrakten har hver der Cox proces til
simulering af fallitter, og der skal derfor laves en made hvorpa de tre processer korreleres,
sa der kan indarbejdes wrong-way risk. Da Cox processen, fra ligning (6.4), er en dobbelt
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stokastisk proces, er der to dele, der kan blive korrelerede, nemlig intensitetsprocesserne
Ai(X) eller de eksponentielt fordelte variable E;, begge for i = 0, 1, 2. Valget falder pa
E;’erne, da der kun behgves at lave korreleringen en gang, modsat A(X) hvor det ville
vaere ngdvendigt at sikre koalitionen gennem hele stien. I dette afsnit vises, hvordan
man skaber korrelation mellem E’erne.

6.3.1 Korrelation

Som udgangspunkt er definitionen for korrelation mellem to firmaer i og 7, hvor 7; og
7; er deres respektive fallittidspunkter

Cov(t;, ;) _ E(ri, 7)) — E(1:)E(7))
VVar(r)Var(r)) VVar(r;)Var(r;)

Pij =

Sammenhangen mellem flere firmaer beskrives via korrelationsmatricen

01 P12
P12 02
N =
pln Onp

6.3.2 Gaussian copula

Copula funktioner kan siges, at veere funktioner, der beskriver sammenhaengen mel-
lem stokastiske variable der er afheengige af hinanden. Marginale fordelinger og en
copulafunktion kan tilsammen beskrive fordelingsfuntionen til en tilfeeldig vektor. De
marginale fordelinger beskriver fordelingerne af hvert enkelt komponent i vektoren og
copulafunktionen hvordan de afhsenger af hinanden.

En flerdimensional fordeling for et set af stokastiske variable X;, i = 1,...,m er
defineret som

F(zy,...,2m) = P(Xy <zp,..., X\ < 2py)
Den flerdimensionale fordeling har folgende egenskaber

1. lim F(xy,...,25,)=0,71=1,...,m
Ti—>—0O0

2. lim F(xy,...,z,) =1
x;—00, Vi

3. F skal veere m-stigende, hvilket vil sige at der skal vaere positiv masse i alle
rektangler. For 2 dimensioner betyder det at for alle [zq,y1] og [x2, ya], hvor 1 <
Ty 0g Y1 < Yo ab Fl(xa,y2) — Fl(x1,92) — F(22,91) + F(z1,91) 2> 0. Det samme
udtrykkes i flere dimensioner, men er sveerre at overskue.
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De enkelte marginalfordelinger kan findes ved at lade alle de andre variable ga mod
uendelig, dvs

Fi(x;) = F(400,...,+00,z;+00,...,+00)

Sammenhangen mellem copula funktionen og en flerdimensional fordeling er som
folger

Cury . ytm) = QU Supy.., Uy < up)
=Q(F ' (Uy) < F N w),....,F ' (Uy) < F (up))
=Q (X < F Hw),..., X < F ' (up))
=F(F Yw),...,F ' (u))
=F(z1,...,2m) (6.11)

Nu haves koblingen mellem copulafunktionen og en flerdimensional fordeling. Herefter
vises det, hvordan man far den flerdimensionale fordeling til at veere normalfordelingen.

X er en normalfordelt variable med middelveerdi p og standard afvigelse o. X har
taethedsfunktionen

I begge tilfeelde er fordelingen

o) = [ ota)ds

Med en given korrelationsmatrix ¥ af storrelsen m x m er den m-dimensionelle
normalfordeling
T

Y

Eilydyl R dym

Py 3 ( L) ! / h / e
m e Ty) = e e
= 2m)"2VdetD Jvo )

Med dette kan den gausiske copula funktion angives som
ng(ul, ey ) = CIDn,E(CI)*l(ul), o @ )
& (um)

1 d—1 uy)
(2m)™/2/ det% /—oo o /—oo

e 2V =y dy,,
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6.3.3 Cholesky dekomponering

Metoden, der bruges til at lave korrelerede variable pa, er Cholesky dekomponering.
Cholesky dekomponering kan ved hjeelp af korrelationsmatricen ggre uatheengige nor-
malfordelte tal korrelerede.

Cholesky dekomponering er en dekomponering af en positiv definit matrix > til
produktet af en nedre trekantsmatrix C' og dennes transponerede

CCt=3%

. korrelationsmatricen.
Efter at have fundet frem til C' kan der skabes korrelerede ligefordelte variable. Hvis
v er en vektor uafhengige ligefordelte tilfeeldige variable sa er vektoren

u=Cv

en vektor med korrelerede ligefordelte tilfeeldige variable.
Hvor C er den nedre trekantsmatrix, og X er korrelationsmatricen Det giver for en
d gange d matrix

Cll 011 021 e Cdl
Cy C C.
.21 22 | 22 _5
Cai Cad Cad
C% CuCii ... CaCny
Co1Cyy C3 + C3,
: ) =X
CnChi .. S ez

Da > er symmetrisk behgves der kun den nedre trekantsdel af matricen for, at finde
en lgsning til ligningen. Det betyder samtidig, at ligningen kan skrives ved hjeelp af to
ligninger, der ser pa hhv. diagonal elementer og resten af . For diagonal elementerne
gaelder det at




6.3.4 Fra uniform til eksponentiel

Det sidste der mangler, at blive gjort, er at vise sammenhaengen mellem de korrelerede
U’er og E’er.

Fra sandsynlighedsregning vides et, at P(E; < x) € [0;1[, Vx € [0;00][. For en
tilfeeldig eksponentielt fordelt variabel med parameter 1 geelder det at sammenhaengen
med ligefordelingen fra 0 til 1 er

U=1-¢et (6.12)

Ved at isolere U; fas en formel, for de eksponentielt fordelte variable ud fra ligeforde-
lingen

Ei = —ln(l — Ul)

Det sidste skridt geelder pa grund af symmetrien i uniformfordelingen, hvilket vil sige
1 — U er en ny standard ligefordelt stokastisk variabel U
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7 Implementering

I dette afsnit gennemgas implementeringen af den teori, som er gennemgaet indtil nu.
Teorien implementeres i Mathematica®*.

Modellen er bygget op som en Monte Carlo simulation, til beregning af BR-CVA-
CDS, og BR-CVA-CDS, fra ligningerne (5.3) og (5.4)

Simulationen er bygget op af tre dele:

1. Simulering af fallitter

2. Udregning af en overlevelsessandsynlighedskurve givet fallit, til prisning af CDS
kontrakten

3. Udregning af veerdien af en CDS

Forst simuleres fallitterne hos investor, modpart og referencen. Hvis investor eller mod-
part gar fallit som den fgrste, sa udregnes veerdien af CDS kontrakten pa det givne
fallittidspunkt. Dette ggres med implementeringen af ligning (5.3). Hvis det er inve-
stor, der er gaet fallit som den fgrste, udregnes

LGD, - D(t, 79) - [-CDS(0, T, 5, LGDy)] " (7.1)
og hvis det er modparten, der gar fallit som den fgrste, udregnes
LGD, - D(t, 1) - [CDS(a, T, Sy, LGDy)] " (7.2)

Alle udregninger af (7.1) og (7.2) summeres og divideres med antallet af gange, der
er simuleret fallitter, dvs. bade de gange hvor investor eller modpart er gaet fallit som
den fgrste, hvor referencen er gaet fallit som den forste, og de gange, der ikke er nogen
der er gaet fallit. Ved tilpas mange simuleringer konvergerer resultatet mod den rigtige
veerdi af modpartsrisikoen.

7.1 Simulering af fallittidspunkter

Et fallittidspunkt er givet ved ligning (6.4), der siger at

T, = mf{t : /t Ai(s)ds > EZ} = /Ti Ai(s)ds = FE;
0 0

34For mere info om program version og computer se da appendiks A.1
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hvor

Med CIR-processen, der er beskrevet i sektion 6.2, simuleres \;(s) for hver af de tre
parter. Korreleringen af de tre fallitter sker med Cholesky dekomposition af uniform
fordelte stokastiske variable, der sa omformes til eksponentielt fordelte variable.

7.1.1 Implementeringen

Implementeringen af simuleringen af fallittidspunkter, bestar af tre trin. Forst skabes
de korrelerede eksponentielt fordelte variable.
Andet trin bestar i at udregne

for hver af de tre parter
U,(t) er deterministisk, men integralet

/0 ' i(s)ds

regnes som et Riemann integrale. Intervallet [0,¢] inddeles i underdelene 0 =ty < t; <
... <t, =t hvor dt; = t; ;1 —t;. Der bruges, at dt er konstant. to,%1,...,t,_1 defineres
sa t; € [t;,tiv1]. Det geelder sa at

hvor, hvis ti =1,
n—1
> ai(t)dt = w;(0)dt + x;(dt)dt + x(2dt)idt + ... + a;((t — dt)dt)dt
=0

For n — oo bliver integralet regnet helt praecist, dvs.

n kan selvfolgelig ikke vaere uendelig. Det handler derfor om at veelge n sa tilstraek-
keligt hgjt, at det ikke far betydning, hvor i intervallet [¢;,¢;11] et givent t; veelges. Dvs.,
at der ikke er forskel pa om t: =t; eller t; = t;11. Flere inddelinger betyder, at bereg-
ninger vil tage leengere tid, det er derfor ngdvendigt at lave en afvejning af praecision
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og udregningstid. Jeg veelger derfor at ; = t; med n = 10.000. Ved valg af et mindre n
er det min erfaring, at forskellen mellem valget af ; = t; og t; = t;.1, bliver for stort.
Mens det for sterre n kommer til, at tage for lang tid. Integralet bliver sa regnet som
fglgende approksimerende sum

t n—1
/ zi(s)ds & > wi(ti)dt
0 i=0

hvor
n—1
> " wy(t)dt = 2;(0)dt + x;(dt)dt + (2dt)dt + ... + ((t — dt)dt)dt
=0
Ai(t) = Ny(t — dt) + z;(t — dt)dt + V,(2)
hvor

Ai(0) = ¥;(0)
Det tredje trin bestar i, at for hvert trin dt tjekkes om der er fallit, ved at se om
Ai(t) > E;

Nar man i en beregning af fallitterne, kommer til et punkt, hvor der er fallit, stopper
den videre beregning. Hvis det er referencen, der er den forste der gar fallit, starter
beregningen forfra igen. Hvis det derimod er investoren eller modparten der gar fallit
som den fgrste, skal man regne veerdien af CDS kontrakten pa tidspunktet for fallitten.

7.2 Veardien af en CDS

I denne sektion ses pa, hvordan veerdien af CDS kontrakten udregnes, givet at der har
veeret en fallit hos enten investor eller modpart.

Formlen for veerdien af en CDS kontrakt blev udledt i sektion 4.3. Den CDS kontrakt,
der ses pa i dette speciale, er lidt anderledes end den generelle formel. Idet der ses pa
en CDS kontrakt, der starter med det samme. Veardien af CDS kontrakten udregnes
kun tilfeelde af fallit hos investor eller modpart, dvs. pa tidspunkt 7; €0, 73], i = 0, 2.
Derfor bruges ligningen (4.4) til udregning, af veerdien for en CDS kontrakt

CDS(TZ‘, T, Sl, LGDl) =

T, b
Lr>r (51 D(0,u)(u — Tpuy-1)dQ(m1 > ul|Gr,) — Z D(7i, Ti)ei$1Q(m > Ti1Gs,)
Ti i=p(7s)

Ty
- / D(0, u)LGD1dQ(r, > u|gn)>

i
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Nar veerdien af CDS kontrakten skal udregnes, er det givet, at referencen ikke er
gaet fallit, og derfor er er 1,,~,, =1, dvs.

CDS(TZ', T, Sl, LGDl) =

Ty
= Sl D(O, U) ('U, — Tﬁ(u)_l)dQ(Tl > U‘g-,-l) (73&)
b
— Y D(1,T)a;$Q(r1 > T4Gr,) (7.3b)
i=p(ri)
Ty
— D(0,u)LGD1dQ(m > u|G,) (7.3¢)

Ti

For at regne veerdien af CDS kontrakten, skal alle tre dele af ligning (7.3) udregnes.

7.2.1 Implementeringen

Den faktisk implementering aftheenger af typen af led i ligning (7.3). Ledet (7.3b), kreever
ikke nogen videre forklaring, da den kan regnes som den sum der star for en given sand-
synlighed. Men ledende (7.3a) og (7.3¢) derimod skal udregnes som Riemann integraler,
da der skal bruges sendringen i sandsynligheden. Dvs. at for (7.3a) geelder det at

Ty
D(0,u)(u — Tpy-1)dQ(m1 > ulGr,) ~
TZTb
> D0, u)(u — Tpy-1)(Qm1 > #Gr) — Q(ry > t — du|G,))
t=7;+du

og for (7.3c) geelder det at

Ty
D(0,u)LGD1dQ(1 > u|G,,) =~

Ti

Ty

> D(0,u)LGDy)(Q(r1 > t|G,) — Q(71 > t — dulG.,))

t=7;+du

Jeg har her valgt at lave Riemann integralet som en oversum. Med inddelinger er der
igen et tidsmeessigt perspektiv. Jeg veelger derfor at bruge 10.000 inddelinger. Som i
undersektion 7.1.1, af valget af 10.000 inddelinger lavet ud fra mine erfaringer af omkring
praecision og beregningstid.

For nu at kunne veerdien af CDS kontrakten mangler blot at kunne regne overlevel-
sessandsynligheden Q(m > )
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7.3 Overlevelsessandsynligheden

[i denne sektion udledes formlen for overlevelsessandsynligheden, der skal bruges til at
udregne vaerdien af CDS kontrakten, givet at der har veaeret fallit hos enten investor
eller modpart.

7.3.1 Notation

For udregningerne af overlevelsessandsynlighederne er der fgrst lidt notation.
Forholdet mellem en uniform variabel og en eksponentiel variabel, fas fra ligning
(6.12) og er

U=1-et o E =—In(1-0U,) (7.4)
Fra ligning (6.4) og (6.8) fas at

For notationens skyld infgres variablen U, j, som defineres pa folgende made

Ui,j =1- €_Ai(7—j) (76)

7.3.2 Udledning

Verdien af CDS kontrakten, og derved ogsa overlevelsessandsynlighederne, beregnes pa
tidspunktet, hvor investor eller modpart er gaet fallit som den fgrste, og man skal derfor
se de to, som hvert sit tilfeelde. Jeg starter med at se pa tilfeeldet hvor modparten gar
fallit som den fgrste. Dvs. pa tidspunkt 7o, hvilket betyder, at der ses pa situationen
hvor 1cuply,ss, og derfor skal udregne

1CUD]-T1>7'2@(7—1 > t|g’7‘2) (77)
Til at begynde med ses pa louply s, Der bruges at 1x1y = 1xny, og derfor er

(CUD) ﬂ(ﬁ > TQ)

(<1 <TYU(ra <T <71))N (11 > 7o)
(

(

(o <10, <T, 7 <T)U (2 <70, 72 ST, T < 19)) N (11 > T2)
((TQ S T0, T2 S T) N (7'0 S T)) U ((7—2 S To, T2 S T) N (T S Tg))) N (7'1 > TQ)

Ved at isolere (12 < 79,70 < T') reduceres det til
:(TQ S T0, T2 S T) N ((TO S T) U (T S T())) N (7'1 > 7'2)
Her er foreningsmeengden (70 < T') U (T < 79) altid opfyldt.

:(7_2 < To, T2 < T) N (Tl > Tg)
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Dvs. at

1CUD17‘1>T2 = 1(C’UD)QT1>7-2 = 1(7—2§7-0,7—2§T)O(T1>7'2) = 1(T2§7'077'2§T)1(7'1>T2) (78)

Der skal bruges at

1T1>7'2 - ]-T1>7'2 (]-7'2>t + 17’2§t)
=1
= 1T1>7'2 17'2>t + 17'1>7'2 17’2§t
= 1T1>Tgﬁ7'2>t + 171>T2072§t

- ]'Tl>7'277—2>t + 1T1>T2,T2St (79)

Ligning (7.7) giver sammen med ligning (7.8) at
leupln>nQ(m1 > tGr,) = L <rmer) Linsm) Q11 > t|Gr,)
og med ligning (7.9) fas
= Un<rom<t) (L smm>tQ(11 > 1Gr) + 11 5ry < Q11 > t]G1,))

i tilfeeldet hvor 1;,~., 7,5t = 1 er Q(7y > t|G,,) = 1. Dette betyder at Q(m; > t|G,,) ikke
har nogen betydning, derfor fas at

= 1(T2§7'07T2§T) (171>7'2,Tz>t + 171>7'2772§tQ(7—1 > t|g7'2)) (710)

Nu skal der findes en formel for at udregne overlevelsessandsynligheden pa
Qi > t1Gr,) = EZ (1r0)
Der betinges med G, og FEj.
=E2 (E%(11,54/Gr,, Er))

og bruger ligning (7.5) der siger at A1(F;)™! =7

E(% (EQ(lAfl(E1)>t|gT27E1>)
= E% (EQ(1E1>A1(t)’gT27 El))

Nar der ikke er betinget med G,
t
Ar(t) = / As)ds
0
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stokastisk, men nar der betinges med G, er den forste del af integralet

Ay(ra) = /0 " \(s)ds

kendt. Dvs. nar der er betinget med G, er det
t
Ai(t) — Ai(ma) = / A(s)ds
T2

der er stokastisk.
Derfor traekkes A (73) fra pa begge sider af uligheden i ligning (7.11), hvilket betyder
at

Q1 > t|Gr,) = EX (Q(Ey — Ai(2) > Ai(t) — A1 (72)[Gr,, E))
= E? (Fp,(0-ts(ra) (B1 — A1(72))[Gry ) (7.12)

Hvor fordelingen Fi,()—a,(r)(x) er fordelingen for den stokastiske variabel A;(t) —
Ay (72), dvs

Fry0)-ni(m) () = Q(A1(t) — Ai(12) < )

Ved at indsaette ligning (7.12) i ligning (7.10) fas at

1CUD171>7'2Q<7—1 > t‘g‘l'z) =
1(7’2§7—0,7—2§T) (17—1>7-2,7—2>t + 1T1>T2,T2St]EQ (FAl(t)—Al(Tz)(El - Al(TQ))‘g‘Q? El))) (713)

Fra ovenstaende ligning vides det, at man befinder sig pa delmeengde af mulige ud-
fald hvor 79 > 79, 71 > 75. Her svarer informationen (G,,, E) til den samme information
som (G,,, 71 > T2, To > T2). Ligning (7.13) kan derfor skrives som

1CUD1T1>TQQ(7-1 > t|g72) =

1(T2§T0,T2§T) (17'1>T2,7'2>t + 17'1>7'277‘2§tEQ (FAl(t)fAl(TQ)(El - Al(TQ))‘gTQ7T1 > T2, T0 > TQ)))
(7.14)

Pga. af overskueligheden ses herefter kun pa
EQ (FA1(t)7A1(T2)<E1 — Al(Tg))|gT2,7'1 > To, To > 7'2) (715)

fra ligning (7.14).
Ved at bruge ligning (7.5) kan der laves fglgende omskrivning

T1 > To <=~ Afl(El) > To
= E1 > Al(TQ)
= —lTL(l — Ul) > AI(TQ)
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S U >1—e Mt

s Uy > ULQ

Et tilsvarende argument geelder for 7 > 75. Sammen med ligning (7.4) betyder at
ligning (7.15) kan omskrives til

]EQ (FAl(t)—Al(T2)<_ln(1 - Ul) - Al (7—2>>|ng7 Ul > U1,27 UO > UO,Q)

Ved at bruge sandsynlighedsregnereglerne fra sektion 4.3 fas at
1 — —
:/ Fry )=y (r) (I (1 = up) — Ay (72))dQ (U1 < u1|Gr,, Uy > Ui p, Uy > Uo,z)
0
Da det er givet at U; > Ulyg, kan den nedre integrationsgraense flyttes fra 0 til Ul’g

1
=/ )=t (m) (=101 = up) — Ay (72))dQ (Ur < w1]Gry, Us > U2, Uy > Up)
Ui
(7.16)

Tilsvarende udledning kan laves, hvis det er investor der gar fallit som den fgrste. I
sa fald er fallitten pa tidspunkt 7y, og overlevelsessandsynligheden bliver

Q (7—1 > t|gfo)

1
:/ Fa )=y (ro) (—In(1 = uy) — Ay (70)) dQ (U1 < u1|Gry, Uy > Ur o, Uy > UQ,O)

o
(7.17)

Der er nu fundet en formel til at udregne overlevelses sandsynligheden. Men for at
kunne udregne denne, skal der findes en metode til at udregne fordelingsfunktionerne

Fpy - (mo) (=11 = u1) = Ay (72))
0g
Fry=a(ro) (=1 — ur) — Ay (7o)
Og de betingede sandsynligheder
Q (U1 < w1|Gr,, Uy > Uy 2,Up > Ug)
og

Q (Ul < u1|Gry, Uy > Ul,O; Uy > U2,0)
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7.4 Den betinget fordeling

I denne sektion findes der en metode til at udregne de betingede sandsynligheder

Q (Ul < ul\QTQ, U1 > ULQ, Uo > Uog) (718)

08

Q (Ul < Ul‘gm, U1 > ULQ, Uo > Uzo) (719)

7.4.1 Regneregler

Inden selve uderegningen af den betingede fordeling er der tre regneregler, som skal
bruges gennem denne undersektion. Den fgrste er

@(X < .CCl,X > .1'2) = Q(X < .ZCl) — Q(X < .ZCQ), Va1 > xo (720)

Den anden regneregel er at

acm(“l, Uz)

aUQ us=Us

Q(Ur € wi|Us = up) = (7.21)

for at komme frem til dette skal der bruges to regler for afledte normalfordelinger

8@2(1’1, 113'2) B 0

O = &EQQ(Xl <y, Xo < 1) = Q(Xy <71, Xp = 1) (7.22)
dd(x) _d B B
0 - Lo <=0 =2 (7.23)

Desuden skal der bruges kernereglen, der siger, at hvis y er en funktion af u, og u er en
funktion af x sa har man at

@_dy du

== — 7.24
der du dx ( )
og en regel for differentiation af inverse funktioner, der siger at
dy~1 1
z oy (2))

Fra ligning (6.11) har jeg at
Clut, ..., um) =Q (X1 < F MNuw), ..., Xon < F ' (um))
Sa det fas at den afledte copula er

0C 2(uq, us) _ IQ(X; < @M (uy), Xy < & (uy))
aUQ 3u2
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her bruges kernereglen fra ligning (7.24) og far

_ 0Q(X; < D7 Huy), Xo < &7 (up)) . dd~(uy)

7.26
8@‘1(u2) d'LL2 ( )
Den forste del af ligning (7.26), bliver med ligning (7.22)
QX < @7 Hur), Xp < @7 (uy)) ~1 ~1
D1 (uy) =Q(X1 <07 (u1), X2 = 27 (u2))
= Q(®(X1) < up, D(X2) = up)
= QU < w1, Uy = uy)
Den anden del af ligning (7.26) bliver med ligning (7.25)
d@il(UQ) o 1
dUQ ;TQ;((I)_l(UQ»
hvilket med ligning (7.23) bliver
B 1
QX = @7 (uz))
- 1
Q(Uz = ug)
Den afledte copula fra ligning (7.26) bliver derfor
80172(U1,U2) _ 8Q(X1 < (I)_1<U1),X2 < q)_l(lb2>> ‘ dq)_l('LLg)
811,2 8@*1(1@) dU,Q
QUL S uy, Uy = uy)
Q(Uz = ug)
=Q(U; < w1|Uz = ug) (7.27)

Den tredje regneregel handler om betingede fordelinger. Den generelle regel for be-
tingede fordelinger er
P(XNY)
P(Y)
Hvis der er fire haendelser X, Y, Z og V som fx X = (U <), Uy, Z = (U > Uy )
og V = (Uy > Upya), sa fas med ligning (7.28) at
QXNYnzZnV)
QY nzZnV)
QX NYNZnV)Q(YnV)
QYnNnzZnV) QYnV)
QX NnYNnzZnV) QY NV)
QY nVv) QYnzZnV)

P(X|Y) = (7.28)

QX|Y NZNV) =
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Her brug jeg igen (7.28)

1
QX nzZlynV)
QY nV) (7.29)

Reglen kan kombineres pa forskellige made med forskellige dele fgr og efter |-tegnet.

7.4.2 Udledning af de betingede fordelinger

Efter at have gennemgaet de tre regneregler vil der her blive vist, hvordan den betingede
fordeling udregnes. Der begyndes med tilfaeldet hvor modparten gar fallit som den forste.

Chjog (u1; Us) == Q (Uy < w1|Gry, Uy > Uy 2,Ug > Uppp) (7.30)

Den information som findes i G,,, der er relevant i fht til at finde fordelingen af Uy,
er at U er kendt. Derfor bliver ligning (7.30) til

Chjog (u1;Uz) = Q (Uy < ug|Us, Uy > Uy, Uy > Uppp)
her bruges sa ligning (7.29)

_ Q(Ul <uy, Uy >U1,2’U2,U0>U0,2) (7.31)
Q (U1 > U 0|Us, Uy > Uo,z) .

Pga. af overskueligheden udregnes telleren og neevneren i ligning (7.31) hver for sig.
Forst teelleren.
Q (U1 <wuy, Uy > U1,2’U2, Uy > Uog)
Q (U1 <wuy,Up > Ul,Qa Uy > Uo,2|U2)
Q (Uy > Uo2|Us)

Der bruges nu sandsynlighedsregnereglen fra ligning (7.20)

_ Q (Ul < uq, Uo > U072| UQ) — Q (Ul < Ul,Za UO > UO,2|U2) (7 32)
Q (Uo > Uo,2|U2) '

Ved at rykke rundt pa denne ligning

Q(Uy < us|Uy) = Q(Uy < g, Uy > Upa|Un) + Q(Uy < ug, Uy < Uop|Uh)
fas at forste led i teelleren i ligning (7.32) bliver

Q(Uh < uy,Up > Ugp| Us) = Q Uy < wa|Uz) — Q (Ur < wy, Uy < Uo|Us)
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og med ligning (7.21) fas at
_ 0C 2(uy, u)
8u2
I ligning (7.32) fas fra teellerens andet led at

Q (Ul < Ul,% Uo > U0,2|U2) =Q (U1 < U1,2|U2) -Q (UO < U0,27 U < U1,2|U2)
_ 6701,2(U1,2,U2) B 5C(Uo,27U1,2,U2)

_ 80<U0,27 U1, Us)

us=Us aU/Q

ua=Us

6U2 ug=Us 8u2 ua=Us
Nu ses pa naevneren i ligning (7.31), her fas at
_ _ Uy > U5, Uy > Ups|U:
Q (Uy > Uy o|Us, Uy > Ug ) = Q = 02lt2) (7.33)

Q (Uo > U0,2|U2)
Teelleren i ligning (7.33) kan med samme argumenter, som de tidligere udregninger
i denne undersektion, skrives som
Q (U1 > U1,27 Uo > U0,2|U2)
=Q (Uo > Uo,2|U2) -Q (U1 < U1,2, Uo > Uo,2|U2)
_ 600,2(U072, Uz) _ 6’01,2(71,2, Uz)

=1
aUQ ua=Us 8U2

0C Uy, U 2,
4 ( 0,2, Y12 Uz)

us=Us aUQ uz2=Us

(7.34)

Neevnerne i ligning (7.32) og (7.34) gar ud med hinanden, nar de seettes ind i ligning
(7.31), dvs

01\0,2 (U1§ U2) =

0C1 2(u1,u2) . 0C(Uo,2,u1,u2) _ 9C1 2(U1,2,u2) + 9C(Uo,2,U1,2,u2)
Ousg us=Us Ousg us=Us Ousz ws=Us Ous U =Us
1— 9C,2(Ug,2,u2) _ 8C1,2(U1,2,u2) + 0C(Uo,2,U1,2,u2)
Ous . Ous o Oug _
ug=Us ug=Us uz=Us
(7.35)

Pa tilsvarende made udregnes den betingede fordeling i tilfaeldet, hvor investor gar
fallit som den forste.

Cijz0 (ur; Up) == Q (Ul < u1|Gr, Uy > Ul,O; U > Uz,o)
hvilket giver at

01\0,2 (Ul; Uo) =

9C0,1(u0,u1) _ 9C(ug,u1,Us2,0) _ 8Co,1(u0,U1,0) dC(u0,U1,0,Us2,0)

+
Odug wo=Us Oug wo=Us Oug wo=Us Oug wo=Us
0Co,2(uo,U2,0) 9Co,1(u0,U1,0) 9C (uo,U1,0,U2,0)
1 - T Bug - T dug L P e—
Uo uo=Up Uo uo=Up Uo ug=Up
(7.36)
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7.4.3 Approksimation af afledte copula funktioner

De to ligninger (7.35) og (7.36), der er blevet udledt, til udregning ad de betingede
sandsynligheder, bestar i at regne en fem afledte copula funktioner. Dette kan veere
meget tidskraevende, som det kan ses nedenunder i tabellen. Der viser den tid det
tager, at udregne et antal afledte copulaer eksakt.

Antal beregninger | 10 | 100 | 250
Tid (sek.) 11| 118 | 295

Tabel 7.1: %{E’W) udregnet for x veerdier af uy

Da den betingede sandsynlighed skal udregnes mange gange for at udregne veerdien
af en CDS kontrakt, kan det ses af ovenstaende tabel, at det vil betyde meget lang be-
regningstid, at udregne det eksakt. Det er derfor ngdvendigt, at tage approksimationer
i brug, for at forkorte beregningstiden.

Der ses her pa tre forskellige metoder til approksimation af de afledte copula funktio-
ner. For at simplificere det, ses pa tilfeeldet hvor copulaen kun afheenger af de to variable
U 0g Uo, men det er det samme princip i tilfeeldet med andre, eller flere variable.

Der geelder at

0C 2(uq, uz) n Ch2(ur,ug + h) — Ch o(ug, ug)

1 7.37
8uQ uz=Us h1_>0 h ( a)
Cra(ur,uz + 1) — Cra(ur,up — B
iy Gr2lunuz + 3) — Cra(u, uz — 3) (7.37b)
h—0 h
_ lm 0172(/&1, UQ) - Cl,Q(“l) Uy — h) (737C)
h—0 h

og approksimationen kan derfor laves pa tre forskellige mader med et tilpas lille h

OC15(u1, up) ~ Craur, us + h) = Cro(u, us) (7.38a)
8“2 uz=Usz h ‘
C 5 + hy _ C ) -4
~ 12(un,uz + 3) - 121, U — 5) (7.38Db)
_ Cip(ug,ug) — Crp(ur, ug — h) (7.38¢)
~~ h/ :

For at fa en idé om hvilken en af metoderne, der er bedst, holdes beregningerne af
de tre approksimationer op mod den praecise udregning af den afledte copula funktion.
Herunder kan der ses en graf der viser differencen mellem den praecise udregning og de
tre approksimationer.
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Figur 7.1: Grafen viser forskellen mellem den approksimerede afledte copula og den preecist udregnede.
Der ses pa udsnittet hvor uy € [0,1;0,9] og us € [0,1;0,9], og korrelationen mellem u; og
ug er 0,1. Den rgde, den bla og den grgnne svarer til hhv. approksimationerne (7.38a),
(7.38b) og (7.38c), alle regnet med h = 0,0001.

Pa grafen ses, at approksimationen (7.38a) underestimerer og (7.38c) overestimerer
veerdien af copula funktion, og at (7.38b) derfor er den bedste af de tre approksimations
metoder. Resultatet er det samme for andre afledte copula funktioner og med andre
korrelationer end den der er brugt i grafen.

Der skal dog laegges maerke til, at approksimationen med metoden fra ligning (7.38b)
kun kan bruges i intervallet uy € [%, 1— %} , da der uden for intervallet vil skulle bruges
beregninger af copulaen for tal, der en mindre end nul eller stgrre end en, hvilket ikke er
muligt. Det er derfor ngdvendigt, at tage de to andre approksimation metoder i brug for
de dele approksimationen. For uy € [O; %] bruges approksimationen fra ligning (7.38a),
og for uy € [1 — 2:1] bruges approksimationen fra ligning (7.38c).

Der skal findes et passende h til approksimationen. Fra ligning (7.37) vides det,
at et uendeligt lille h giver det "rigtige’resultat, og det vil derfor umiddelbart give
bedst mening at veclge h sa smat som muligt. Problemet opstar dog i den numeriske
implementeringen i Mathematica, da et meget lille h kan medfgre beregningsmeessige
problemer. For at illustrere dette kan man her se to grafer, hvor det illustreres hvordan
ligning (7.38b) opferer sig mht. h.
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Figur 7.2: 1 de to grafer er den rode approksimationen der athenger af h og den bla er den preecist
udregnede. Graferne er begge regnet med u; = us = 0,1 og en korrelation pa 0, 9.

Pa graferne ses det, at nar h bliver tilstreekkelig lille opstar beregningsproblemer i
Mathematica. Det kan variere en del for forskellige afledte copula funktioner, og med
andre korrelationer end den, der er brugt i grafen. Da ligningerne med forskellige korrela-
tioner, kraever forskellige h, er det ikke nemt at finde et h der passeer til alle situationer.
Jeg veelger derfor at bruge h = 0,001, da det er for alle de mulige kombinationer af uy,
u1, ug og korrelationer, ikke bliver for smat, men stadig tilpas lille til at afvigelserne
ikke er naevneveaerdige.

Til sidst er her en graf der viser en udregning, af approksimationen af

301,2 (Ul ) UQ)
3u2

ved brug af den metode, som i denne undersektion er blevet beskrevet, i tht. den praecist
udregnede afledte.
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Figur 7.3: Grafen viser forskellen mellem den approksimerede afledte copula og den preecist udregnede.
Der ses pa udsnittet hvor uy € [0; 1] og us € [0; 1], og korrelationen mellem uy og us er 0,1,
regnet med h = 0,001.

Som man kan se pa grafen, sa er der godt nok afvigelser, men de er igen sa tilpas
sma, at de ma betragtes som ubetydelige.

7.4.4 Interpolation af den betingede sandsynlighed

Nar overlevelsessandsynlighederne fra ligning (7.35) og (7.36) med de approksimere-
de afledte copulafunktioner skal udregnes, er det en udregning af sandsynligheden for
fallit pa et givet tidspunkt ¢ efter fallittidspunktet for enten investor eller modpart.
De betingede sandsynligheder fra ligning (7.18) og (7.19), der indgar i beregningen af
overlevelsessandsynlighederne, er dog ikke afhaengig af ¢. Selvom det ikke er voldsomt
tidskreevende at beregne, sa lgber det stadig op, nar den beregnes igen og igen. Det er
derfor praktisk, at have en funktion som laves via interpolation ved hjeelp af et passende
antal beregninger af den betingede sandsynlighed.

Inden selve interpolationen af de betingede sandsynligheder er det praktisk, at lave
nogle betragtninger om den betingede sandsynlighed for at optimere interpolationen og
derved skabe feerre og mindre afvigelser. Af praktiske arsager, ses kun pa den ene af de
to formler for den betingede sandsynlighed, men resultatet er ogsa geeldende for den
anden. Der ses pa den betingede sandsynlighed, hvor det er modparten, der gar fallit
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som den forste, dvs.
Q (U1 < w1|Gry, Uy > Uy, Uy > Uy2)

Da Uy € [Uj2;1], betyder det at der er folgende graenser

lim Q (Ui < ui|Gr,, Ui > U12,Uy > Uga) =0

U1—>U1,2
og at
hgl@ (Ul < U1|g72, Ul > U1,27 UO > UO,Q) =1
u1

Hvilket altid vil ggre sig geeldende.
Desuden vides det, at hvis referencen ikke er korreleret med hverken investor eller
modparten, dvs.

Q (Ul < |Gy, Uy > 71,2, Uy > Uoz) =Q (Ul < uy|Uy > U1,2)

Hvilket betyder, at den betingede sandsynlighed som en funktion af u; bliver lineser i

intervallet uy € [U;2; 1]. Hvilket ogsa kan ses i nedenstaende graf.

L3 o

LR o

L L L L L
0.6 0.7 0.8 oL 10

Figur 7.4: Q (U1 <u1|Gry, Uy > Uy 2, Uy > UO,Q) udregnet med ingen korrelation og ULQ =0,5

Da sandsynlighederne er en lineser funktion af w;, nar korrelationen er nul, er det
nemt at interpolere, da der kun behgves to punkter, som ikke engang behgves at beregne,
da de kendes pa forhand. Men jo teettere korrelationen kommer taettere pa enten en,
eller minus en, sa bliver det sveere at lave interpolationen. Nedunder er vist to grafer
der viser den betingede fordeling regnet med hgj korrelation mellem de tre parter.
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(a) U072 = 0, 1, Ul,g = O7 1 og U2 = 0, 1. (b) UO)Q = 07 9, ULQ = 0, 1 og U2 = 07 9.

Figur 7.5: Q (U1 <u1|Gr,, Uy > Ul,g, Uy > ﬁog). Alle korrelationer er 0, 9.

P4 figur 7.5(a) kan det ses at en hgj korrelation og med lave Uy og Us, s& betyder
det, at den betingede sandsynlighed hurtigt stiger mod et. Dette giver intuitivt god
mening, da de lave Uo,g og Us med hgj korrelation til Uy, betyder at U; ogsa burde veere
lav.

P4 figur 7.5(b) kandet ses at en hgj korrelation, og hvis Uy » og U, er hgje, sa betyder
det at den betingede sandsynlighed er meget teet pa nul og fgrst stiger mod et til sidst.
Dette giver ogsa intuitivt god mening, da de hgje Ug o og U, med hgj korrelation til Uy,
betyder at U; ogsa burde veere hgj.

Det sveere i interpolationen er derfor at fange en evt. skarp stigning i starten, eller
en hurtig skarp stigning til sidst. Dette kan observeres i de nedenstaende to grafer, hvor
der i den forste graf er store fejl i begyndelsen, og i den anden graf, store fejl til slut.

(a) Uog = 0, 1, ULQ = O, 1 og U2 = O, 1. (b) UO,Q = 0,9, ULQ = 071 og UQ = 0,9

Figur 7.6: Q (U1 <u1|Gr,, Uy > ﬁLQ, Uy > Uo,g) udregnet preecist, fratrukket interpolationen. Alle
korrelationer er 0, 9.

Fejlene i interpolationen opstar i enderne af de to grafer, mens den midterste del
viser sig ret preecis. Dette betyder, at der til interpolationen af den midterste del ikke
er brug for sa mange punkter til interpolationen, som det er ngdvendigt i enderne, for
at fa et tilstreekkelig preecis interpolation.
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Et andet aspekt er den tid det tager at danne kurven. Det er ngdvendigt, at bereg-
ningstiden er tilstrackkelig lav for at sikre, at det er muligt at kere programmet inden
for en overskuelig tidshorisont.

Her kommer et eksempel pa udregningen af en kurve. En kurve med ULQ = 0,5, lige
store skridt af stgrrelsen 0,001 og med alle korrelationer pa 0,5 tager sma 17 sekunder
at lave. Det tal varierer selvfglgelig, men bruges her som et hurtigt geet pa, hvad en
mulig gennemsnits beregningstid kan veere. Ud fra en tid pa ca. 17 sekunder, vil det
at regne en CDS pris tusind gange, og derved danne kurven tusind gange, betyde, at
det ville tage i alt ca. 4,7 timer, alene for beregningen af kurven for den betingede
sandsynlighed.

For at sikre at der er udregnet punkter nok til at lave interpolationen, uden at det
tager for lang tid, deles udregningerne af punkterne op i to tilfeelde.

Det forste tilfelde er hvor Uy > 0,925. Da det er s smat et interval, bruges der
tredive punkter, der er fordelt med lige store intervaller mellem U, 5 og 1. Dette er med
til at sikre tilpas sma fejl, som det kan ses senere i figur 7.9(c).

I det andet tilfeelde er det ikke helt sa enkelt, da den deles op i tre dele. Det
forste delinterval gar fra U, 5 til U; 5 + 0,025. I dette interval udregnes punkterne med
mellemrum af stgrrelsen 0,0015%. Dette sikre, at der er nok punkter i tilfeelde af en
skarp stigning i starten. Det andet delinterval gar fra U; 5 +0, 025 til 0, 9. T dette interval
udregnes punkterne med mellemrum af stgrrelsen 0, 0253¢. Det sidste delinterval gar fra
0,9 op til 1 er lavet til at fange en skarp stigning til slut, idet der i intervallet udregnes
punkter med mellemrum af stgrrelsen 0,004. De fejl der matte opsta, kan ses senere i
figur 7.9(b) og 7.9(a). For sterre overblik er inddelingerne vist herunder i en tabel.

Sterrelsen af

Interval mellemrumet
[U12; U124 0,025] 0,0015
(U1 +0,025;0,9] 0,025
[0,9;1] 0, 004

Tabel 7.2: Sterrelsen af mellemrummet mellem punkterne, for forskellige intervaller i udregningen af
den interpolerede kurve for betingede sandsynligheder.

Der er desveerre numerisk ustabilitet, som i stgrre og mindre grad pavirker udreg-
ningerne af sandsynlighederne. For at sikre at kurven bliver "paen”, laves der derfor en
sortering af data. For mere info se appendiks A.3. Som det kan ses i tabellen nedenunder
opstar der sma regnefejl, som bliver korrigeret af data sorteringen

35Hvis U1,2 > 0,9, udelades denne udregning
36Hvis U; 2 > 0,875, udelades denne udregning
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Uy QU < u1]Gryy-- ) i Q Uy < u1|Gryy-- )
0,9575 0,983817 0, 9800 1,001560
0, 9600 0, 989253 0,9825 1,000640
0,9625 0,993150 0, 9850 0, 999406
0, 9650 0,995611 0,9875 0,999303
0,9675 0,997047 0,9900 0,999201
0,9700 0,997970 0,9925 0,999303
0,9725 0, 998688 0,9950 0,999303
0,9750 1,003100 0,9975 0,999303
0,9775 1,002480 1, 0000 0,999303

Tabel 7.3: Q (U1 <u1|Gry, U > Uy 2,Up > Uog) udregnet med alle korrelationer pa 0,9, Ug 2 = 0,1,
ULQ =0,92 og U; = 0, 1.

I de to nedenstaende grafer er det muligt at se at data sorteringen tager punkter.
Det sker i dette tilfeelde fordi de er storre end 1, hvilket ikke kan passe

B s R RS o SRR EER e
ke =
.
0.8 L o8k
.
0.6F 06+
M
osl . o4l
. L L L . . L L L . L L . . L L
083 0.04 0.95 006 0.97 088 [k 1.00 0.03 0.04 0.05 0.96 0.7 0.8 0.00 1.00

(a) For sortering ad data (b) Efter sortering af data

Figur 7.7: De to grafer viser Q (U1 < u1|Gr,, Uy > ULQ, Uy > ong) udregnet med alle korrelationer
pé 0, 97 UO’Q = 07 9, ULQ = 0, 925 og U2 = 0, 1.

De huller, der opstar i data, som fx kan ses i grafen i figur 7.7, far ikke betydning,
da der interpoleres mellem punkterne.

Den interpolation, der bliver brugt, er tredjegrads spline interpolation. Hvor lineser
interpolation bruger en lineser funktion mellem to pa hinanden fglgende punkter, bruger
tredjegrads spline interpolation et tredjegrads polynomium mellem to punkter. Poly-
nomierne velges sa de to gange differentialbel. I endepunkterne dvs. det fgrste og det
sidste punkt bliver den anden afledte sat til nul, da dette er med til at sikre at systemet
af polynomier kan lgses. Dette er ogsa med til, at sikre, at kurven bliver ”panere”,
hvilket er med til at reducere de fejl, der opstar ved brug af interpolation®7.

37Selve interpolationen laves med Mathematica funktionen Interpolation|-, Method—”Spline”]
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Her under ses tre eksempler pa fordelinger lavet med interpoaltionen. Udregningerne
tager for de tre 1,0 til 2,4 sekunder, hvilket betyder at beregningerne er kommet ned i
et tidsleje der er overkommeligt.

02 04 0.6 [N} [ o8 020 0.8 084 055 021 100

(a) UO’Q = 079, Ul’g = 0, 1 og U2 = O,9 (b) Uo,g = 0, 1, ULQ = 07875 og U2 = O7 1

[ 0oe 055 X3 097 008 0.0 100

(C) UO,Q = 0, 1, ULQ = 0,925 og UQ = 0,1

Figur 7.8: De tre grafer viser Q (U1 <u1|Gry, Uy > Uy 2, Uy > UO,Q) udregnet og interpoleret med
tredje grads spline interpolation. Alle grafer er udregnet korrelationer pa 0,9

Approksimationen af Q (U1 < u1|G.,,U; > Ul,g, Uy > Uog) med interpolation sker
dog ikke uden fejl, men fejlene er kommet ned pa et niveau jeg veelger at acceptere.
Nedenstaende tre grafer viser fejlene i interpolationen i forhold til de faktisk udregnede
veerdier af de tre grafer i figur 7.8.
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(a) ong = 0,9, ULQ = 0, 1 og U2 = 0,9 (b) UO’Q = 0, ]., ULQ = 0,875 og U2 = 07 1

o003l
eomz} *

0.0001 |

—0.0001

—-0.0002

(C) Uo)g = 0, 1, ULQ = 0,925 og UQ = 0, 1

Figur 7.9: De tre grafer viser Q (Uy < u1|Gr,, Uy > U1,2,Uy > Ug,2) udregnet i 353 punkter, set i fht.
de interpolerede grafer fra figur 7.8

Der er nu fundet en metode til at udregne de betingede sandsynligheder, hvor be-
regningstiden er blevet tilstraekkelig lav. Dette har dog veere pa bekostning af praecision
i udregningen af de betingede sandsynligheder. Hvis modellen skulle bruges til at regne
pa handlebare priser, er det ngdvendigt med en mere omfangsrig test af betydningen
af, at der opstar fejl i interpolationen og fejl i approksimationen af den afledte copula
funktioner.

7.5 Fourier inversion

For at kunne udregne overlevelsessandsynlighederne fra ligning (7.16) og (7.17), skal
der findes en metode til udregning af fordelingen

Fri-mi(m) (=In(1 = i) = Ai(7)), i=10,2 (7.39)

Det vil der blive gjort i denne sektion. Der vil blive gjort brug af Fourier inversion.

7.5.1 Teori

Forst ses pa teorien der ligger til grund for Fourier inversion.
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Da —In(1 —uy) — Ay(7;) her er en konstant, veelges pga. overskueligheden, i udled-
ningen at se pa fordelingen af x, dvs.

Fai-ni(m (@), i=0,2 (7.40)

Det forste spgrgsmal ma naturligvis veere om fordelingen overhoved findes. Det gor
den, for uanset om der er en analytisk udtryk for fordelingen eller ej, sa vil en stokastiske
variabel altid have en fordeling?®.

For at ggre det mere overskueligt, til at begynde med skiftes den stokastiske variabel
A1 (t) — Ai(79) ud med X.

For at finde fordelingen for en stokastisk variabel X, skal jeg bruge X’s karakteri-
stiske funktion ¢x(u). Den karakteristiske funktion kan ses som en alternativ metode
til at beskrive en stokastisk variabel. For fordelingsfunktion har man at

Fy(r) = E(1x<a)
derfor har man for den karakteristiske funktion at
¢x(u) =E (e"*), hvori=+v—-logu€eR (7.41)

Der er en-til-en forhold mellem fordelingen og den karakteristiske funktion. Dette
betyder, at hvis den ene kendes, er det ogsa muligt at finde den anden. Sammenhzengen
mellem fordelingen og den karakteristiske funktion er givet ud fra inversions teoremet,
der er givet som

FX(a:):Q(ng):%—% 3 %du

Schmelzle[24] laver dog fplgende omskrivning, sa udtrykket for fordelingen bliver

Fx(g;):%—l/ooofm (L’”f(“)> du

™ u

hvor funktionen I'm(-) er den imagingere del af et tal, dvs. Im(a + bi) = b

For at kunne udregne fordelingen fra ligning (7.40) er det ngdvendigt at kende den
karakteristiske funktion for ¢, ()—a,(r)(u). Fra ligning (7.41) vides det, at den kan
skrives som

Aas(t)—r () (u) = E (em(Al(t)_Al(m))

For at lave udregningen, skal man fgrst genkalde to ligninger fra afsnit 6.2. Den

forste er
t t t
/Al(s)ds:/ a:l(t)ds—l—/ v1(s, B)ds
0 0 0
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og den anden er

M0 = [ nisds, X0 = [ an(oyis, 00 = [ s

Desuden skal der bruges at

Al(t)—Al(Tz»):/Ot)\l(s)ds—/on Al(Xs)ds:/:)\l(Xs)ds

[3

Det fas nu, at den karakteristiske funktion bliver
O () () (1) = E (1Ol
—E (eiu thz Al(s)ds>
=E (eiu(f:i m (s, ‘Pl@vﬁ)))

—-E <eiu f_:l :c1(t)ds€iu f:l cpl(s,ﬁ)ds>

Da z(s) og ¢(s, B) er uathaengige, sa fas det at
_E <6w I ml(t)ds> E (eiu I3 wl(s,ﬂ)ds>
og da ¢;(s, B) er deterministisk, kan forventningstegnet fjernes, sa
—F <€iu f:z ml(t)ds) eiu f:l w1(s,8)ds (742)

Den anden del af ligning (7.42) kan let omskrives, sa
o lr er(s8)ds _ ([ e1(s.8)ds— [T p1(s,8)ds)
— u(Y1(t)=¥1(n))

Den forste del af ligning (7.42) er en lidt stgrre udfordring. Fra Andreas Eckner[25]
vides det, at for dynamikken

d$1 = k:(@ — $1)dt + O'\/ZLTlth,
Det er den samme dynamik som i ligning (6.5). Det er

E (ew I, m(t)ds) _ polt=m)+B(t=r)er(7)
hvor

O{(t—TZ’) = —

2k0 (C+d€_7(t_Ti)) k6
In

—(t—m
2 c+d + (=)

o c

1 — e (t=T)

Ble=m) = c+d
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med

v = Vk? — 20%u
k+~
2iu
—k
g= 27
2iu

Den karakteristiske funktion kan derfor nu udregnes som

DA (1) () (1) = E (A1)
ea(t*”)Jrﬁ(t*Ti)wl(Ti)eiu(\h(t)fxlll (7))

— ea(t—n)—i-ﬁ(t—n)xl(n)—i—iu(\Ill(t)—\I/l(n)) (743)

Nu findes der et udtryk for den karakteristiske funktion ¢n, )—a, (-, (), og fordelin-
gen fra ligning (7.40), kan nu udregnes som

1 1 00 —iux _ T'
Fay—ni (o () = = — _/ Im (e P ()= »(u)) I (7.44)
0

2 7 U

7.5.2 (vre integrationsgraense

Integralet i ligning (7.44) gar fra nul til uendelig, det er ikke muligt at implementere i
Mathematica. Det er derfor ngdvendigt at finde et andet interval, hvor det er muligt er
regne integralet.

For at fa en idé om hvilket interval der skal integreres over, ses der forst pa funktionen
i integralet.

I'm <€ ¢A1(t)—/\1(7'i)(u)) (745)

u

Nedenunder er der fire grafer, der viser repraesentative eksempler pa ligning (7.45)
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Figur 7.10: De fire grafer viser et eksempel pa ligning (7.45) for forskellige intervaller af u, med
k=20,5,0=0,02 og 0 =0,1. Eksemplerne er repraesentative for den generelle udvikling
af funktionen i ligning (7.45).

Det, man kan se i ovenstaende eksempler pa funktionen i ligning (7.45) er, at det
er en funktion, som hele tiden svinger omkring 0. Nar u vokser, falder funktionens
svingninger, hvilket er meget intuitivt, da der i funktionen bliver divideret med u°. P&
figur 7.10(d), kan ses at Mathematica far problemer med udregningen af funktion, hvis
u bliver for "stor”. Da udsvingende er store i begyndelsen og derefter bliver mindre,
kommer der et punkt hvor betydningen for hgjere w’er ikke har reel betydning for
integralet. Integralet tages derfor fra nul og op til en tilstreekkelig hgj gvre greaense,
som kaldes ug. Dette sikrer, at approksimationen er tilstreekkelig, men stadig ikke sa
hgjt at Mathematica ikke kan lave beregningerne. Dvs. at integralet fra (7.44) bliver

approksimeret med
ug —iux
/ m (e ¢A1(t)—A1(n)(U)) du (7.46)
0 U

39Funktionen (7.45) har altid samme udformning vist i figur 7.10. For flere eksmpler se da appendiks
A2
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hvor det gerne skulle geelde at

/ Im (6 ¢A1(t)—A1(‘ri) (u)> du ~ 0 (747)
uQ

u

Selve integralet i ligning (7.46) bliver, udregnet med en numerisk integrationsfunk-
tion fra Mathematica®®

Der skal findes en metode til at bestemme den gvre integrationsgraense ugy. Der
er to ting, man skal overveje i ftht. at seette integrationsgraensen ”meget”hgjt. Der er
sporgsmalet om, hvor lang tid det tager at lave en beregningen og om den vedbliver
med at veere praecis. Nedenunder i figur 7.11 kan det ses et eksempel pa udregninger
af fordelingsfunktionen med forskellige ug. Det ses, at der begynder at opsta numerisk
ustabilitet, nar er integreres til et for hgjt u.

s.x1078 | . -

- - 1 s L 1 L - ®
20000 o T C T ) 100000 » 120000 0000 *
-

—5xl0E

Figur 7.11: Grafen viser beregninger af fordelingen fra ligning (7.44), givet at der integreres op til et
bestemt w.

Herunder i figur 7.12 kan tiden for en enkelt beregning af fordelingen ses. Her ses
det at der for ug over en vis graense, sker en voldsom stigning i beregningstiden.

4ONIntergrate
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Setundsr Sebunde
@

— — v . v
20000 20000 000 20000 100000 130000 200 000 000 000 1000

(a) x =0,02 (b) =10

Sebunder

(C)J;’=25A

Figur 7.12: 1 de tre grafer kan man se tiden det tager for Mathematica at regne fordelingen fra ligning
(7.44), givet at der ikke integreres op til uendeligt, men til et bestemt w.

Det er dog stadig ikke muligt bare, at veelge et alt for lavt uy at integrere op til.
Nedenstaende grafer i figur 7.13 viser udregninger af den nedre del af en fordeling med
tre forskellige ug. Det kan observeres, at valget af et for lavt ug, kan betyde store fejl i
udregningen af den nedre del af fordelingen.
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0.0001 |

0.00005 - ‘---\\

Figur 7.13: Grafen viser beregninger af fordelingen fra ligning (7.44), givet at der integreres op til et
bestemt u. Rod: u = 2000, Bla: v = 3000, Grgn: u = 10.000.

Det er ikke ligetil at finde en metode til at bestemme wg, sa ligning 7.47 er tilstrack-
kelig teet pa nul. Men jeg kan veelge en metode, og sa bagefter undersgge om metoden
giver at fordelingen (7.44) for et "meget”hgjt = giver 1. Desuden skal det undersgges,
om det er ngdvendigt at regne et nyt wug, for hver udregning af en veerdi af fordelingen.

Metoden, der skal undersgges, gar ud pa se, hvornar (7.45)’s svingninger er tilstraek-
kelig teet pa nul. Maden det kan ggres pa, er ved at se pa om et antal punkter i omradet
omkring et givent u er mindre end 1076, Her er "tilstrackkeligt teet pa nul”sat til 1076
og det viser sig, at hvis der blev valgt en mindre greense, ggr det, at der kan opstar
problemer med Mathematica’s udregninger. Omradet jeg veelger at se pa for et givent
u er intervallet [u - 0,9;u - 1, 1], og jeg veelger at bruge ti punkter ligeligt fordelt i in-
tervallet. Nedenstaende tabel viser resultaterne som den beskrevede metode udregner,
med et forskellige antal af punkter regnet i intervallet [u - 0,9;u - 1,1].

Indelinger/o | 0,01 0,2 0,5
1 6487,32 | 1922, 17 | 4324, 33
10 6487,32 | 1922,17 | 4324, 88
100 6487,32 | 1922,17 | 4324, 88
1000 6487,32 | 1922,17 | 4324,88

Tabel 7.4: Udregninger af ug for forskellige antal inddelinger af intervallet [u-0,9;u-1,1]. Med
variable £k = 0,8, 0 =0,050g T =1

Metoden er meget stabil, og der kun veere valgt et lavere antal punkter, men for en
sikkerheds skyld er valget faldet pa ti punkter. Hvis svingningerne ikke er mindre end
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1075 for et givent u, kigges der pa svingningerne for et u, der er 50% hgjere, etc..

Det vil her blive vist, at den gvre graense i integralet i (7.46), ikke er atheengigt af
et specifikt z, men geelder for alle x for en given fordeling.
For at lette notationen, i de fglgende beregninger vil der blive brugt ¢(u) i stedet

for ¢a, 1)y (m) ()
Der skal bruges Euler’s formel, der siger at

e = cos(w) +isin(w), w € R (7.48)
Det skal desuden huskes at
Re(a+bi) =a (7.49)
Im(a+0bi)=0b (7.50)
(a+bi)(c+ di) = (ac — bd) + (bc + ad)i (7.51)

Forst ses pa ligning (7.45)

Im (LCZ’("‘L)) =Im (e ¢(u)) %

u

Sa bruges reglerne fra ligning (7.49) og (7.50), til at omskrive e™"* og ¢(u)

SIS

= Im ((Re (e7) + Im () 1) (Re (6(w)) + I (6(u)) i)

sa bruges (7.51), til at gange de to komplekse tal sammen, men da det kun er den
imaginaere del, der skal ses pa jeevnfor (7.50), sa bliver det

= (Re (e7") Im (¢(w)) + Im (e~**) Re (¢(u))) %

Re (e7™) Im (¢(u)) N Im (e7*) Re (¢(u

~—
~—

nu bruges (7.48) sammen med (7.49)

_ cos(—uz)Im (¢(u)) n sin(—ux)Re (¢(u)) (7.52)

Nu kan der laves en omskrivning af

[ (Y (s
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Med ligning (7.52), sa

_ /oo (cos(—u:z:)[m(¢(u)) . Sin(—ux)Re(qb(u))) "

u u

:/OO cos(—ux)]m(gb(u))du+ /°° sin(—ux)Re(p(u))

u u

du

0 0

Det ses, at de to integraler hver indeholder cos(—uz) hhv. sin(—uzx). Disse funktio-
ner svinger begge mellem minus en og en, nar x stiger. Dette betyder, at det der far
integraler er til at konvergere er

Im((w) | Re(@(u)

u u

(7.54)

Da x ikke er med, i nogen af de to ligninger, ser det ud som om, at en udregningen af u
geelder for vilkarlige x. Ved udregning af hvornar de to funktioner (7.54) er tilstraekkeligt
sma, viser det sig, at de i praksis er ens. Det ses samtidig ogsa, at de finder den samme
ug, som nar der regnes pa (7.45). Det er derfor tilstraekkeligt at regne ug for et vilkarligt
x.

For at undersgge at wug er tilstraekkeligt hgjt, kan der nedenunder ses en tabel, over
udregninger af fordelingen. Som det ses ligger fordelingen og svinger omkring en med
ca. ni decimalers ngjagtighed, hvilket i dette tilfzelde ma siges at veere tilstreekkeligt
praecist. Dette gaelder generelt og ikke kunne fordelingen med de variable som er brugt
i tabellen nedenunder.

x Fp5)-m0) (@) T Fa 5, (0) ()
0,875 | 0,980122753421564 | 1,500 | 0,999999998922185
1,000 | 0,998589173964461 | 1,625 | 0,999999999880250
1,125 | 0,999935637091862 | 1,750 | 1,000000000069970
1,250 | 0,999997912555782 | 1,875 | 1,000000000064790
1,375 | 0,999999948428986 | 2,000 | 0,999999999919418

Tabel 7.5: Fordelingen af Fj, (5)—4, (0)(2) med k = 0,5, 0 = 0,2 og 0 =0, 1.

Med resultatet af at fordelingen kommer tilstraekkeligt teet pa en, for et  der er stort
nok, ma det betyde, at metoden veelger et tilstreekkeligt hgjt ug til at regne fordelingen.

Desuden undersgges det, at metoden til at finde wug sikre, at fordelingen kommer
til at passe for sma x. Som man kan se nedenunder, sa er der godt nok nogle udsving
omkring for meget sma veerdier af x. Men igen er de sa sma, at de ma betragtes som
ubetydelige. Dette gaelder igen generelt og ikke kunne fordelingen med de variable som
er brugt i tabellen nedenunder.
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T Fr)-m0) (@) x Fa 5, 0) ()
0,00 | —1,86685555902955 - 10719 1 0,20 | —6,36821373412033 - 10~ 10
0,04 | 3,34353100761575 - 10~ 0,24 | —7,16350098683982 - 10797
0,08 | 1,61445357083068 - 10710 0,28 | 1,70172940183733 - 10798
0,12 | —3,71542241417444 - 10710 | 0,32 | 2,05163240840633 - 10~
0,16 | 5,50994694314966 - 107° | 0,36 | 6,68407480114985 - 1079

Tabel 7.6: Fordelingen af Fj, (5)—4, (0)(2) med k =0,5,0 = 0,2 og 0 =0, 1.

7.5.3 Interpolation

Da det er beregningstungt at regne fordelingsfunktionen, kan det veere en fordel at bruge
interpolation til at reducere antallet af beregninger. Ikke alene er det beregningstungt at
regne en fordeling, men for at regne veerdien af en enkelt CDS skal fordelingen beregnes
flere gange, sa der kan veere meget tid at spare ved at regne fordelingen ved hjeelp af
interpolation.

Fordelingen Fy, (4)—a,(r) (%) erher en funktion af =, der kan ga fra nul til uendelig. Det
er derfor ngdvendigt at begraense x’erne, der bruges til grundlag for interpolationen.
Nar z gar mod uendelig, gar fordelingen mod en, som det ogsa kan ses i tabel 7.5. Der
veelges derfor en gvre graense for z, kaldt ., hvor fordelingen er tilstraekkeligt teet pa
en. Den naturlige nedre graense er = = 0. Ligning (7.16) og (7.17), kan dog omskrives
til at give en nedre graense af x

Ligning (7.55) kan derfor bruges som nedre graense for x. I nogle tilfeelde vil fordelingen
ligge meget teet pa nul i starten for det fgrste interval af . Det kan derfor kraftigt
reducere antallet af beregninger ved fgrst at starte interpolationen fra et x kaldt z,,,,
hvor fordelingen begynder at stige tilstrackkeligt over nul. Fgr x,,;, vil alle veerdier, sa
blive sat til nul, og alle veerdier efter x,,4,, Vil blive sat til en.

For at finde x,,;, 0g Tpae, ma det veelges, hvad der menes med "tilstrackkeligt teet
pa en”, og "tilstrackkeligt over nul”. Spgrgsmalet er, hvor store fejlene bliver ved at
undlade at beregne veerdierne af fordelingen og i stedet saette dem til hhv. en og nul.

Hvis "tilstrackkeligt teet pa nul”seettes til fx 0,01, sa betyder det, at der hgjst kan
opsta fejl i stgrrelsesordenen 0, 01. Dette skyldes at fordelingen fra = = 0 til x,,;,, stiger
fra nul til 0, 01. Da veerdien i intervallet nul til 0, 01 saettes til nul, betyder det, at fejlene
der opstar naermer sig 0, 01, nar fordelingen naermer sig ;.. Et lignende argument kan
laves for T4z

Det bliver derfor et spgrgsmal om hvor store fejl, der skal accepteres. Fejlene som jeg
her veelger at acceptere er 1075, Dette betyder, at ”tilstrackkeligt taet pa en”er 0, 99999,
og "tilstreekkeligt over nul”er 0,00001. Hver gang der skal regnes en ny fordeling, ud-
regnes et nyt x,,;,. Pga. numerisk ustabilitet udregnes x,,,, ikke hver gang, men bliver
regnet som en interpoleret kurve for flere fordelinger. For mere info om udregningen af
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Tmin 08 Tmaz, S¢ appendiks A.4. I tilfeelde hvor z fra ligning (7.55) giver en veerdi af

fordelingen, der er stgrre end 0,99999, saetter jeg fordelingen til at vaere konstant en.
Det kan generaliseres og siges, at der er to typer af fordelingen, der er bestemt af

voltiliteten for udviklingen af intensitetsprocessen for den underliggende reference.

(a) o1 =0,01 (b) 01 =0,5

Figur 7.14: De to grafer er udregninger af fordelingen Fy, (2,1)—a, (0)(), hvor k; = 0,8, 6; = 0, 05.

Disse to typer kan ses i ovenstaende to grafer. som det kan observeres i figur 7.14(a),
sa betyder en lille volatilitet betyder, at sandsynligheden stiger meget hurtigt fra nul til
en. Mens det i figur 7.14(b) kan observeres, at ved stgrre volatilitet sker stigningen over
en laengere interval. Derfor skal der findes en metode, der kan fange begge "typer”af
fordeling.

Der skal skabes et udgangspunkt for at kunne finde de rigtige punkter til interpola-
tion. Dette gores ved forst at regne fordelingen fjorten gange med lige store mellemrum
fra x,,;, til T,,4.. For at sikre den numeriske stabilitet, og minimere antallet af beregnin-
ger og derved beregningstiden, er det vigtigt, med praecise T, 0g Timae. Derfor tjekkes
det at x,,,, om den sidste af de fjorten veerdier er storre end 0,99999. Hvis veerdien
ikke er stor nok regnes der en ny veerdi af fordelingen for et hgjere x. Dette fortsaetter,
indtil den sidste veerdi er tilstrackkelig stor. Herefter kigges der pa, om der er mulighed
for at indsneevre T, 08 Tmaz- FOT T4, gores det ved finde den fgrste veerdi, der er
stgrre end 0, 99999 og slette de efterfolgende, og bruge den tilhgrende z, som x,,,,. For
Tmin findes den sidste veerdi der stadig er mindre end 0, 00001, og alt fgr slettes og det
tilhgrende zbruges som ;.

Der er nu skabt, et udgangspunkt for den videre udregning af punkterne til inter-
polationen. Hullerne mellem punkterne skal fyldes, sa interpolationen ikke skaber for
store fejl. Dette ggres ved at se pa de enkelte intervaller, der er blevet dannet mellem
Tmin, 02 Tmaz- 1 det enkelte interval udregnes der veerdier, alt athaengig af hvor meget
sandsynlighedsmasse der er i intervallet. Antallet af punkter i intervallet z;, til kg1 er

pktinterval - (FA1(2,1)—A1(0) (xslut interval) - FA1(2,1)—A1(0) (xsta’rt interval)) -40

Antallet af punkter vil dog minimum veere de to, som udggr enderne af intervallet,
men som kendes i forvejen. Valget af konstanten 40 i ovenstaende ligning til udregning
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af antallet af punkter, er lavet som en opvejning af tid og praecision. Flere punkter
medfgrer hgjere beregningstid og bedre praecision, mens feerre punkter medfgrer lavere
beregningstid og darligere praecision. Fyrre er derfor valgt som en passende afvejning

heraf, som det ogsa senere vil blive vist.
Punkterne bliver sa beregnet i intervallet med mellemrum af stgrrelsen

Tsiut interval — Lstart interval

dr =
pktinterval

Nar alle intervaller fra x,,;, til ... er kort igennem, gennemgas de nye intervaller
med samme procedure. Dette fortsaetter, indtil der ikke laengere bliver lagt flere punkter.
Til sidst inden selv interpolationen er, at der i hver ende af punkterne udregnes
fire ekstra punkter ind i hvert af de fgrste/sidste fire intervaller. Dette skyldes, at
metoden, som den er beskrevet indtil nu, havde sveert ved at fange fejl i starten og
slutningen. Interpolation af de punkter, der er blevet genereret, er igen interpolation

med tredjegrads spline interpolation.
For at vise at metoden giver tilstraekkeligt sma fejl, ses nedenunder, fire pa grafer,

med eksempler af den interpolerede fordeling.

(¢) t=5,01=0,01 (d)t=5,0,=0,5

Figur 7.15: De to grafer er udregninger af fordelingen Fj, ), (0)(2), hvor k1 = 0,8, 6; = 0,05.

Herunder er sa grafer, der viser de fejl, som opstar, nar der bliver brugt interpolation,

i stedet for at regne de eksakte vaerdier af fordelingen.
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(b)t=1,0,=0,5

(¢) t=5,01=0,01 (d)t=5,0,=0,5

Figur 7.16: De to grafer er udregninger af fordelingen Fx, (¢)—a, (0)(2) fratrukket interpolationen, hvor
ki = 0,8, 6, = 0,05.

Ved afleesning af graferne ses det at fejlene er relativt sma. Hvis der skulle reduceres
maerkbart i fejlene, ville det kreeve lavere graenser for, hvad der er tilstrackkeligt teet
pa en og nul blev gjort mindre. Og antallet af punkter, der bliver brugt til at lave
interpolationen, gges markant, hvilket ville betyde et forggelse i beregningstiden.

Der er nu fundet en metode til at udregne fordelingen Fi, )—a, (=) (). Det er desuden
vist, at den kan implementeres, men at det samtidig betyder, at der opstar fejl i bereg-
ningen. Hvis modellen skal kunne regne handlebare priser vil det veere ngdvendigt, at
se naermere pa de fejl der opstar i implementeringen. Ikke alene de fejl der opstar, som
folge af interpolationen, men der skal ogsa i i hgjere grad undersgges, hvad betydningen
af den gvre graense ug betyder.

7.6 Overlevelsessandsynlighedskurven

Der er nu fundet en metode til at udregne de betingede sandsynligheder i ligning (7.18)
og (7.19), samt fordelingsfunktion fra ligning (7.39). Det er derfor muligt at komme
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videre med udregningen af overlevelsessandsynligheden fra ligning (7.16) og (7.17)
Q (Tl > t‘g‘n‘)

1
:/U FA1(t)—A1(Ti) <_ln(1 - Ul) - Al(TZ)) d@ (Ul < u1|g’7‘i7 Ul > Ul,’i) UO > UQ,i) ) L= 07 2
1,

Det sidste der skal ske for at kunne implementere ligning (7.16) og (7.17), er at
udregne integralet. Dette vil som tidligere approksimationer af integraler ske med Ri-
emann integralet. Da bade Fy,)—a,(r)(x) og Q (U1 <u1|G,,, Uy > Uy, Uy > Uz,i) er
regnet pa forhand som interpolerede kurver, kan det approksimerede integrale regnes
med relativt sma skridt. Hvis skridtene bliver for sma pavirker det dog beregningsti-
den markant. Nedenunder ses i de to grafer et eksempel pa forskellen mellem hgjre- og
venstresum, regnet for forskellige inddelinger af integralet.

4 ®
o43 | [ ]
& [ ]
L noaas| °
m:_.: g o @ @ = H
S [ ]
D.0422 .
L — L < — Dim‘ull L L L -
(a) Inddelinger fra 100, til 50.000 (b) Inddelinger fra 10.000, til 250.000

Figur 7.17: Q (7 > t|G,,) approksimeret med Riemann integralet, med forskellige inddelinger. Den
bla er hgjresummen og den rgde er venstresummen.

Det, man kan observere pa de to grafer, er, at hgjresummen overestimerer sand-
synligheden, mens venstresummen underestimerer sandsynligheden. Det kan desuden
observeres, at bade hgjre- og venstre summen bliver mere preecise, nar antallet af ind-
delinger stiger. Da hgjre- og venstresummen ser ud til, at producere lige store fejl i
ftht. det "rigtige”resultat. Der er derfor uveesentligt, om det er den ene eller anden der
bruges. Jeg veelger at bruge hgjresummen.

For at fa et overblik er her to grafer, der viser forskellen mellem hgjre- og venstre-
summen.
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(a) Inddelinger fra 100, til 50.000 (b) Inddelinger fra 10.000, til 250.000

Figur 7.18: Forskellen i Q (71 > t|G,,) approksimeret med Riemann integralet, for hhv. hgjre og ven-
stresummen, med forskellige inddelinger.

For at fa en fejl i forskellen mellem hgjre- og venstresummen, der er mindre end
0,00001, vil det kraeve i neerheden af 50.000 inddelinger. Men da der samtidig skal
tages hgjde for den tid, der skal bruges pa beregningerne, veelger jeg at lave integralet
med 10.000 inddelinger, da der ved flere inddelinger, begynder, at blive en betydelig
forggelse i beregningstiden. Med 10.000 inddelinger er fejlen her stadig 0,00005. Et
lignede resultat viser sig for andre udregninger af sandsynligheden.

Overlevelsessandsynligheden bliver approksimeret med fglgende Riemann integrale

Q(n >tG)~ Y Fu)(Qu) - Qu— du))

hvor

F(u) = Fay(-a(m) (—In(1 —wr) — Ay (7))
Q(u) =Q (Ul <G, Uy > Uy, Up > U?,i)

Dette ggres rent praktisk iterativt, hvor

Qu (11 > 1Gr) = Qu-au (11 > 1]Gr,) + F(u)(Q(u) — Q(u — du)) (7.56)

Beregningen kan stoppe hvis enten F(u) = 1 eller Q(u) = 1. F(u) og Q(u) burde i
teorien ikke veere en fgr u = 1, men da de begge er approksimationer, opstar tilfaeldet
hvor en af dem bliver en.

I tilfseldet for u hvor Q(u—du) = 1, da kommer ligning (7.56) til at se ud som folger

Qu (11 > 1Gr,) = Qu-gu (11 > 1Gr,) + F(u)(Q(u) — Q(u — du))
= Qu—du (7_1 > tlgn) + F(U) -0
= Qu—du (Tl > t|gq—i>
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Dvs. at nar Q(u — du) = 1, sa vil Q, (71 > t|G,,) ikke sendre veerdi for hgjere u’er, og
beregninger kan stoppe.
For u hvor F'(u) = 1 da kommer ligning (7.56) til at se ud som fglger

Qu (11 > 1Gr,) = Qu-gu (11 > 1|Gr,) + F(u)(Q(u) — Q(u — du))
= Qu-au (11 > t|G-,) + Q(u) — Q(u — du)
Efter at forste w hvor F(u) = 1, sa vil
Q (Tl > tlgﬁ) = Qufdu (Tl > t|gn)

+ (Qu) — Q(u — du)) + (Q(u + du) — Q(u)) + (Q(u + 2du) — Q(u + du))
+. 4 (Q(1) — Q1 — du))

Da alle sandsynligheder, undtagen Q(1) og —Q(u — du) nettes ud med hinanden, og
Q(u) =1 for u = 1, sa betyder det at

Q1 > 1Gr) = Qu-gu (1 > 1]Gr) +1 = Q(u — du))

Da der for hver udregning af en overlevelsessandsynlighed skal udregnes en kurve
for Fi, (1), (ry) (—In(1 —u1) — Ai(7;)), sa bliver udregningen af den enkelte overlevelses-
sandsynlighed meget beregnings tung, og det tager derfor lang tid at lave beregningen.
Meget beregningstid kan spares ved igen at lave en interpoleret kurve, her over overle-
velsessandsynlighederne.

Her ses et eksempel pa kurven for overlevelsessandsynligheden.

10—

oo .

0.8 “\\

oSk T

1 L L I
1 2 3 4

Figur 7.19: Grafen viser et eksempel pa en kurve af overlevelsessandsynligheder Q (r; > t|G,,), efter
en fallit pa tidspunkt investor pa tidspunkt ¢ = 0.798.
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Overlevelsessandsynlighedskurven laves med tredjegrads spline interpolation. Punk-
terne som kurven bliver dannet ud fra er lavet i intervaller af stgrrelse dt, dog minimum
fire punkter. Nedenunder kan ses fire eksempler pa forskellen mellem ind interpoleret
overlevelsessandsynlighedskurve lavet med forskellige dt og faktisk udregnede overlevel-
sessandsynligheder.

0.0013 -

(a) dt = 0,75 (b) dt = 0,50
4 ~ 2 “s‘\.\“i : o
(c) dt = 0,25 (d) dt = 0,10

Figur 7.20: Forskellen mellem den Q (71 > t|G,,) regnet som interpoleret kurve med forskellige dt, og
faktisk udregnede.

Som det ses pa figur 7.20(a), sa er fejlene nar dt = 0,75 langt fra et tilstraekkeligt
smat interval. I figur 7.20(b) kan man se at med dt = 0,5, sa er fejlene stadig for store,
men fejlene er naesten pa en niveau der kan accepteres, da de fleste fejl ligger inden for
rammen af 0,00001. For figur 7.20(c) og 7.20(d) kan man se at stort set alle fejl ligger
inden for greensen af 0,00001, dog uden at det hjeelper syndeligt at ga fra et dt = 0, 25,
til et dt =0, 1.

Ud fra ovenstaende betragtninger, ville jeg veelge dt = 0,25, som et passende valg
af skridt til brug i interpolationen af kurven. Jeg bliver dog ogsa ngdt til at sztte en
greense for den tid, som jeg synes, jeg kan bruge pa at regne veerdien af BR-CVA®!L,

Med kurven for overlevelsessandsynlighederne er det nu muligt at regne veerdien
for en CDS kontrakt efter en fallit hos enten investor eller modpart. Det er, sammen

41Tiden for udregninger bliver kan ses i sektion 8.3
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med metoden til udregning af fallitter, derfor nu muligt, at udregne BR-CVA-CDS.
Det er dog vigtigt, at holde sig for gje, at for at lave implementeringen, er der lavet
approksimationer, som har medfgrt at resultatet bliver behaeftet med fejl. Fejlene er
provet at blive holdt pa et minimum, i fht. at beregningstiden ogsa skal veere overskuelig.
Sterrelsen af fejlen, der opstar, er lidt sveer at sige noget om, det vil kraeve yderlige test
af modellen, som ikke er mulig pga. specialets omfang.

7.7 Renter og diskontering

En vigtig del af modellen er diskonteringen, i denne sektion gennemgas valget af rente-
model og diskontering.

Jeg har valgt at bruge deterministiske renter i stedet for en stokastisk rentemodel.
Dette ggres for ikke at ggre udregninger mere beregningstunge. Desuden ville en stoka-
stisk rentemodel sandsynligvis, ikke ggre resultatett af modpartrisikoen mere tydelig.
Valget af en deterministisk renter betyder ogsa, at fallitter og recovery rates er uatheen-
gige af renten. Det vil ikke vaere et problem at bruge en stokastisk rente i stedet for den
deterministiske. Sa leenge at renterne er uatheengige af fallitrisikoen.

I udregningerne er der ikke brug for selve rentesatsen, men kun en diskonterings-
faktor, har jeg valgt ikke at bruge en rentekurv, men i stedet en linser interpoleret
diskonteringskurve. Kurven,der bruges, er en stripped OIS kurve taget fra Bloomberg
d. 2. februar 2012. For data kurvens data, se da appendiks A.5.

Diskonteringen kurven er beskrevet ud fra tidspunkt nul, dvs D(0,t). Ofte er der
dog brug for diskontering i perioden ¢ til s, er bruger jeg

D(0, s)
D(0,t)

D(t,s) = , t<s

Dette skaber en diskonteringsflade, som ogsa kan ses i appendiks A.5.

7.8 Kode

Selve implementeringen, er som tidligere skrevet, laveti Mathematica. Koden kan ses i
den vedlagte cd-rom.
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8 Resultater

Efter at have vist hvordan modellen til udregning af BR — CVA — CDS er blevet
implementeret, ses der i dette afsnit pa hvilke resultater modellen giver.

Pga. omfanget af specialet, er jeg ngd til at begreense mig fra at lave beregninger,
hvor modellen er tilpasset empirisk data. I stedet defineres tre scenarier med forskellige
niveauer af fallitrisiko. De tre scenarier specificeres ud fra parametrene i CIR processen.

’ Fallitrisiko H x;(0) ‘ k; ‘ 0, ‘ o ‘ LGD; ‘
Lav 0,00001 | 0,9 ] 0,0001 | 0,01 0.6
Mellem 0,01 0,81 0,02 0,2 0,65
Hgj 0,03 0,51 0,05 0,5 0,7

Tabel 8.1: Klassificering af fallitrisiko niveauer, ud fra parametrene i CIR, processen.

Scenarierne er valgt ud fra et gnske om at se pa resultaterne for tre scenarier der
differentierer sig i forhold til hinanden. Maden, de differentiere sig pa, er risikoen for at
ga fallit dvs. kreditrisiko. Scenariet ”hgj”har den stgrste kreditrisiko. I disse scenarier
er der brugt forskellige kreditrisiko volatiliteter, ;. Det er antaget, at scenariet med
den stgrste kreditrisiko ogsa har stgrst kreditrisiko volatilitet*?. Valget af LGD; er ta-
get ud fra betragtningen fra om den negative sammenhaeng der er mellem kreditrisiko
og recovery rates, som vist i undersektion 2.4. Dette betyder, at der er valgt en hgjere
LGD; nar der er hgjere kreditrisiko. Valget af variable er et subjektivt valg, ved empi-
riske studier kan variablene blive markant anderledes end beskrevet i de tre scenarier.
Scenarierne er i gvrigt de samme som i Brigo & Capponi[l] (2009)

Den CDS kontrakt, der regnes pa i dette speciale, er en der starter med det samme,
Igber i fem ar og har kvartarlige betalinger®®. CDS spread’et (S;) for de enkelte scenarier,
er regnet uden modpartsrisiko, er vist i nedenstaende tabel.

42Udregninger vil evt. have andre kreditrisiko volatiliteter, men det vil vaere forklaret nr det sker.
43Der tages ikke hgje for dagskonventioner og faktisk antal af dage, et kvart ar er 0, 25.
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Standard scenarier
Standard scenarier | hvor alle o; = 0,01

Lav 16,2 0,4
Mellem 109, 5 111,0
Hoj 202, 6 234,7

Tabel 8.2: S; udregnet for forskellige scenarier, vist i basispunkter.

8.1 Receiver og payer CDS

Forst ses pa BR-CVA-CDS for hhv. en receiver CDS kontrakt og payer CDS kontrakt
med forskellig korrelation mellem referencen og modparten.Der ses pa et tilfeelde, hvor
investor har lav fallitrisiko, modparten har mellem fallitrisiko, og referencen har hgj
fallitrisiko, som alle er beskrevet i tabel 8.1.

Resultaterne i den nedenstéende tabel er beregnet med 1000 simuleringer* af fallit
hos enten investor eller modpart, og vist i basispunkter.

’ Y10 H Receiver CDS \ Payer CDS ‘

—0,99 30,0 —0,1
—0,9 29,0 0,0
—0,7 29,1 0,0
—0,5 26,0 0,2
—0,2 17,8 1,9

0 6,3 8,0
0,2 0,1 30,6
0,5 0,0 70, 1
0,7 0,0 89,0
0,9 0,2 95,2
0,99 0,3 70,2

Tabel 8.3: BR—CVA—CDS, og BR—CVA—CDS, med forskellige korrelationer, udtrykt i basis-
punkter.

Og her er der det samme resultat illustreret med grafer.

44 Antallet af simuleringer er en afvejning af praecision og beregningstid. I senere beregninger bruges
der flere simuleringer, men dette skyldes et gnske om, at vise noget om standardafvigelsen i resultaterne.
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Figur 8.1: BR—CVA—-CDS, og BR—CVA—CDS, med forskellige korrelationer, udtrykt
i basispunkter

Der startes med resultaterne for receiver CDS kontrakten, der er vist som fgrste
kolonne i tabel 8.3 og den bla linie i figur 8.1. Der ses at BR-CVA-CDS, generelt
er faldende for ¥, 5 gaende fra —0,99 til 0,99. Dette er intuitivt. I de tilfeelde hvor
modparten gar fallit som den fgrste, sa bliver ligning (5.3) til

BR—CVA—CDS,(t,T) = LGD, - D(t,75) - [CDS(m, T, 5, LGDy)]"  (8.1)

Veerdien er styret af CDS(my, T, S1, LGD;). Nar korrelationen er negativ, betyder en
fallit hos modparten, at der er lille sandsynlighed for at referencen gar fallit, hvilket
igen betyder at veerdien receiver CDS kontrakten er hgj for investor og justering skal
tillige veere hgj. Med hgje korrelationer mellem referencen og modparten, betyder en
fallit hos modparten, at der er stor sandsynlighed for at referencen vil ga fallit, hvilket
gor veerdien af CDS kontrakten negativ for investor. Men da justeringen i ligning (8.1)
kun har veerdi, hvis CDS kontrakten har positiv veerdi, betyder det at justeringen bliver
nul. Som det ses i tabel 8.3’s syvende raekke, sa 31 9 = 0,2 sa stor effekt at BR-CVA-
CDS,. = 0. Tilfeeldende, hvor investor gar fallit som den fgrste, er fa, da der kun er
meget lille kreditrisiko, hvilket ggr, at fallit hos investor ikke har reel indflydelse i den
samlede veerdi.

Et tilsvarende argument kan laves for payer CDS kontrakten, der er vist som anden
kolonne i tabel 8.3 og den rgde linie i figur 8.1. Dog kan det observeres i tabel 8.3 sidste
reekke og til hgjre side i figur 8.1, at for en meget hgj korrelation, her ¥, 5 = 0,99, sa
falder BR-CVA-CDS,,. Dette er ikke intuitivt. Det, der sker for meget hgje korrelatio-
ner, er, at de eksponentialfordelte variable Fy og Fs vil veere stort set ens. Hvis o7 og
09 samtidig er meget sma, sa betyder det, at intensitetsprocesserne \; og Ay neesten
kan betragtes som deterministiske. Med de valgte scenarier er kreditrisikoen stgrst hos
referencen, og det vil derfor gaelde at Ay > Ao. Dette ggr, at referencen altid vil ga fallit
fgr modparten, og der vil derfor ikke veere nogen justering for modpartsrisiko. I tilfaelde
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hvor o7 og o5 ikke er teet pa nul, vil der opsta en storre del af simuleringerne, hvor mod-
parten gar fallit for referencen. Derfor vil BR-CVA-CDS,, for meget hgje korrelationer
stige, hvis kreditrisiko volatiliteten stiger.

8.2 Ny verden mod gammel

I denne sektion ses pa hvordan BR-CVA’en @endrer sig nar investor gar fra at betragte
sig selv som risikofri til risikofyldt .Dvs. at ga fra, at betragte modpartsrisiko som
unilateralt, dvs CVA, til at se det bilateralt, dvs. BR-CVA. De to scenarier kaldes fgr
"Fgr krisen” og ” Efter krisen”. I begge scenarier vil referencen vaere med hgj fallitrisiko,
og modparten med mellem fallitrisiko, begge beskrevet i tabel 8.1. I scenariet ”For
krisen”, vil investor veere med lav fallitrisiko, og i scenariet ”Efter krisen”vil investor
veere med hgj fallitrisiko. I begge scenarier og for alle tre parter, sendres volatiliteten
sa den er ens for alle, o; = 0, 1. Dette ggres for, at sikre stgrre sammenlignelighed.

Resultaterne i tabel 8.4 og 8.5 er vist i basispunkter, og er regnet med 2000 si-
muleringer af fallitter hos enten investor eller modparten. Tallet i parentes beskriver
standardafvigelsen af ti beregninger lavet med 200 simuleringer af fallit hos enten in-
vestor eller modpart. Jeg ville gerne have lavet udregningerne af standard afvigelserne
med 1000 simuleringer som i sektion 8.1, i stedet for 200 og med mere end ti beregnin-
ger af BR-CVA-CDS. Men her har beregningstiden sat sine begraensninger. Valget af
2000 simuleringer i stedet for 1000 er at der nu havde beregnet 2000 simuleringer, og
de derfor ligesa godt kunne blive anvendst.

Der er to effekter, der pavirker BR-CVA-CDS. Den forste er antallet af fallitter hos
hhv. investor og modpart. Den anden effekt er givet en fallit, hvad er da veerdien af CDS
kontrakten. For at fa en forstaelse af disse to effekter vil jeg analysere nogle udregninger
af BR-CVA-CDS, for hhv. en payer og en receiver CDS. Der startes med at se pa en
payer CDS.

8.2.1 Payer CDS

I nedenstaende tabel kan ses resultaterne for en payer CDS, i scenarierne ” Fgr krisen” og
" Efter krisen”.
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| (0,0,0) | 6,900,5) | 5.2(1,3) |
(0.1,0,0) 2,8(0,3) 1,6(0,5)
(0.5,0,0) 0,0(0,0) | —0,1(0,0)
(0.9,0,0) 0,0(0,0) 0,0(0,1)
(0,0.1,0) 7,2(0,5) 4,9(0,9)
(0,0.5,0) 7,3(0,6) 4,5(0,6)
(0,0.9,0) 7,2(0,6) 4,5(0,4)
(0,0,0.1) 25,5(0,6) | 21,6(1,7)
(0,0,0.5) 103,6(2,4) | 81,6(12,4)
(0,0,0.9) 94,0(1,8) | 83,2(14,3)
(0.3,0.3,0.3) 35,0(2,6) | 27,4(5,1)
(0.5,0.5,0.5) || 100,7(6,6) | 38,2(3,4)
(0.7,0.7,0.7) 83,7(1,9) | 46,2(5,9)

Tabel 8.4: BR-CVA for en payer CDS, udtrykt i basispunkter.

Nar BR-CVA-CDS,, skal udregnes, anvendes ligning (5.4). Nar enten investor eller
modpart er gaet fallit som den forste, betyder det, at ligning (5.4) bliver til

BR — CVA—CDS,(t,T) = — LGD, - D(t,7,) [CDS(70, T, S1, LGDy)] " (8.2)
hhv.

BR — CVA—CDS,(t,T) = LGDyE,(1oup - D(t, 1) - [~CDS (75, T, S1, LGDy)] "
(8.3)

Nar investor gar fra at veere risikofri til risikofyldt, er den stgrste sendring i simu-
leringerne at i langt flere simuleringer gar investor fallit som den fgrste, hvilket stort
set aldrig skete, i scenariet ”Fgr krisen”. Dette gaelder bade for en payer og en receiver
CDS kontrakt. Dette betyder, at for "Fgr krisen”var det stort set kun ligning (8.3),
der havde effekt pa BR-CVA-CDS,,. Men i "Efter krisen”far ligning (8.2) den stgrste
betydning, da kreditrisikoen her er stgrst hos investor. Da ligning (8.2) har en negativ
effekt, vil det ggre BR-CVA-CDS,, mindre. Dette kan bl.a. ses i tabel 8.4 raekke et, hvor
der ikke er nogen effekt af korrelation

BR-CVA-CDS, er styret af veerdien af CDS(7, T,S;, LGD;), der er en receiver
CDS. Det betyder, at dens veerdi bliver hgjere, nar kreditrisikoen bliver mindre hos
referencen, mens vaerdien bliver mindre hvis kredit risikoen bliver stgrre hos referencen.

I tabel 8.4 rackke 2 kan ses et lille fald i BR-CVA-CDS,, mens det i rackke 3-4 er
uzendret. Der var egentlig forventet et fald pga. investors ggede kreditrisiko. Grunden
til at det ikke er sket, kan skyldes de positive korrelationers modsatrettede indvirkning.
Nar investor gar fallit, sa bliver sandsynligheden for fallit stgrre hos referencen, hvilken
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gogr vaerdien af CDS kontrakten mindre evt. negativ, hvilket kan ggre at effekten af
ligning (8.2), bliver lille eller ikke eksisterende. Det kan derfor betyde at fallitterne hos
investor ikke har nogen betydning BR-CVA-CDS,,.

Resultaterne for korrelationen mellem investor og modpart, som kan ses i tabel 8.4
raekke 5-8; ligner meget det ikke korrelerede resultat i raekke 1. Dette skyldes, at det
ikke er Yo, som har betydningen af CDS(7,, T, Sy, LGD;).

For korrelationen mellem modparten og referencen, er effekten af korrelationen, den
samme i bade scenariet " Fgr krisen”og ”Efter krisen”. Sa det fald, der kan ses i tabel
8.4 reekke 9-11, ma udelukkende skyldes stigningen i investors kreditrisiko.

8.2.2 Receiver CDS

I nedenstaende tabel ses resultaterne for en receiver CDS kontrakt, i scenarierne ”Fgr
krisen” og " Efter krisen”.

’(2071,2072,21,2) H For krisen\ Efter krisen ‘
| (0,0,0) | 0,2(0,1) | —15,3(1,9) |

(0.1,0,0) 3,8(0,5) | —27,8(3,0)
(0.5,0,0) 22.0(0,8) | —92,8(8,5)
(0.9,0,0) 26,5(1,1) | —218,5(23,1)
(0,0.1,0) 0,3(0,1) | —15,5(1,6)
(0,0.5,0) 0,3(0,1) | —14,7(L,0)
(0,0.9,0) 0,5(0,1) | —15,2(0,9)
(0,0,0.1) —0,1(0,1) | —15,0(2,2)
(0,0,0.5) —0,1(0,0) | —14,1(1,2)
(0,0,0.9) —0,1(0,0) | —15,1(2,2)
(0.3,0.3,0.3) || —0,6(0,4) | —63,4(4,1)
(0.5,0.5,0.5) || —1,6(1,2) | —108,9(10, 1)
(0.7,0.7,0.7) || —0,4(0,5) | —169,4(7,5)

Tabel 8.5: BR-CVA for en receiver CDS.

Nar BR-CVA-CDS, skal udregnes, anvendes ligning (5.3). I simuleringerne ses der
pa ligning (5.3), nar enten investor eller modpart er gaet fallit som den fgrste, betyder
det, at ligning (5.3) bliver til

BR—CVA—CDS,(t,T) = — LGDy - D(t,7) - [-CDS(r, T, S1, LGD,)] " (8.4)
hhv.

BR—CVA—CDS,(t,T) = LGD, - D(t,75) - [CDS(m, T, 8, LGDy)]"  (8.5)
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Forskellen pa ligning (8.4) og (8.2), og ligning (8.5) og (8.3) er kun fortegnet for-
an CDS(r, T,S1, LGD;), der er modsat. Dette betyder, at flere af argumenterne fra
undersektion 8.2.1, ogsa kan bruges her. Der, hvor der opstar en forskel, er i tabel 8.5
raekke 2-4. Nar investor gar fallit, sa bliver sandsynligheden for fallit stgrre hos refe-
rencen, hvilken ggr veerdien af CDS kontrakten mindre evt. negativ, og med et minus
foran CDS(7, T, S1, LGD1) i (8.4) betyder det, at den positive korrelationen er med
til at gge den negative effekt, som den ggede kreditrisiko har pa BR-CVA-CDS,..

8.3 Beregningstid

Der er nu vist resultaterne, som den implementerede model har givet, men for at finde
ud af, om metoden er brugbar, er det ogsa vigtigt, at fa et overblik over den tid, det
tager at lave beregningerne. Dette ses pa i denne sektion.

Der er forskellige faktorer, der spiller ind i beregningstiden. Den fgrste er tiden, det
tager, at udregne fallitterne hos enten modparten eller investor. Den anden er tiden det
tager, at lave beregninger for vaerdien af CDS kontrakten pa tidspunktet for fallit hos
enten investor eller modpart.

8.3.1 Fallitter

Forst ses pa tiden det tager at udregne fallitter hos enten investor eller modpart. Ud-
regningerne tager udgangspunkt i scenarierne fra tabel 8.1.

Scenarier (20,1, 202, X1,2)

(0,1,2) [(0,0,0) [ (0,0,0.9) [ (0.9,0.9,0.9)
U, hom) || 2,35 4,05 3.08
(h,h,m) | 0,58 0,89 1,24
(m,l,m) | 1,28 | 1,15 1,63
(h,,h) || 0,56 | 0,54 0,58

Tabel 8.6: Beregningstiden for 1000 fallitter hos enten investor eller modpart, uden beregning af vaer-
dien af CDS kontrakten ved fallit. Resultatet er vist i timer. Scenarierne er dem der er
beskrevet i tabel 8.1 (1=lav, m=mellem, h=hgj)

Som det kan observeres i tabel 8.6, sa atheenger tiden, der samlet bruges til at regne
fallitter, af to forskellige ting. Den ene er sandsynligheden for fallit hos enten investor
eller modpart i fht. referencen. Hvis sandsynligheden for fallit hos investor og/eller
modpart stiger i fht. sandsynligheden for fallit hos referencen, sa mindskes tiden, der
bruges pa udregningen. Dette kan observeres i tabel 8.6 kolonne 1 raekke 1-2, og iseer
i kolonne 1 rackke 3-4. Dette skyldes, at hvis sandsynligheden for fallit er stgrst hos
referencen, sa vil referencen i simuleringen oftere ga fallit som den forste, og der skal
derfor flere simuleringer af fallitter til, for investor eller modpart gar fallit som den
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forste. Den anden grund er det generelle niveau af fallitsandsynligheden hos investor
og modpart. Des mindre sandsynlighed der er for fallit hos investor og modpart, des
flere simuleringer vil der ga uden at nogen gar fallit. Der skal derfor flere simuleringer
af fallitter til, fgr investor eller modpart gar fallit som den fgrste. Dette kan observeres
i tabel 8.6 kolonne 1 rackke 3-4.

Som det kan observeres i kolonne 2 og 3 i tabel 8.6, sa er betydningen af korrelation
generelt en forggelse af beregningstiden.

8.3.2 Veardien af CDS kontrakten

Her ses pa tiden, det tager at regne vaerdien af CDS kontrakten, efter der har veeret fallit
hos enten investor eller modparten som det forste, dvs. en udregning af BR-CVA-CDS
men fratrukket tiderne fra tabel 8.6. Udregningerne tager udgangspunkt i scenarierne
fra tabel 8.1.

Scenarier (301,202, X1.2)
(0,1,2) [(0,0,0)](0,0,0.9) [ (0.9,0.9,0.9)
(. hom) || 10,13 | 8,87 16,08
(hhom) | 13,77 | 12,82 14,26
(m,l,m) | 3,52 3.31 4925
L h) || 3,14 | 3,21 3,84

Tabel 8.7: Beregningstiden for 1000 udregninger af BR-CVA-CDS fratrukket tiden det tager at regne
fallitterne fra tabel 8.6. Resultatet er vist i timer. Scenarierne er dem der er beskrevet i
tabel 8.1 (I=lav, m=mellem, h=hgj)

Resultaterne i tabel 8.7 er ikke intuitive. Forventningen var egentlig, at mere kor-
relation ville betyde mere beregningstid. Som det kan ses i tabel 8.7 kolonne 1 og 2 er
dette dog ikke tilfeeldet. Det er ikke rigtigt muligt at give en forklaring pa dette resultat.
Men resultaterne i kolonne 3 viser sig dog at passe mere intuitivt, da det her ses en
betydelig forggelse i beregningstiden med den ggede korrelation.

8.3.3 BR-CVA-CDS

Til sidst ses pa beregningstiden for hele BR-CVA-CDS. Udregningerne tager igen ud-
gangspunkt i scenarierne fra tabel 8.1.
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Scenarier (20,1, 202, X1,2)

(0,1,2) [(0,0,0) [ (0,0,0.9) [ (0.9,0.9,0.9)
U hom) | 12,48 | 12,92 19, 16
(h.hom) || 14,35 | 13,71 15,5
(m,L,m) | 4,8 1,46 5, 88
(k) | 3,70 3.75 442

Tabel 8.8: Beregningstiden for 1000 udregninger af BR-CVA-CDS. Resultatet er vist i timer. Scena-
rierne er dem der er beskrevet i tabel 8.1 (1=lav, m=mellem, h=hgj)

Resultaterne for de samlede beregninger, som er vist i ovenstaende tabel 8.8, er en
lille forggelse ved kun at lave to af parterne korrelerede, dette ses i kolonne 1 og 2. Der
er dog en betragtelig forggelse i beregningstiden, nar alle parter er hgjt korrelerede. Det,
som der maske skal leegges mest maerke til, er at den store variation i beregningstiden
fra 3,70 i kolonne 1 raekke 4, til 19,16 i kolonne 3 raekke 1. Selv med den laveste pa
3,70 er det en meget hgj beregningstid.
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9 Udvidelser /Diskussion

Modellen for BR-CVA-CDS er nu blevet udledt og implementeret, og modellen er brugt
til at udregne resultater for BR-CVA-CDS. Det er dog vigtigt at holde for sig gje, at
modellen ikke er blevet testet op mod empirisk materiale. Derfor kan modellen kun
bruges til at fa en forstaelse af retningen i resultaterne, og ikke vil kunne bruges uden
videre test mod empirisk data.

I modellen, gennemgaet i dette speciale, er der lavet en rackke forsimplinger og anta-
gelser. Disse er lavet af hensyn til den mulige implementering og pa grund af specialets
omfang. Jeg vil, i dette afsnit, se lidt neermere pa disse forsimplinger og antagelser, og
se pa om de kan passe, eller om der er andre metoder, der ville veere mere egnede.

I fht. til CDS kontrakten er der iseer en ting, der ville vaere ngdvendig at sendre for
at ggre modellen brugbar. Det er muligheden for at have en upfront betaling. Dette er
ngdvendigt, da det i dag er markedspraksis at have sadan en betaling, og sa lgbende
betale en preemie. Dette er dog en relativt enkel s&endring at implementere i modellen.

En upfront betaling har ogsa betydning for BR-CVA-CDS. I denne model vil beta-
lingen flytte modpartsrisiko fra protection buyer til protection seller, der er den part, der
modtager upfront betalingen. Dette skyldes at protection seller er sikker pa at modtage
en stgrre del af betalingerne fra protection buyer. Hvis denne model havde mulighed
for simultan fallit hos begge CDS kontraktens parter, kunne det faktisk betyde, at en
upfront betaling ville veere med til ogsa at reducere protection buyer’s modpartsrisi-
ko. Dette ville veere tilfzeldet, hvis upfront betalingen markant reducerede protection
seller’s fallitrisiko, og vil derfor veere en vigtig udvidelse til modellen.

Der er flere antagelser, der bade har betydning for BR-CVA og CDS kontrakten.
En eendring, der maske ikke ser ud til at have den store effekt, er valget af kalender
og dagskonvention. I denne model tages der ikke hgjde for nogen af de to. Modellen er
forsimplet til at sige at tre maneder er preecis et kvart ar. Modellen skulle derfor tilpas-
ses, sa den kan tage hgjde for en eller flere landes kalendre. Modellen skal ogsa kunne
tage hgjde for forskellige dagskonventioner som ”act/act”, "act/360, etc.. Andringen
vil hele tiden have betydning, for hvordan betalingerne falder, og derved ogsa hvilken
diskontering der skal bruges. Begge dele vil have betydning for veerdien af CDS kon-
trakten og BR-CVA, men betydning af disse &endringer for BR-CVA-CDS vil dog vaere
forholdsvis sma.

En anden antagelse, der er brugt i modellen, er, at betalinger ved en fallit sker med
det samme. Dette er ikke samstemt med praksis, hvor der altid vil ga en periode, en

94



sakaldt cure, efter en fallit, for betalingerne falder. Dette har hovedsageligt betydning
for diskonteringen, da betalingerne vil blive flyttet til et senere tidspunkt og derfor
vil have mindre veerdi. Det, der nok i hgjere grad vil kunne have betydning for BR-
CVA-CDS er muligheden for fallit hos mere end kun en enkelt part, da der kan opsta
en yderligere fallit i cure perioden. Der kunne bade veere ”naturlige” fallitter, og som
folge af fx en fallit hos referencen, hvilket kunne forarsage at protection seller ville fa
problemer med at opfylde sine forpligtigelser, og derfor matte ga fallit.

Bade for CDS kontrakten og for BR-CVA er det antaget, at recovery og derved LGD
er konstant. Det er muligt at indga CDS kontrakter med fast LGD, men oftest vil det
veere stokastisk. Dette betyder, at for at modellen ville kunne bruges i praksis, sa vil en
model med mulighed for stokastisk LGD vaere en ngdvendighed. Der skulle desuden laves
en undersggelse af om betydning at en LGD, der er korreleret med kreditrisikoen, og
hvilken betydning dette kunne have. Betydningen af, at recovery bliver gjort stokastisk,
kan variere alt atheengigt af hvilken fordeling, der bruges, men hvis middelvaerdien er
det samme som den konstante recovery, vil det nok ikke betyde det store, da det i
leengden er den samme middelveerdi. Et korreleret recovery kunne derimod fa stgrre
betydning, da det kunne betyde en meerkbar sendring i diskonteringen.

Renter i modelen er antaget at veere deterministiske. Det kunne veere interessant at
undersgge betydningen af stokastiske rentemodeller til modellen, fx Vasicek, CIR, Hull-
White, etc.. Samtidig med en stokastisk rentemodel kunne der undersgges betydning
af korrelation mellem kreditrisikoen og renter, da der her kunne veere bekymring om
mulig for wrong-way risk. Derfor ville det veere naturligt at undersgge betydning for BR-
CVA-CDS. Igen afhaenger betydningen af stokastiske renter, af valget af rentemodel,
og BR-CVA-CDS vil nok ferst for alvor blive pavirket, hvis renterne korreleres med
fallitsandsynligheden.

I modellen er der valgt CIR som intensitetsproces. Det er dog muligt at udvide
CIR processen, sa den indeholder et hop element, dvs. en pludselig stor forggelse af
intensiteten. Denne proces bgr blive testet, og der bgr ogsa testes, om der er andre
modeller, som Vasicek og Hull-White, ville passe bedere.

At korrelationerne mellem finansielle modparter altid er konstant, er ikke ngdvendigvis
intuitivt. At korrelationerne i kreditkvaliteten pa nogle tidspunkter er positiv og andre
tidspunkter er negativt, er ikke uteenkeligt. Det kan derfor veere at for at modellen
bliver korrekt, skal der laves en model, der har stokastisk korrelation.

Ud over de indtil nu nsevnte sendringer til modellen, er der ogsa andre overvejelser,
der i hgjere grad vil betyde en stgrre @endring eller tilfgjelse til modellen. Der er i
modellen en implicit antagelse om, at CDS kontrakten er likvid, og at der derfor ikke
opstar problemer omkring veerdifastsaettelsen af CDS kontrakten. De problemer, der
kan opsta ved perioder med illikvitet i modellen, bgr derfor indregnes i modellen.

En sidste ting, der er udeladt af modellen, er en valutaovervejelse. Der kan vaere
betydelig wrong-way risk forbundet med veerdien af valutaen og veerdien pa bade en
CDS og pa BR-CVA. Det er ogsa sadan i dag at fx en CDS kontrakt, med en amerikansk
statsobligation som underliggende aktiv, ikke har betaling i USD, men i stedet i EUR.
Modellen burde derfor have valuta som en del af modellen.
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I dette speciale bliver der kun set pa BR-CVA mellem to parter pa en enkelt kon-
trakt. Der vil dog ofte veere flere kontrakter mellem de to parter, og ikke kun CDS
kontrakter, men en lang raekke af produkter. Der kan desuden veere forskellige aftaler
om kollateralstillelse og netting aftaler. Dette kan derfor have stor effekt pa veerdien af
BR-CVA-CDS, hvis den bliver regnet i tht. en portefglje.
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10 Konklusion

For at lave en model til veerdiansaettelse af justeringen for bilateral modpartsrisiko
vedrgrende en CDS (BR-CVA-CDS) med et givet spread, er det ngdvendigt, at udlede
iseer to formler. Den forste er den generelle formel for bilateral modpartsrisiko (BR-
CVA). Den anden formel er formlen for en receiver CDS. Begge formler er udledt som
den forventede risikoneutrale veerdi af et cash flow. Ud fra disse to formler fas formlen
for BR-CVA-CDS.

Implementeringen af modellen foregar med Monte Carlo simulation. Fgrst udregnes
der fallitter hos de tre involverede parter, investor, modpart og referencen med cox
processor. Hvis investor eller modpart gar fallit som den forste, sa udregnes veerdien af
CDS kontrakten, givet fallitten hos enten investor eller modpart. Udregningen af CDS
kontrakten, gor bl.a. brug af afledte copulafunktioner og fourier inversion.

Med hensyn til modellens preaecision er det vigtigt, at veere opmeaerksom pa at mo-
dellen ikke er testet empirisk, og der er ikke testet for betydningen af de antagelser,
der har veeret ngdvendige at lave for at kunne implementere modellen. De fundne stan-
dardafvigelser er relativt store i fht. til resultaterne. Dog er beregningsgrundlaget for
standardafvigelserne relativt spinkelt. Pga. den begraensede beregningsmulighed er det
svaert at sige noget om usikkerheden i beregningerne, men det ser ud til at det vil veere
ngdvendigt med flere simuleringer for at resultatet konvergerer i tilstrackkelig grad.
Dette skyldes, at udregningen i visse tilfeelde viser en standardafvigelse sa stor som 10
basispunkter.

Udregningen af 1000 simuleringer tager, alt atheengig af forskellige variable, alt mel-
lem tre og nitten timer. For at gore beregninger hurtigere skal der arbejdes med koden,
og computerens regnekraft skal gges. Dette sendrer dog ikke pa, at modellen er meget
beregningstung, og at det sandsynligvis ikke er muligt at fa bragt beregningstiden ned
i et niveau, hvor modellen er praktisk anvendelig, i noget der skulle minde om real
time. Hvis modellen i stedet bruges til at lave en kgrsel hen over natten, evt. med
folsomhedsberegninger i fht. de forskellige variable, og man dagen efter sa brugte nat-
tens resultater med justeringer i fht. dagens marked. I sa fald begynder det at veere
realistisk med brug af modellen. Dette gar dog veek fra preemissen for modellen, at
beregningerne var praecise, og ikke ved at lave justeringer til en model.

At der bliver indfgrt korrelation i fallitsandsynlighederne mellem de tre involverede
parter i en CDS kontrakt, kan have forskellig indvirkning pa veerdien af den bilatera-
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le modpartsrisiko. Om der er indvirkning pa veerdien af den bilaterale modpartsrisiko,
afheenger meget af, hvem der er korrelerede og hvor meget de er korrelerede. Nar korrela-
tionen har indvirkning pa den bilaterale modpartsrisiko kan den, athaengig af sterrelsen
pa korrelationen, bade forgge og formindske modpartsrisikoen, det sakaldte wrong-way
og right-way risk. Dette skyldes, at hvis investor indgar i fx en payer CDS med en mod-
part, og modpartens fallitrisiko er positivt korreleret med referencens, sa vil en fallit
hos modparten betyde en gget fallitrisiko hos referencen, og derved en storre veerdi af
payer CDS kontrakten for investor, en veaerdi han ikke modtager fuldt, da modparten
er gaet fallit. Det modsatte ville veere tilfeeldet hvis korrelationen var negativ eller det
var en receiver CDS kontrakt.

I denne opgave er der desuden set pa, hvad der sker med veerdien af den bilateral
modpartsrisiko, hvis investor gar fra at blive betragtet som naesten risikofri til risi-
kofyldt. Det forste, der er vigtigt, at leegge meerke til, er at veerdien af den bilaterale
modpartsrisiko for investoren falder i fht. tilfseldet hvor han blev betragtet som risikofri.
Dette skyldes, at hvis investor har negativ veerdi pa CDS kontrakten pa det tidspunkt,
hvor han gar fallit, betaler han ikke hele veerdien tilbage. Det andet er, at hvis inve-
stors fallitsandsynlighed er tilstraekkelig stor i fht. modpartens, sa kan veerdien af den
bilaterale modpartsrisiko blive negativ. Dette betyder i teorien, at investor pga. af sin
egen fallitrisiko, ville veere villig til at indga en handel med et tab.
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A Appendiks

A.1 Program og computer

Programmet der bruges til implemnteringen er Wolfram Mathematica 8.
Programmet kgres pa en computer med

e Styresystem: Windows 7 Professional, Service Pack 1
e CPU: Intel Core i3-2310M CPU 2.10GHz
e Installeret ram: 4,00 GB

e Systemtype: 64-bit operativsystem

A.2 Eksempler pa ligning 7.45
For at se at funktionen, der integreres over (7.45), ikke sendrer radikalt udseende, kan

man herunder se 3 grafer, der viser funktionen for forskellige veerdier af k, 6 og o. Det
ses at der ikke radikalt sendres pa formen af funktionen.
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Figur A.1: De tre grafer viser et eksempel pa ligning (7.45), hvor der i hver enkel graf er lavet med
endringer i en af konstanterne k, 6 og o. I de andre til fzelde er konstanterne k£ = 0,5,

0=0,020g0=0,1.

A.3 Betinget Fordeling

Grundet numerisk ustabilitet i Mathematica kan der opsta fejl i udregningen af de be-
tingede fordelinger (7.35) og (7.36). Nedenunder kan ses en graf, der viser en udregning

af (735) 01|072(U1; UQ)
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Figur A.2: Cyjo,2(u1; Uz) udregnet i intervallet u; € [0,901;0,92] med alle korrelationer lig 0.9, Uz =
0,1, Ul,g =0,9 og us =0, 1.

Som det kan ses pa grafen, er der bl.a. en meget stor fejl, der giver en sandsynlighed,
der er ca. minus 120. Der er desuden flere, som er bade negative og stgrre end 1. Dette

kan ikke veere rigtigt.
Det viser sig, at fejlen opstar i udregningen af multinormalfordelingen i udregningen

af

aC(Uo,z, Uy, U2)
8U2

Nedenunder ses en graf, der viser C' (Uo,g, uy, us). Funktionen er i teorien kontinuert
og stigende, men der opstar en fejl, som desveerre forplanter sig i beregningerne.
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Figur A.3: Q(Uo,%m,@) udregnet i intervallet u; € [0,9045;0,9055] med alle korrelationer lig 0.9,
U072 = 0,1, U172 2079 og U2 :0,1.

For at sikre at de opstaede fejl ikke medtages i beregningerne, og derved er med til
at skabe fejl, fjernes alle punkter der, enten er mindre end den foregaende eller stgrre
end en. Hvis et punkt har en veerdi, der er stgrre end den foregaende, fjernes de begge
to for at sikre, at den lavere veerdi skyldtes, at den foregaende var for hgj.

A.4 Udregning af z,,, 02 .

I dette appendiks vises hvordan ,,;, 0g Tmq: findes, herunder pseudokode til udreg-
ningerne.

Jeg starter med x,,,.

LTound = 07 Ttop = Oa 01

k’ = F(xtop)

While £ < 0,00001
Tound = Ttop
Tiop = Ttop * b}

End While

While %40, — Zpunal0,01
k= F((xwp — Tbund)/2)
If K < 0,00001 then

Loyund = (trtop - xbu'fld)/Z

Else

Tiop = (xtop - xbund)/2
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End If
Tmin = Thund ENd While

A.4.2 2,0

Koden for z,,,., er naesten den samme som for x,,;,
Tound = 07 Ttop = Oa 01
k’ = F<xtop)
While k£ < 0,99999
Tound = Ttop
Tiop = Tiop * 2
End While
While %40, — Zpunal0,01
k= F((xwp — Tbund)/2)
If £ <0,99999 then
Lound = (xtop - xbu'fld)/z
Else
Tiop = (xtop - l‘bund)/2
End If
Tmaz = Trop nd While

Som det kan ses i nedenstaende, graf sa kan der opsta ungjagtighed ved brug af

denne metode til at udregne x4,

04l

03

o1l [r—

L L
30 335

4.0

L
4.3

30

Figur A.4: Udregninger af x,,,4,, mellem fallit og CDS kontraktens udlgb

For at sortere i data, startes med at kigge pa to af hinanden fglgende veerdier. Hvis
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de er ens, slettes den sidste af de to. Dette ggres for nemmere bagefter at kunne fjerne
eventuelle fejl. Resultatet af sorteringen kan ses i nedenstaende graf.

04k

03F

0l

Las E I I I 1 L s I
L5 20 15 30 3.5 4.0 45 50

Figur A.5: Udregninger af x,,,4,, mellem fallit og CDS kontraktens udlgb

I den anden sortering kigger jeg pa tre veerdier, hvis den midterste, er stgrre eller
mindre end de to andre, fjernes alle tre. Resultatet af sorteringen kan ses i nedenstaende
graf.

o4l
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1.5 2.0 15 3.0 35 4.0 4.5 50

Figur A.6: Udregninger af x,,q,, mellem fallit og CDS kontraktens udlgb

Til sidst laver jeg lineaer interpolation mellem punkterne, og interpolationens vaerdier
til at finde de x,,4., som jeg skal bruge.
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A.5 Diskonteringskurve

Her er data til en stripped OIS kurve taget fra Bloomberg d. 1. februar 2012.

| t | DO.t) | t | D) [ ¢ | D) |

0 1 0,762295 | 0,997637 || 8,0082 | 0,879274
0,0136612 | 0,99997 | 0,838798 [ 0,997369 | 9,00845 | 0, 853428
0,0327869 | 0,999931 | 0,92352 [ 0,997133 | 10,0085 | 0,827378
0,0519126 | 0,99986 | 1,01119 [0,996836 | 11,0139 | 0,801663
0,0928962 | 0,999684 | 1,50982 [ 0,995228 | 12,0137 | 0, 775658
0,172131 | 0,999406 | 2,00845 | 0,99281 [ 15,0085 | 0,706158
0,254098 | 0,999127 | 2,50708 | 0,98979 | 20,0082 | 0,620017
0,34153 | 0,998871 | 3,00845 | 0,985273 | 25,0085 | 0,558493
0,420765 | 0,998633 | 4,0082 | 0,972208 | 30,0085 | 0,507358
0,510929 | 0,998388 | 5,01393 | 0,953575 | 35,0112 | 0,464207
0,590164 | 0,998159 | 6,01393 | 0,93005 [ 40,0137 | 0,419067
0,672131 | 0,997869 | 7,01119 | 0,905029 | 50,0139 | 0, 336852

Tabel A.1: Tabellen viser data brugt til diskonteringskurven.

1.00 —

008

0.06 -

4

Figur A.7: Grafen viser fra nul til syv ar.
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Figur A.8: Grafen viser diskonteringskurven fra nul til halvtreds ar.

Figur A.9: Grafen viser diskonteringsfladen for D(t, s).
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