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Summary

This thesis presents theories of allocation problems, starting with the basic definitions of an
allocation problem and ending with the characterization of the methods, which can be used as

solutions to these problems.

The five sections of this thesis start with the first part introducing the chosen subject, explaining

what motivated me to this choice and to what length and depth I chose to delve into the subject.

The second section is divided into two chapters; the first chapter deals with the basic definitions of
allocation problems and the second chapter shows some of the classes, allocation problems can

belong to if they fulfill certain properties.

The third section belongs to allocation rules, which are seen as the solutions to the allocation
problems. Like the second section, the third section is divided into two chapters, where the first
chapter explains four known allocation rules and closes with an allocation rule of my own
invention, dubbed “the alternative allocation rule”. The second chapter of this section explains
properties of allocation rules which are chosen with the four known allocation rules in mind. The

third chapter explains different kinds of monotonicity of allocation rules.

Classes of problems and properties of allocation rules are shown and proved in connection with the
Shapley allocation rule and the alternative allocation rule in the fourth section to characterize them.
These two allocation rules are compared according to which properties they meet to get a picture of

how they differ exactly.

The last and fifth section closes this thesis with remarks on how the alternative allocation rule fared
and discusses which theories of allocation problems could be explored to further characterize the

alternative allocation rule.
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Afsnit 1

Kapitel 1 - Indledning

Dette indledende kapitel omhandler mit valg af emne og min motivation bag valget. Desuden
praesenterer jeg den mere konkrete problemformulering og forklarer, hvordan jeg har valgt

at gribe emnerne an, og til sidst, hvor og hvordan disse emner er afgranset.
Baggrund og motivation

Som det oftest er tilfeeldet for en kandidatafhandling, var valget af emne en lgbende proces for mig,
men jeg har fra start vaeret slaet fast pa det overordnede emne, spilteori. At et emne kan bygge pa et
begreb som rationalitet, der ikke kan betragtes som noget helt konkret, men ma defineres i niveauer

af rationalitet, har altid fascineret mig.

Pa trods af visse “mangler” som jeg mener, at spilteori har pd samme mide som emner, som
statistik har, er disse emner imponerende nyttige, og netop dette er interessant og spandende at
udforske. Det, der jo i virkeligheden undersgges i spilteori, er menneskers opfarsel, valg og ageren;
dvs. hvad matematikere og ekonomer faktisk kalder “spilteori”, kalder psykologer for “’sociale
situationer”, hvilket, for mig, kan give stof til eftertanke, hver gang en konklusion fremlaegges i

spilteori.

Jeg gav mig selv valget mellem konflikt eller samarbejde, ikke-kooperativ eller kooperativ spilteori.
Disse to emner overlapper hinanden pa det intuitive plan, men jeg har altid fundet kooperativ
spilteori svaerere at strukturere pant i forhold til niveauet af den anvendte rationalitet, sa denne satte

jeg mig for at strukturere efter mit hoved.
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Problemformulering, struktur og emneafgransning

Denne afhandling sigter at give en oversigt og forklaring af den kooperative spilteoris begreber og
definitioner, hvor der fokuseres lige meget pa omkostningsspil som pa overskudsspil. Nye begreber

dukker jeevnligt op i kooperativ spilteori, sa jeg valgte farst fire fordelingsregler:

e Shapley-verdien
e Tau-veaerdien
e Nucleolus

e Lorenz-fordelingen

som skulle veere baggrunden for valget af yderligere begreber. Da fordelingsreglerne var valgt,
kunne der vaelges egenskaber for spil og fordelingsregler. For spil blev det tre begreber, tre klasser,

som kan relateres til de valgte fordelingsregler:

e Balancerede vaegte
e Konkavitet og konveksitet
e Reducerede spil

og for fordelingsreglernes direkte egenskaber blev det:

e Monotoniforhold

o Effektivitet

e Symmetri

e Kovarians under strategisk akvivalens
¢ Nul-agent egenskaben

e Additivitet

e Marginalitet

e Konsistensitet

Disse klasser og egenskaber er forklaret og i afsnit 4 er nogle blevet udvalgt til at karakterisere
Shapley-verdien, da jeg finder Shapley-verdien mest interessant af de fire fordelingsregler.

Netop pa baggrund af Shapley-verdien har jeg ogsa defineret en femte fordelingsregel, og pga.
dennes baggrund, satte jeg mig for at karakterisere den gennem nogle af de egenskaber, som ogsa
testes pa Shapley-verdien.
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De valgte punkter og fremgangsmaden inden for hvert emne er delvist og lgst inspireret af falgende
veerker, som ogsa kan forstas som kildefortegnelse:

Shapley L.S., Cores of Convex Games, International Journal of Game Theory, December
1971, Volume 1, Issue 1, pp 11-26

Jens Leth Hougaard, An Introduction to Allocation Rules, 2009, Berlin, Springer-Verlag
Michael Maschler, Eilon Solan, Shmuel Zamir, Game Theory, 2013, Cambridge University

Press

Rodica Branzei, Dinko Dimitrov, Stef Tijs, Models in Cooperative Game Theory, 2005,
Springer-Verlag
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Afsnit 2

Kapitel 2 - Kooperative spil

I dette kapitel fokuseres der pa selve spillet, eller problemet om man vil, som skal lgses ved en
fordeling af dets veerdier. Der startes fra bunden med at definere og forklare grundlaeggende
begreber for spillet, sdledes at en egentlig model dannes. Disse begreber starter med at veere
simple, men som de lgbende former spillet i sterre og sterre grad, bliver de ogsa mere

komplekse.
Kooperative spil kontra simple spil

Et "simpelt spil" er et spil, der bestar af en vardi, der kan betragtes enten som en omkostning eller
som et overskud, og som skal allokeres blandt alle spillerne i spillet. Dette kan ggres pa flere mader,
alt efter hvad man finder intuitivt, fair eller rationelt, da der for ingen allokeringsregel, -metode eller

-algoritme kan argumenteres for at skulle vere den entydigt korrekte regel.

Begrebet “fair fordeling” er ogsa et relativt begreb for kooperative spil - maske endda i endnu starre
grad for med indfarelsen af kooperative spil abnes der op for en ny dimension af begreber, da denne
type spil indeholder verdier for alle mulige sammensatninger af spillere - ikke kun

sammensatningen af alle spillets spillere.

Verdier til alle mulige sammensatninger af spillere giver anledning til, at spillerne har et valg
modsat deres situation i et simpelt spil, hvor de blev allokeret en veerdi uden at have indflydelse. |
kooperative spil kan det ikke forventes, at hvilken som helst fordeling kan anvendes, da spillerne
har mulighed for at indga i en anden gruppe, end den initialt tilteenkte, for at sikre sig en veerdi, der
er hgjere. Dette betyder, at der skal tages mere hensyn, og derved bliver begreber af kooperative

spil og dets fordelingsregler mere komplicerede.

Transferable Utility og Non-transferable Utility

Kooperative spil kan deles op i kategorierne, TU og NTU - overdragelig nytte og ikke-overdragelig
nytte, hvor nytte, i denne sammenhang, er veardierne af sammensatningen af spillerne, hvor en
sammensetning af agenter fremover kaldes for en koalition. Spil med ikke-overdragelig nytte, er
selvfalgelig ikke serlig interessante, nar det kommer til kooperative spil, da det netop er nytten i

koalitionerne, som er interessant at fordele mellem spillerne, fremover kaldt agenterne; dette ville
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ikke vaere muligt, hvis nytten ikke matte frit og omkostningsfrit overdrages fra den ene agent til den

anden.

Dog ma det siges, at TU-spillene, spil med overdragelig nytte, kan forekomme ikke at veere sa neer
virkeligheden alligevel. Hvis eksempelvis penge er emnet, som betragtes at veere den overdragelige
nytte, og har vi at gare med agenter, der har vidt forskellige meangder penge i forvejen, ma det veere
rimeligt at antage, at selvom alle agenter kan bruge flere penge, sa kan det sagtens differentiere
mellem agenterne, hvor stort et belgb skal veere, far det har en vis betydning, og derfor kan man
ngdvendigvis ikke antage, at der er en simpel lineser sammenhang mellem penge og nytte, som

geelder for alle agenter.

Generelle definitioner

Modellen bestar af storkoalitionen og koalitioner, som igen bestar af agenter, sa lad N = {1,2, ..., n}
veere sattet af alle n agenter, kaldet storkoalitionen, og lad P(N) veere sattet af alle koalitioner af N
inklusiv storkoalitionen; dette giver i alt 2™ — 1 koalitioner, hvis den tomme mangde ikke
medregnes. Storkoalitionen og koalitioner af ethvert antal agenter giver hver anledning til en veerdi,
s hvis udgangspunktet er et omkostningsspil, hvor malet er at minimere omkostningerne, sa lad
c:P(N) — R vere en ikke-kontinuerlig funktion, kaldet den karakteristiske funktion, hvor c(S) er
omkostningen for den tilhgrende koalition S € P(N), og hvor det defineres at c(@) = 0. Dette kan

summeres til, at (N, ¢) er de ngdvendige oplysninger til et omkostningsspil.

Et tilsvarende problem, hvor der i stedet skal maksimeres, er overskudsspillet, (N, v), hvor det her
er v:P(N) —» R, der er den karakteristiske funktion, og hvor det igen defineres at v(@) = 0.
Omkostningsspillet og overskudsspillet er hinandens skyggespil, da de kan omregnes fra det ene til
det andet, og de siges derfor at veere akvivalente. Eksempelvis kan et overskudsspil beregnes ved
v(S) = Yiesc(i) —c(S) for S < N, hvorved overskudsspillet bliver et nul-normaliseret spil, da

veerdierne for koalitionerne bestaende af én agent alle er nul.

Da S € P(N) reelt betyder, at S er en delmangde af N, vil der fremover i stedet blive brugt S € N.

Fordelingsproblematik i kooperative spil Side 9 af 76
Christian Svenningsen



Afsnit 2 EH
Kapitel 2 - Kooperative spil

S Copenha
Generelle definitioner Buﬁnessgsl!:hnnl

Essentialitet

HAMDELSHB|SKOLEN

Definition 2.1.1

Et omkostningsspil, (N,c), siges at veere essentielt, hvis der gelder, at c(N) <
Yienc(i), dvs. at omkostningen for storkoalitionen i et omkostningsspil skal veere

mindre end de summerede omkostninger for hver enkelt agent i omkostningsspillet.

Definition 2.1.2

Et overskudsspil, (N,v), siges at veere essentielt, hvis der geelder, at v(N) >
Yien v(1), dvs. at overskuddet for storkoalitionen i et overskudsspil skal veere sterre

end de summerede overskud for hver enkelt agent i overskudsspillet.

Hele pointen med disse spil er at udforske mulighederne for et samarbejde mellem agenterne; ikke

kun nogle fa af dem — dem alle. Dermed ma det siges, at det er essentielt for et spil at skulle opfylde
definition 2.1.1 eller 2.1.2. Skulle definition 2.1.1 eller 2.1.2 ikke veere tilfeeldet, er der intet at styre

mod, da kun et samarbejde bestaende af storkoalitionen er af interesse; spillet, der ikke er essentielt,

er simpelthen ikke interessant, da ingen stgrre nytte kan komme ud af det.

Monotoni
Definition 2.2.1
Et omkostningsspil, (N, c¢), siges at veere monotont, hvis der for S'c S ¢ N galder,
at c(S) < c(S) <c(N), dvs. at omkostningen for koalitionerne ikke falder med
starrelsen af koalitionerne, hvor starrelsen er antallet af agenter.
Definition 2.2.2
Et overskudsspil, (N, v), siges at veere monotont, hvis der for S’ c § ¢ N galder, at
v(§) < v(S) <v(N), dvs. at overskuddet for koalitionerne ikke falder med
starrelsen af koalitionerne, hvor stgrrelsen er antallet af agenter.
Fordelingsproblematik i kooperative spil Side 10 af 76
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Definition 2.3.1

Et omkostningsspil, (N, c¢), siges at vere strengt monotont, hvis der for S'c S c N
geelder at c(S") < c(S) < c(N), dvs. at omkostningen for koalitionerne stiger med

starrelsen af koalitionerne, hvor starrelsen er antallet af agenter.

Definition 2.3.2

Et overskudsspil, (N,v), siges at vare strengt monotont, hvis der for S'c Sc N
geelder at v(S") < v(S) < v(N), dvs. at overskuddet for koalitionerne stiger med

starrelsen af koalitionerne, hvor starrelsen er antallet af agenter.

Den egenskab, som monotoni giver, er altsa, at den karakteristiske funktion er monotont voksende
med antallet af agenter. Som det ses er definitionerne for monotoni ens for omkostningsspil og
overskudsspil, hvilket gar hen far forskellige betydninger for hver type, da det ene spil fokuserer pa

at minimere og det andet pa at maksimere.

Man kan sige, at monotoni er en mere essentiel egenskab for overskudsspil, end det er for
omkostningsspil, da det nermest er definitionen for, om et overskudsspil er essentielt udvidet til

alle starrelser koalitioner og ikke kun storkoalitionen.

For omkostningsspil, derimod, forteller det, at selvom sadan et spil skulle vaere essentielt, dvs. at
omkostningen af storkoalitionen er mindre end de summerede omkostninger af hver agent, sa
betyder det ikke, at omkostningen for hvilken som helst koalition kan veere mindre end

omkostningen af en koalition bestdende af faerre agenter.

Derved viser monotoni sig at give vardien af storkoalitionen i et omkostningsspil et lukket interval,
vis mindste veerdi er den hgjeste omkostning for en koalition med én agent ferre end

storkoalitionen, og den hgjeste veerdi er den summerede omkostning af alle enkelt-agent koalitioner.

Fordelingsproblematik i kooperative spil Side 11 af 76
Christian Svenningsen



Afsnit 2 EH

Kapitel 2 - qu_pgrative spil Copenhagen

Generelle definitioner Business School
HANDELSHE)|SKOLENR

Additivitet

Reaesonnementet for at en form for samarbejde vil opsta, hvis spillet er essentielt, monotont eller

strengt monotont bruges ogsa mellem koalitionerne, som det ses i de falgende definitioner.

Definition 2.4.1

Et omkostningsspil, (N,c), siges at vaere subadditivt, hvis der for S,S € N og
S$NS=¢ galder, at c(S'US) <c(S) +c(S), dvs. at omkostningen for to
koalitioner er mindst lige sa stor, som hvis de to koalitioner slog sig sammen til én

koalition.

Definition 2.4.2

Et overskudsspil, (N,v), siges at vaere superadditivt, hvis der for S, S € N og
$'NnS =@ gezlder,at v(S'US) = v(S") + v(S), dvs. at overskuddet for to koalitioner

er hgjest lige sa stor, som hvis de to koalitioner slog sig sammen til én koalition.

Allerede ved et simpelt og relativt fair krav som subaddivitet og superaddivitet, som lader til at

veere nemt og rimeligt at opna, kan virkeligheden veere en helt anden. Pa den ene side kan Anti-trust

love treede ind og begraense profitten, der kan opnas ved koalitionen S'U S, sadan at konkurrencen

pa et marked ikke bliver forvraenget. Pa den anden side kan begrebet ’for mange kokke forderver

maden” veare tilfeldet, hvis samarbejdet bliver for stort og ustruktureret; folk gar i vejen for

hinanden, eller det bliver svaerere at komme til enighed, hvis der er for mange, som skal have et ord

indfart.

Konkavitet
Definition 2.5.1
Et omkostningsspil, (N, ¢), siges at veere konkavt, hvis der for S, S € N galder, at
c(S'US)+c(S'NS) <c(S)+c(S), dvs. at skulle der forekomme agenter, som
indgar i begge af koalitionerne S’ og S, sa skal omkostningen, for koalitionen
bestdende af disse agenter adderet med omkostningen for hvis S’ og S slog sig
sammen til én koalition, vere hgijest lige sa stor som den summerede omkostning for
S'og S hver for sig.
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Definition 2.5.2

Et overskudsspil, (N,v), siges at veere konvekst, hvis der for S, S € N gelder, at
v(S'US)+v(S'NnS) =v(S) + v(S), dvs. at skulle der forekomme agenter, som
indgar i begge af koalitionerne S’ og S, sa skal overskuddet, for koalitionen bestaende
af disse agenter adderet med overskuddet for hvis S’ og S slog sig sammen til én

koalition, veere hgjest lige sa stor som det summerede overskud for S’ og S hver for
sig.
Ergo er definitionerne 2.4.1 til 2.5.2 konstrueret saledes, at falgende geelder
(N, ¢): konkavt — (N, c¢): subadditivt
(N,v): konvekst —» (N,v): superadditivt

Dvs. at alle konkave spil er subadditive og alle konvekse spil er superadditive, da ulighederne for
konkavitet og konveksitet overholdes i hhv. subadditive og superadditive spil, hvor koalitionerne S
og T er disjunkte. Da subadditivitet og superadditivitet ikke defineres for alle koalitioner af S og T,
kan det altsa hande, at subadditive og superadditive spil ikke er hhv. konkave eller konvekse; dette
resulterer i, at mangden af konkave spil er en delmangde af mangden af subadditive spil, og at

mengden af konvekse spil er en delmangde af maengden af superadditive spil.

Med muligheden for at S'n S = @ er det alts& ngdvendigt at introducere konkavitet og konveksitet
og igen ma det siges, at selvom disse to begreber ligner hinanden som subadditivitet og

superadditivitet, sa er der forskel pa deres betydning for deres respektive spil.

Da $'nS # @ kan veere tilfeeldet, giver det mening at indfere leddene, c(S'nS) og v(S'NS), da
agenterne i S'N S indgér to gange pa den anden side af ulighedstegnet, men da ulighedstegnene
vender, som de ger, ma det siges, at konkavitet er et hardere krav til et omkostningsspil end
konveksitet er til et overskudsspil. Den side af ulighedstegnet, som skal veaere mindst bliver jo tilfart
et positivt led i definitionen for konkavitet, hvorimod det er den side af ulighedstegnet, som skal

veere starst i definitionen for konveksitet, som far tilfart et positivt led.
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Som essentialitet er et svagere krav til et spil end monotoni, ligesa har der varet brug for et svagere
krav end subadditivitet og superadditivitet, hvor det svagere krav kommer til udtryk ved at andre

definitionerne, saledes at en koalition a&ndres til en enkelt agent.

Definition 2.6.1

Et omkostningsspil, (N, c), siges at veere svagt subadditivt, hvis der for S € N og
i ¢ S gaelder, at c(SU i) < c(S) + c(i), dvs. at omkostningen for en koalition og en

enkelt agent er mindst lige sa stor, som hvis koalitionen og agenten slog sig sammen.

Definition 2.6.2

Et overskudsspil, (N,v), siges at vaere svagt superadditivt, hvis der for S € N og
i &S geelder, at v(SUi) = v(S) + v(i), dvs. at overskuddet for en koalition og en

enkelt agent er hgjest lige sa stor, som hvis koalitionen og agenten slog sig sammen.

Fordelingsregel

Yderligere begreber, som er med til at definere de grundleeggende definitioner, er begreber, som er
definerede i forhold til en fordeling, og bag en fordeling er der en fordelingsregel. En
fordelingsregel er en funktion, procedure eller algoritme, der vil frembringe en fordeling, sadan at
en vis starrelse omkostning eller overskud, i hhv. et omkostningsspil eller overskudsspil, bliver

fordelt blandt alle agenterne i denne storkoalition.

Definition 2.7.1

¢ er en omkostningsfordelingsregel, hvor der, for settet, I', af alle omkostningsspil,

geelder, at ¢: I' - R™, hvor n er antallet af agenter i det pagaeldende omkostningsspil.

Definition 2.7.2

¢ er en overskudsfordelingsregel, hvor der, for sattet, I", af alle overskudsspil,

galder, at ¢: ' — R™, hvor n er antallet af agenter i det pagaeldende overskudsspil.

Hvor det ovenstaende er til for at definere fordelingsregler generelt, er de to falgende definitioner

her for at navngive de enkelte fordelinger af spillene.
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Definition 2.7.3

x er en omkostningsfordeling, for omkostningsspillet, (N, c¢), hvis der for, x € R",

geelder, at settet x € ¢p(N, ¢).

Definition 2.7.4

y er en overskudsfordeling, for overskudsspillet, (N, v), hvis der for, y € R", gelder,
at seettet y € ¢p(N, v).

Entydighed
Alt efter hvilken algoritme en fordelingsregel er defineret ud fra, kan den indeholde en eller flere

Igsninger; i denne afhandling vil der kun blive fokuseret pa fordelingsregler med en enkelt lgsning.

Definition 2.8.1

En omkostningsfordelingsregel, ¢, er entydig, hvis sattet,¢(N, ¢), bestar af et enkelt

element, saledes at x; (N, c) = ¢;(N, c).

Definition 2.8.2

En overskudsfordelingsregel, ¢, er entydig, hvis settet,¢p(N,v), bestar af et enkelt

element, séledes at y;(N,c) = ¢;(N, c).

Nu hvor de to typer fordelinger er defineret, kan der defineres nogle begreber og egenskaber, som
synes essentielle for hvilken mangde, der er fair at tildele en agent eller en gruppe af agenter.

Stand-alone princippet

Definition 2.9.1

Stand-alone omkostningsprincippet siger, at omkostningsfordelingen til agenterne i
et omkostningsspil skal veere sadan, at agenterne, tilhgrende hver koalition, ikke ma
tildeles en summeret omkostning hgjere end den omkostning, som hver af disse
koalitioner giver anledning til; dvs. for (N, c), den tilhgrende omkostningsfordeling,

x,009 S c N galder der, at };cs x; < c(S).
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Definition 2.9.2

Stand-alone overskudsprincippet siger, at overskudsfordelingen til agenterne i et
overskudsspil skal veere sadan, at agenterne, tilhgrende hver koalition, ikke ma
tildeles et summeret overskud lavere end det overskud, som hver af disse koalitioner
giver anledning til; dvs. for (N, v), den tilhgrende overskudsfordeling, y, og S ¢ N

gelder der, at }};esy; = v(S).

Dvs. skulle en fordeling overholde stand-alone princippet, har ingen koalition incitament for at
blokere for et samarbejde i storkoalitionen, da ingen koalition kan opna et bedre resultat.

Marginalprincippet
Hvor stand-alone principperne definerer, hvad der er fair, at en gruppe af agenter hgjest ma tildeles
af omkostninger, eller mindst ma tildeles af overskud, sa definerer marginal principperne, hvad der

er fair, at en gruppe af agenter mindst ma tildeles af omkostninger, eller hgjest ma tildeles af

overskud.
Definition 2.10.1
Marginal omkostningsprincippet siger, at omkostningsfordelingen til agenterne i et
omkostningsspil skal vaere sadan, at agenterne, tilhgrende hver koalition, ikke ma
tildeles en summeret omkostning lavere end den marginalomkostning, som hver af
disse koalitioner giver anledning til i forhold til storkoalitionen; dvs. for (N, c), den
tilhgrende omkostningsfordeling, x, og S € N gelder der, at };csx; = c(N) —
c(N\S).
Definition 2.10.2
Marginal overskudsprincippet siger, at overskudsfordelingen til agenterne i et
overskudsspil skal veere sadan, at agenterne, tilhgrende hver koalition, ikke ma
tildeles et summeret overskud hgjere end det marginaloverskud, som hver af disse
koalitioner giver anledning til i forhold til storkoalitionen; dvs. for (N,v), den
tilhgrende overskudsfordeling, y, og S c N gelder der, at Y,csy; < v(N) —
v(N\S).
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Disse gvre og nedre grenser for de to fordelinger kan beregnes ud fra hinanden, da grenserne er

definerede ud fra de samme variable.

Da definition 2.8.1 siger, at Y;eyx; = c¢(N), og definition 2.10.1 siger, at Y ;esx; = c(N) —
c(N\S),sa

zxi ZC(N)—C(N\S)@in Zin—c(N\S)(:c(N\S)Zin—in S

ieS €S IEN IEN iES

c(N\S) = z X

IEN\S

Samme fremgangsmade kan selvfalgelig bruges for overskudsspillene. Intervallerne for hver agent

udgaer kernen, som betragtes som det generelt vigtigste lgsningskoncept for kooperative spil.

Definition 2.11.1

Kernen af et omkostningsspil er defineret af de grenser, som stand-alone

omkostningsprincippet og marginal omkostningsprincippet udger; dvs. der geelder, at

K(N,c) = {x € ]R”Iin = C(N),in <c(S5),vS c N}

IEN iES

Definition 2.11.2

Kernen af et overskudsspil er defineret af de grenser, som stand-alone

overskudsprincippet og marginal overskudsprincippet udgar; dvs. der gelder, at

K(N,v) = {y € ]R”|Zyi = v(N),Zyi >v(S),VS c N}
IEN IES
Der er en lille historie i forbindelse med opfattelsen af kerne-begrebet: Nar nu kernen betragtes som
et lgsningskoncept, bliver dét, som er skyld i, at en fordeling i kernen ikke opnas, opfattet som et
veerktgj eller en fordel for de pagaldende, til at forhandle sig til en bedre fordeling; far de ikke
denne bedre fordeling, vil de blokere for et samarbejde i storkoalitionen. Denne opfattelse har Lloyd
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S. Shapley veeret utilfreds med, som han navner i Shapley 1971: International Journal of Game

Theory, December 1971, Volume 1, Issue 1, pp 11-26:
The core is sometimes incorrectly described as the set of outcomes “that cannot be
blocked by any coalition™. This, unfortunately misleading description, has arisen as a
result of the counterintuitive use of the word "block™ in the technical terminology of
several early papers. (The present author must bear part of the blame!) In fact, the
core is concerned with what coalitions can do, not what they can prevent. The
distinction is especially striking in economic game models, where the bargaining
power that certain groups may acquire through their ability to obstruct trade or
production is completely ignored in the essentially constructive conditions that define

the core.
Kernefangere

Der findes andre szt af intervaller end kernen, hvori kernen indgar; dette er altsa sat, vis intervaller
er lig med eller stgrre end intervallerne, som kernen udger - disse st kaldes for kernefangere. Tre

af disse sat defineres, bevises og forklares intuitivt og relaterende til hinanden.

Kerneomfanget

Det farste set kaldes for kerneomfanget, da dette seets intervaller angiver graenserne for kernen.
Kerneomfanget findes pa stort set samme made som kernen selv, sa derfor virker den lidt triviel.
Den ene greense er defineret ud fra marginalprincippernes definitioner 2.10.1 og 2.10.2, da koalition

S i definitionerne erstattes med agent i.

Pa samme made som kernens granser kan findes ud fra hinanden, ligeledes kan kerneomfangets
greenser ogsa findes, da man kan antage, at hvis alle andre agenter end agent i har faet tildelt det
minimale i et omkostningsspil eller det maksimale i et overskudsspil, sd ma det resterende veere det

maksimale eller minimale til agent i for hhv. omkostningsspil og overskudsspil.
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Definition 2.12.1

Kerneomfanget, KO(N, c), for et omkostningsspil (N, c¢) er defineret ved
KO(N,c) ={x € I(N,c)|[M(N,c) <x <m(N,c)}

hvor I(N,c) = {x € R"| Yien x;i = c(N); x; < c(i)Vi € N},
M;(N,c) = c(N) —c(N \ i) og

m;(N, c) == ming.es R(S, 1), 0g hvor R(S, i) == c(S) — Xjes\i Mj (N,c) for S © N.

Definition 2.12.2

Kerneomfanget, KO(N, v), for et overskudsspil (N, v) er defineret ved
KO(N,v) :=={y € I(N,v)|[m(N,v) <y < M(N,v)}, hvor

I(N,v) ={y € R*| Lienyi = v(N); ¥; = v(D)Vi € N}mi(N,v) = maxs.es R(S, 1)
og M;(N,v) =v(N)—v(N\i), og hvor R(S,i):=v(S) — Xjes\i Mj (N,v) for
ScN.

Der fokuseres altsa pa det, der kaldes utopi-tilstandene, da den bedst mulige tilstand for en agent
bliver udgangspunktet for den darligste tilstand for agenten; skulle agent i eksempelvis tage en
mindre omkostning end M;(N,c) = c¢(N) — c(N \ i), vil de resterende agenter, N \ i, modtage en

starre omkostning end c(N \ i) og derfor have incitament til at ga ud af storkoalitionen.

Tankegangen er lige modsat den, som er bag kernen, da der dér tages udgangspunkt i, hvad en agent
ved, hvad han kan ngjes med. Uden at have defineret yderligere matte der jo antages, at c(i) og v(i)
er veerdier, som en agent ved, at han hhv. ikke kan fa mere eller mindre af i det pageeldende spil, jf.

stand-alone princippernes definitioner 2.9.1 0g 2.9.2.

Ved at sammenligne tankegangene bag disse set kan det allerede her ses, at seettet, som udger
kernen, ma ligge i det starre sat, som udger kerneomfanget, da begge st har den egenskab, at jo
lengere vaek en graense ligger fra centrum af settet, jo leengere veek vil den anden grense ogsa
ligge; vil det ene saets minimale graense altid ligge lengere fra centrum end den tilsvarende grense i

det andet set, sa vil den maksimale graense ogsa gare det.
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Beviset af det folgende teorem viser, at kerneomfangene er kernens granser; der tages
udgangspunkt i et omkostningsspil, men det kan selvfalgelig bevises lige sa let for et overskudsspil.

Teorem 2.1

Lad (N, ¢) vere et hvilket som helst omkostningsspil og x € K(N, ¢), sa er
M(N,c) <x <m(N,c), og derved K(N,c) € KO(N,c).

Bevis: Kernens nedre greense kontra kerneomfangets nedre greense vises farst. De
falgende ligninger er gaeldende.

M;(N,c) = c¢(N) —c(N\ 1)
Da stand-alone princippets definition 2.9.1 siger, at ¥ jen\; % < ¢(N \ i), sder
c(N) — Z x; = c(N) = (N \ i)
JEN\i

og sa ma x; = M;(N,c) vere tilfeldet, og derved er den nedre graense for kernen

bevist. Den gvre greense for kernen bevises ved, at der for i € Sog S < N gelder, at
X; = Zx] — z x]-
jEs JjES\i
| kerneomfangets definition 2.12.1 star der, at R(S, i) = ¢(S) — Yjes\i Mj (N, c) og

mi(N, C) = mins:ies R(S, l) Da ZjEij < C(S) 0g Zjes\ixj = ZjES\iMj (N, C), da

ma
ij — Z xj < c(S)— Z M; (N, c)
jEs JES\i jes\i

Da denne ulighed drejer sig om den enkelte omkostning for den enkelte agent i, da ma
det vere tilfeldet, at da begraensningen pa den hgijre side af ulighedstegnet er den

gvre graense, og alle koalitioner i spillet skal tages i betragtning, da giver det kun
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mening at fokusere pa den laveste veerdi, og derfor skrives den gvre grense som

m;(N, ¢) == ming.;es R(S,1). Dermed er teorem 2.1 bevist.

Det rimelige seet
Det naeste sat kaldes for “det rimelige sat”, hvilket skal forstas fra et simpelt synspunkt, da en af
graenserne er stand-alone princippet for koalitionen med en enkelt agent.

Definition 2.13.1

Det rimelige sa&t, R(N, c), for et omkostningsspil, (N, ¢), er defineret ved
—— _ . _ .
{x ER |§Y:%l€T}(C(S) c(S\i) <x < C(l)}

forS C N.

Definition 2.13.2

Det rimelige s&t, R(N, v), for et overskudsspil, (N, v), er defineret ved
{y eERv(i) <y; < gr:li%%c(v(S) —v(S\ i))}

forS € N.

Som der vil blive vist, l&ner det rimelige s&t sig meget op ad kerneomfanget men rykker graenserne
endnu lengere vaek fra kernens greenser ved netop at veare yderst rimelige over for agenter, der ma
fa tildelt fra det rimelige sat; ergo er det den nedre graeense for omkostningsspillet og den gvre

graense for overskudsspillet, som vaekker mest opsigt i dette set.

Et argument til kerneomfangets gvre graense til et overskudsspil var eksempelvis, at der ikke kan
forlanges mere end utopi-tilstanden, M; (N, v) = v(N) — v(N \ i), for i sa fald vil maengden, N \ i,
med fordel ga ud af storkoalitionen. Denne graense er nu rykket til at vaere den maksimale af alle
marginalbidragene i overskudsspillet, hvilket derved ikke kan veere mindre end fgr. Beviset af det
felgende teorem viser, at kernen er en delmangde af det rimelige sat; der tages udgangspunkt i et

omkostningsspil.
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Teorem 2.2

Lad (N, ¢) vere et hvilket som helst omkostningsspil og K(N, c) # @, sa er
K(N,c) € KO(N,c) € R(N,c)

Bevis: Kerneomfangets kontra det rimelige s&ts nedre granse vises fgrst. De fglgende

ligninger er hhv. kerneomfangets og det rimelige sats nedre graenser for agent i.

c(N) — c(N \ i) 0og ming.;es(c(S) —c(S\ 1))

Som beskrevet ovenover vil der for S € N gelde, at
migg(c(S) —c(S\ i)) <c(N)—c(N\1i)

da venstre side af ulighedstegnet kan antage flere verdier, heriblandt vaerdien af
hgjresiden. De fglgende ligninger er hhv. kerneomfangets og det rimelige sets gvre

greenser for agent i.
mingies (c(S) = Zjesi M; (N, ©)) 0g c(i)

For S = i bliver kerneomfangets gvre grense
=) M)
JEi\i

Daj € i\ i bliver ¥je;\: M; (N, ¢) = 0, sé den gvre greense i dette tilfeelde bliver c(2).
Da denne verdi, for alle agenter, altid vil veere en del af mangden, der udger
kerneomfangets gvre greense, vil den mindste veerdi i samme mangde aldrig veere

stgrre, og derfor

min| c(s) - Z M; (N, c) | < c(i)

S:EeS
jes\i

hvilket afslutter beviset for teorem 2.2.
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Weber-sattet

Den tredje og sidste kernefanger, som vil blive vist her, er Weber-seettet, som, modsat de to forrige

kernefanger, forstds bedre ved at forestille sig kernen og kernefangerne som tre-dimensionelle

konvekse former frem for at se dem som rationelle tilbud og krav mellem agenter.

Definition 2.14.1

Weber-sattet, W(N, c), for et omkostningsspil, (N, c), er defineret af den konvekse
form, som dannes af n! punkter, som er de n! vektorer, m°(N, c¢), hvor ¢ € 2, og hvor

0 er sxttet af alle n! ordninger af N.
De n! vektorer, m? (N, c), er definerede vedm? (N, ¢): = (mZ(y), M3y, ., M3y ), S&
W(N,c) = m?(N,c)

hvor (1) er den farste agent i ordningen, m°(N,c), a(2) er den naste osv.

Veerdierne mg ), hvor i € N, er definerede ved
mgpy =c(e@n..no(1))—cle@i-1)Nn..nco(1))

Definition 2.14.2

Weber-sattet, W(N,v), for et overskudsspil, (N,v), er defineret af den konvekse
form, om dannes af n! punkter, som er de n! vektorer, m? (N, v), hvor ¢ € £, og hvor

0 er sxttet af alle n! ordninger af N.
De n! vektorer, m? (N, v), er definerede vedm? (N, v): = (mJ 1y, M3y, ., MG (), S
W(N,v) = m?(N,v)

hvor o(1) er den farste agent i ordningen, m°(N,v), o(2) er den naste osv.

Veerdierne mg;), hvor i € N, er definerede ved
mgpy =v(e@n..na())—v((@-1)Nn..nao(1))

Dvs. hvis man forestiller sig, at agenterne én ad gangen stiller sig pa en linje fra venstre mod hgjre
og derved danner en koalition med de agenter, som star der i forvejen, vil agenterne modtage den

marginale omkostning eller det marginale overskud, i tilfeldet af et overskudsspil, til koalitionen,
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som agenten danner; marginalbidragene og den raekkefglge, de danner, bliver til en mJ-Vektor.
Beviset for om kernen er en del af Weber-sattet vil blive delt op i, om et spil har en, to eller flere

end to agenter.

Teorem 2.3

Lad (N, v) veere et hvilket som helst overskudsspil, s er K(N,v) € W (N, v).
Bevis: Hvis [N| = 1,s4I(N,v) = K(N,v) = W(N,v), da

W(N,v) ={v(1)} = I(N,v), hvor

I(N,v) = {y € R"|Zyi =v(N); yi =v(i)ViEN

IEN

For |N| = 2, ses der pa to tilfeelde; det fgrste hvor I(N,v) = @, som kun kan lade sig
gere, hvis v(N) < X;env(i), 0og derved er spillet ikke engang essentielt, hvilket
naturligvis leder til @ = I(N,v) = K(N,v) € W(N, v). Det andet tilfelde er, hvor
I(N,v) # @, sa ved to agenter bliver W (N, v) disse to

y' = (v(1),v(1,2) —v(1)) 0g y" = v(2),v(1,2) —v(2))

For et konvekst szt, C, kaldes et punkt, y, for et ekstremumspunkt, hvis der ikke
eksisterer y,,y, € C, hvor y,,y, # y og a € [0,1] sadan, at ay, + (1 — a)y, = y.

Seettet med alle ekstremumspunkter for settet, C, betegnes som EKS(C).

y og y" danner bdde EKS(K) og EKS(W), og da EKS(K) = EKS(W), s& er
K(N,v) = W(N,v).

For |N| < 2 vil det blive bevist, at hvis y € EKS(K(N,v)), vil det betyde, at y €
(W(N,v)). Hvis y € EKS(K(N,v)) kan det bevises, at der ma eksistere en koalition
T c N, hvor ¥;cry; = v(t), og hvor |T| =t. Der kan sa laves to spil af (N,v)-
spillet, (T,u) og (N \ T,w), som er definerede af

u(S) =v(S)forhver SeT

w(S) =v(TUS)—v(T)forhverS e N\T
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Da der ikke er @ndret pa noget, men at spillet kun er delt op, sa er kernerne for hvert
spil stadig ikke-tomme. Yderligere ses det via induktion, at da t,n —t <n, sa er
yT € W(u) og y¥\T € W(w), da man kan bliver ved med at dele et tilfeeldigt stort
spil op, s& man til sidst ender med spil med én eller to agenter, og for disse spil er det
netop bevist, at kernen er en del af Weber-sattet.

Da EKS(W(T,u)) og EKS(W(N\T,w)) er af formen, (mP,m?), hvor
p:{1,..,t} »Togr:{1,..,n—t} > N\ T, som begge er bijektive, svarer (m”,m")
til m?, som er EKS(W (N, v)). m? kan dannes ved
~ [ p@ his1<i<t
(D) = {T(i—t) hvist+1<i<n
Da EKS(W(T,uw))nEKS(W(N\T,w))=EKS(W(N,v)), er (W(T,u))n
(W(N\T,w)) = (W(N,v)), da W(N,v) er en konveks form. Dermed er det bevist,
at hvis y € EKS(K(N,v)), vil det betyde, at y € (W(N,v)), som afslutter beviset for

teorem 2.3.
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Kapitel 3 - Klasser af spil

Spil, som ikke er generelle, men som opfylder visse krav, inddeles i klasser. Disse klasser af
spil kan hver iseer naturligvis ikke rumme alle spil, men de kan i stedet lede til nye egenskaber
og karakteristika bade for den pagaldende klasse af spil men ogsa for fordelingsregler, der

bliver brugt i sadanne spil.
Balancerede veegte

Da den egenskab, at veere essentiel, ikke er nok til at garantere, at kernen af et spil er ikke-tom, da
essentialitet ikke omhandler fordelingen af veerdien af storkoalitionen, men kun forholdet mellem
veerdien af storkoalionen og veerdierne af enkelt-agent koalitionerne, er der brug for at finde

yderligere egenskaber, der kan garantere, at et spil har en kerne.

Definition 2.15.1

Lad P(N) betegnes som B og balanceret, hvis der eksisterer 64, ..., 8,, > 0, hvor m

er antallet af ikke-tomme delmeengder af N, sadan at der for hvert i € N gelder, at

j:iESj

Samlingen af ¢ til et spil kaldes for et system af balancerede vagte, og et spil kaldes
ligesa balanceret, hvis dets tilhgrende set P(N) er balanceret. Er et spil balanceret,

er alle dets koalitioner i P(N) ogsa balancerede.

Det, at et spil er balanceret, medfarer, at spillet har en ikke-tom kerne, som det kan ses af beviset af

det fglgende teorem.

Teorem 2.4

Der eksisterer mindst én omkostningsfordeling, der tilfredsstiller stand-alone
princippet for et omkostningsspil (N,c), hvis og kun hvis der for alle

omkostningsspillets systemer af balancerede veegte geelder, at

Z 55c(S) = c(N)

SCEB
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Bevis: Beviset af teorem 2.4 kommer af, at man kan betragte fordelingen af et
omkostningsspil som en fordeling, som skal maksimeres under bibetingelse af stand-

alone princippet, dvs.
Max z = Z X;
iEN
Ubb.
Yiesxi < c(S) VSEN S+0
Pga. bibetingelsen er lgsningen altid i kernen, og deraf kan det fra definition 2.5.1

udledes, at Y,cyx; =c(N), hvorfor optimum ma vare z*=c(N).

Maksimeringsproblemet, som her kaldes for det primere problem, ser mere precist

sadan ud
Max byxq + -+ bpx,
Ubb a11x1 + + alnxn S C(Sl)
Am1X1 + o+ QppXp < C(Sm)
a1 0 Qan
Det ses, at koefficientmatricen A = ¢ udelukkende bestar af 0 og 1 for
Am1 " Amn

at bibetingelserne afspejler stand-alone princippet korrekt.
Ud fra det primere problem kan det duale problem opstilles

Min c(§1)6; + -+ c(S,)0m

Ubb.a1161 + cee + am15m 2 b1

a1n51 + + amn5m 2 b‘l’l

I omkostningsspil bruges der som regel kun positive veerdier til koalitionernes
omkostninger, sa fordelingen derved ogsa bliver udelukkende positive veerdier, men

matematisk korrekt er der ingen begransning pa de enkelte fordelinger; dette skrives
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som, at x4, ..., x, er frie variable, og dette betyder, at ulighedstegn(;r;(;.ihd*e.t Elﬁlalie
problem er lighedstegn. Derudover bestemmes det, at koefficienterne by, ..., b, alle er

lig 1, og derved kan det duale problem mere precist opstilles séledes

Ubb a1161 + -+ am15m == 1

a1n61 + -+ amn6m == 1

Da alle bibetingelserne i det primare problem er med <, gelder der for variablene i
det duale problem, at 4, ...,8,, = 0, hvor striden med at definition 2.6.1 betegner

disse som &4, ..., 6, > 0 ikke er af betydning.

Hovedsatningen for lineer programmering siger, at hvis der eksisterer mulige
lgsninger til bade det primeaere og det duale problem, da eksisterer der en optimal
lgsning til begge problemer, hvor de optimale kriterieveaerdier er ens. Dette leder til, at

hvis

c(51)61 + -+ c(Sp)o, = 6sc(8) =d
SZB s

hvor d* er optimum for det duale problem, s& ma det veere tilfeldet, at

Z bsc(S) =d* =z"=c(N)

SCB
Det kan konstateres, at hvis det duale problems bibetingelser er overholdt, er spillet
balanceret, da det duale problems bibetingelse er identisk med definitionen af et
balanceret spil — definition 2.6.1. Da bibetingelsen til det primare problem er, at
fordelingen ligger i kernen, sa kerne(N,c) # @, og bibetingelsen til det duale
problem er, at spillet, (N, c¢), er balanceret, kan det afsluttende konstateres, at hvis et
spil har en ikke-tom kerne, er spillet balanceret, og hvis et spil er balanceret, ma det

have en ikke-tom kerne.
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Hvis definition 2.15.1 udforskes naermere, kan det ses, at Zj:iesj o =1er konstru:r‘e.'.[. Isﬁ?’a*lle.dre;sl,.zalt
der kan laves simple systemer af balancerede vagte, sadan at 65 = s =1 0g 8r\55 = 0 hvor
SNS'=@ogSuS =T for VT € N, da definition 2.15.1 ogsa definerer alle koalitioner af N til at
have en samling af balancerede vagte. Indsattes disse simple systemer af balancerede vagte i
Yocz 0sc(S) = c(N) fas c(S) + c(S") = ¢(T), som netop er definitionen pa subadditivitet; ergo ma

subadditivitet eller superadditivitet veere en ngdvendighed for, at en kerne er ikke-tom.

Et eksempel med n = 3 kan have et system af balancerede vegte, hvor 6;, = §;3 = d,3 = 0,5 0g
8§, = 8, = 63 = 0, sadan at

0,5-¢(1,2) +0,5-¢c(1,3) +0,5-¢(2,3) = c(1,2,3) < ¢(1,2) + c(1,3) + ¢c(2,3)
>2-¢(1,2,3)

Konkavitet giver eksempelvis c(1,2) + ¢(2,3) =2 ¢(1,2,3) + c(2) =
c(1,2) +¢c(2,3)+c(1,3) =2 ¢c(1,2,3) + c(2) + ¢(1,3)

Da det er bevist, at subaddivitet er en ngdvendighed for en ikke-tom kerne udnyttes det, at c(2) +
c(1,3) =2 ¢(1,2,3). Da ¢(1,2,3) er den mindste verdi, som c(2)+ c¢(1,3) kan antage, vil
ulighedstegnet ikke brydes ved at indsatte c(1, 2, 3) i stedet for c(2) + c(1, 3), hvorved der fas

c(1,2)+¢c(2,3) +c(1,3) >¢(1,2,3) +¢(1,2,3)

Derved er det bevist, at hvis et spil er konkavt eller konvekst er kernen ikke-tom, da der geelder, at

alle mulige systemer af balancerede veegte skal opfylde Y. scg 5¢c(S) = c(N).
Konkave og konvekse spil

Her tages der fat pa definitionerne 2.5.1 og 2.5.2, som blev prasenteret i forrige kapitel. Konkave
og konvekse spil er karakteriserede af, at agenter har incitament til at indga i sterre og sterre

koalitioner; det falgende teorem viser fire egenskaber, som et spil har, hvis det ogsa er konvekst.
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Teorem 2.5

For hvert overskudsspil, (N, v), er de fem fglgende pastande &kvivalente.
1. (N, v) er et konvekst spil.
2. ForS;,S5, USNogS; €S, € N\Uer
v(S;UU) —v(S) <v(S,uU) —v(S,)
3. ForS,;,S;,, €N, ieNog$S; €S, <N\ {i}er
v(S; U {i}) —v(S) < v(S, U {i}) —v(Sy)

4. Foro € 2 erm?(N,v) € K(N,v), hvor 2 er se&ttet af alle n! ordninger af N, og

hvor m°(N, v): = (mgu)» mg ...,mg(n))
5. W(N,v) = K(N,v)

Bevis: Beviset er opstillet sadan, at 12) betyder at pastand 1. er &kvivalent med 2.,

23) betyder at pastand 2. er a&kvivalent med 3. osv.
12)Hvis S; UU = S'0g S, = S indsattes i ligningsdefinitionen for konveksitet, sa
v(S'US)+v(S'nS) =v(S)+v(S) &
v(S;UUUS)+v(S,uUNS,) =v(S;ul)+v(S,)
Da S, €S, madergelde,atS; Ul US,=S,ulUo0gS,UUNS, =S5, sa
v(S;UUUS)+vS,ulnS,) =>v(S,ul)+v(s,) <
v(S,UU) +v(S;) =2v(S;Ul) +v(s,)
v( S, UU) —v(S,) = v(S;UU) —v(S,)
Hvilket viser, at pastand 1. er &kvivalent med 2.

23) At 2. er &kvivalent med 3. kan vises pa samme made som ved 12) med U = {i}.
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34)For hver o er Y3_;mgq, =v(N). For SS N og S = {a(iy),...,a(ix)}, hvor
i1 <. < i, sav(S) =3 v(e(@i)Nn..na(i,)) —v(e(iy) N..noli,_)).
Hvis i :=a(i,), S; = {0(i}),...,0(i,_1)} 09 S, :={c(1),...,0(i,_1)}, s& S; S

S,, 0g s& méa der ifglge 3. galde, at ¥*_, v(o(i;) N ..no(i,)) —v(e(iy) N...n

olr—1<
Yk vie()n..nao(i,))—v(e(iy) N..no(i_q)).

Da Yk ,v(e(1)n..no(i,))—v(c(iy)N..no(i—;)) kan skrives som
Z’r‘=1mg(ir) 0g Y.xes My, kan uligheden skrives som v(S) < Yxesmp; da denne
ulighed er stand-alone princippet ma m?(N,v) € K(N,v), hvilket blev bevist pa

baggrund af 3.

45) Definition 2.14.2 giver sammen med 4., at m?(N,v) = W(N,v) € K(N,v). Da
teorem 2.3 siger, at W(N,v) 2 K(N,v), ma det resultere i W(N,v) = K(N, v).

5l)Lad S,TEN,c€NogdtueN hvor0<d<t<u<n sddanatSNT =
{o(iy), ...,a(ig)}, T\S={o(d+1),..,0t)}, S\T ={a(t+1),..,0(u)} og
N\SUT) = {oc@w+1),..,am)}

Yderligere dannes falgende seet for at forenkle de efterfglgende ligninger

AT‘ = {0-(1), ---:O—(T)}v A‘l"—l = AT‘ \ {O-(T)}, Bt+k = {O-(t + 1)! LA O—(t + k)} og
Biik—1 = Beyr \ {o(t + k)}; af disse meengder kan Y,;csm{ skrives som

d u-t

Y omg =) (004 = v(4y)) + Y V(T U Bes) = v(T U Bepyey)

ieS r=1 k=1
=v(SNT)+v(SUT)—v(T)

Fra 5. og 45) ses det, at da m?(N,v) = W(N,v) = K(N,v), sa ma m°(N,v) €
K (N, v), hvilket betyder, at v(S) < ¥;es m{ (hvilket 0gsa star i 34)), dvs.

v <vSNT)+v(SUT) —v(T) @ vlS)+v(T) <v(SNT)+v(SUT),

hvilket fuldender beviset for at pastandene 1. til 5. er akvivalente.
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Reducerede spil

Denne klasse af spil drejer sig om reducerede spil, og hvordan de &ndres efter en reduktion. Selve
reduktionen er en reduktion af antal agenter i spillet, hvor et antal agenter altsa har forladt spillet og
efterlader mangden, T, af agenter. Med sig tager mengden, N \ T, en del af veerdien, som
storkoalitionen udgjorde; det er denne verdi, som de efterlader meengden, T, som kan udledes alt
efter hvad der menes at vare fair og rimeligt. Hver enkelt koalition i det reducerede spil kan ogsa
antage en ny veerdi alt efter, algoritmen i formen af det reducerede spil. | dette underkapitel vil der

blive praesenteret to former for reducerede spil.

Det er ogsa uklart, om en fordelingsregel vil fordele det samme til de resterende agenter i det nye

spil, som den tildelte dem i det gamle spil; til dette bliver der defineret en egenskab i afsnit 3.

Davis-Maschler

Det Davis-Maschler-reducerede spil bygger pa, at én fordelingsregel har veeret taget i brug inden
spil-reduktionen, saledes at de agenter, som forlader spillet, tager deres tildelte veerdier med sig. Det
kan opfattes som, at mangden, N \ T, er blevet kabt ud, sadan at hver af disse agenter er tilfredse
med, hvad de nu er blevet kebt ud for; mengden, N \ T, danner altsa ikke et nyt og reduceret
problem — i hvert fald ikke et som har betydning for det reducerede problem bestaende af mangden,
T.

Meangden, T, som er storkoalitionen i det reducerede, spil far altsd verdien, som summen af
tildelingen til agenterne i T, i spillet bestaende af n agenter, udger. Hver ikke-tom koalition, S, i det
reducerede spil er defineret ud fra de sterre koalitioner, som indeholdte S og en eller flere agenter
fra N \ T. Den bedst mulige veerdi, som fremkommer, ndr tildelingen til de relevante agenter fra
N \ T fratraekkes koalitionen bestaende af S og disse agenter, er, hvad S far af veerdi; dvs. det er den

mindste veerdi for omkostningsspil og den starste veerdi for overskudsspil.

Definition 2.16.1

For et omkostningsspil, (N, c), og en omkostningsregel, ¢(N,c) = x er det Davis-

Maschler-reducerede spil, (T, c?), hvor T < N, defineret ved

c?($) = Jnin, {C(S us) - Z ¢i(N, C)}

ies’
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forg #ScT.For@=Ser cf(S) =0ogforT =Ser c$(5) = Yier ®i(N, ).

Definition 2.16.2

For et overskudsspil, (N,v), og en overskudsregel, ¢(N,v) =y er det Davis-

Maschler-reducerede spil, (T, v?), hvor T c N, defineret ved

broy N — 5.
vf($) = max {v(s US) =) B, v)}
iES
forg#ScT.Forg=Ser v;?’(S) =0o0gforT =Ser vf’(S) = Yier ®:;(N,v).
Som ved konkave og konvekse spil kan denne klasse af spil ogsa karakterisere spil omend antallet
af egenskaber for reducerede spil er lidt mere beskedent, da det falgende teorem vil indeholde en

enkel, men vigtig egenskab.

Teorem 2.6

Kernen af et spil ligger, for de relevante agenter, i kernen af et heraf Davis-Maschler-
reduceret spil.

Bevis: Teoremet vil blive bevist for overskudsspil, sa fra ligningen, der definerer
v;?’(S) i definition 2.16.2 for @ = S < T, ses det, at der ma vare en koalition, S’, hvor
@cS ©SN\T, som maksimerer vf’(S), saledes at vf’(S) =v(SUS) -
Yies $i(N,v). DaTicsys $i(N,v) = Ties $i(N,v) + Tics di(N,v) &

—Yies @iV, v) = = Yicsus Bi(N, V) + Ties §i (N, v), sd ma

V2 (8) = v(SUS) = Niesus Bi(N, v) + Yies ¢:(N, v). Da

() =vsUS) = ) N +) G ©

iesus’ i€eS

R©+ D Gy =v(SUS)+ ) Fi(N,v)

iesus’ i€eS
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ses det, at da der ma gzlde, at ¥;cq s P:(N,v) = v(SUS") pga. fordelingen i det

originale spil ligger i kernen, sa ma der, for at ligningen holder, ogsa gzlde, at

vf’(S) < Yies d:(N,v), hvilket, ifglge stand-alone princippet, nasten er det fulde
krav til at fordelingen fra det originale spil ligger i kernen af det reducerede spil.

Tilbage mangler der at redeggre for S = T, sa nar definition 2.16.2 direkte oplyser, at

v;? (S) = Yier ¢;(N,v) for S = T er teoremet bevist.

Hart-Mas-Colell

Hvor det Davis-Maschler-reducerede spil er forbundet med en fordeling pa det originale spil, skal
den valgte fordelingsregel, i forbindelse med det Hart-Mas-Colell-reducerede spil, bruges pa flere
forskellige spil af varierende stgrrelse. Verdierne for koalitionerne, S € T, beregnes nemlig stort
set som i det Davis-Maschler-reducerede spil men med den forskel, at fordelingerne som fratraekkes
veerdien af koalitionen bestdende af S og maengden, S' = N / T, er fordelingerne, som agenterne i S’
ville fa tildelt i spillet med S U S’ agenter; dette betyder derfor ogsa, at der ikke skal minimeres eller

maksimeres over flere vaerdier som ved det Davis-Maschler-reducerede spil.

Definition 2.17.1

For et omkostningsspil, (N,c), og en fordelingsregel, ¢, er det Hart-Mas-Colell-

reducerede spil, (T, c?), hvor T c N, defineret ved

) =c(Sus) - Z $:(SU S, cisus)
ies’
for SST og S =N/T. Cisus’ betyder, at det kun er veerdierne i c, tilhgrende

koalitioner bestaende af agenter fra S U S’ € N, som anvendes.

Definition 2.17.2

For et overskudsspil, (N,v), og en fordelingsregel, ¢, er det Hart-Mas-Colell-

reducerede spil, (T, v?), hvor T c N, defineret ved

v;?(S) =v(SUS)— Z $:i(Su S"v|sus')

ies’
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for SST og S'=N/T. Visus’ Detyder, at det kun er veerdierne i v, tilhgrende

koalitioner bestaende af agenter fra S U S’ € N, som anvendes.

For at sammenligne de Davis-Maschler- og Hart-Mas-Colell-reducerede spil intuitivt, giver det
maske mening at betragte det Hart-Mas-Colell-reducerede spil, som en made, for en organisation
der opererer i flere lande, at tjekke, om dele af organisationen kan flyttes fra et land til et andet,

uden at det @ndrer pa indtjeningen eller omkostningerne for den del, som forbliver i landet.

Som der vil blive vist herunder, kreeves der mere af et Hart-Mas-Colell-reduceret spil, for at kernen

ligger i kernen af det originale spil.
é — N g ’ , g ' , ¢ — .
vr(S)=v(SUS) qul(s US,\vgs) & qul(s U S, vsus) + 17 (S) = v(SUS)
i€es’ ies’
Da stand-alone princippet siger, Y;csus' @i(N,v) = v(SUS"), sd mé

Z ¢;(N,v) > Z ¢:(SU S, vgs) + v;?’(S) =

iesus’ ies’
Z d;(N,v) + Z ¢;(N,v) > Z Gi(SUS,vgus) + v (S)
i€es ies’ ies’

Det ses, at kun hvis ¥;eg ; (N, v) < Nies §i(S U S’ 15,57 er det sikkert, at

Z BN, v) = v2(5)

lES
sadan at fordelingen af et spil ligger, for de relevante agenter, i kernen af et heraf Hart-Mas-Colell-
reduceret spil. Dvs. at hvis den ovenstaende intuitive forklaring fortsattes, sa ligger kernen i det
reducerede spil i kernen for det originale spil, hvis den del af organisationen, som flyttes,

eksempelvis far samme tildeling far og efter.
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Afsnit 3

Kapitel 4 - 4+1 fordelingsregler

Dette kapitel praesenterer de fire fordelingsregler, som oftest anvendes og henvises til i
litteraturen. Der leegges ud med Shapley-veaerdien, der blev udarbejdet af den amerikanske
professor L.S. Shapley i 1953; det var faktisk ogsa Shapley, der introducerede begrebet,

kernen, i forbindelse af hans udarbejdelse af Shapley-veerdien.

Dernaest kommer t-vaerdien, der blev defineret af Tijs i 1981, og efterfglgende en anden
meget omtalt fordelingsregel, Nucleolus, af Schmeidler D. i 1969. Denne fordelingsregel er
muligvis ikke lige sa ”ken” som Shapley-vaerdien, men den har den pane egenskab at ligge i
kernen af alle spil med ikke-tom kerne. Den sidste af de kendte fordelingsregler er Lorenz-
fordelingen, som, efter min mening, er den mest simple og i gvrigt er defineret til ogsa altid at

ligge i kernen af alle spil med ikke-tom kerne.

Kapitlet afsluttes med mit eget bud pa en fordelingsregel, der er kommet til i forbindelse med

min kritik af Shapley-veardien.
Shapley-verdien

Shapley-verdierne er fordelingerne af de bidrag, de enkelte agenter bringer til de koalitioner, de kan
befinde sig i. Dvs. forgges overskuddet markant i koalitioner, nar en vis agent tiltreeder, sa vil
agenten ogsa blive tildelt en passende stor del af det samlede overskud, og samtidig vil det veere et

mal for, hvad agenten er veerd for de andre agenter i spillet.

Definition 3.1.1

Shapley-veerdien, ¢, af et omkostningsspil, (N, ¢), er defineret ved

omkostningsfordelingen

= S BT () - eis\ )

|
SEN

hvor s er antallet af agenter i S.
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Definition 3.1.2

Shapley-vaerdien, ¢", af et overskudsspil, (N, v), er defineret ved

overskudsfordelingen

yir= > BT 5 uis\ )

SCN '
hvor s er antallet af agenteri S.

Shapley-veerdien kan ogsa defineres ved gennemsnittet af marginalbidragene til de koalitioner, der
kommer fgr den pageldende agent i alle ordninger af N, hvor “fgr den pageldende agent i alle
ordninger af N> betyder, at opstilles alle ordninger af N, s er det koalitionen af de agenter til

venstre for den pagealdende agent, Shapley-vaerdien beregnes for.

Definition 3.1.3

Shapley-vaerdien, ¢, er defineret ved
1 0 . 0
o == a(PUi)—a(P?)
0

hvor 0 er sxttet af alle n! ordninger af N, P er koalitionerne i £2, der kommer far i,

og a(P;) er veerdien af koalitionen P2

Definition 3.1.3 viser tydeligere, at da der veegtes lige af alle ordninger, sa vagtes der lige af
starrelsen af koalitionerne, hvilket betyder jo feerre ordninger en koalitionsstgrrelse giver anledning
til jo hgjere veegtes marginalbidragene fra disse koalitioner. Det fglgende eksempel viser Shapley-

fordelingen.
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Eksempel 3.1
N={1,23}c(1)=6 c(2)=4 c(3)=7
c(1,2) =¢(1,3) =¢c(2,3) =10 c(1,2,3) =14
xlsh — (c(l) _ c((Z))) . (I{l}l—l)r!l(!n—l{l}l)! n (C(l, 2) — c(Z)) . (|{1.2}|—1)1!1(!n—l{1,2}l)! n
Verdierne indsattes
©h = (6—0) - (1—1);('3—1)! +(10—-4)- (2—1);(‘3—2)! +(10=7)- (2—1);('3—2)1
(B-1!3-3)! _ 29
(14 — 10) — T
Ligeledes udregnes Shapley-vaerdierne for agent 2 og 3, sa den samlede Shapley-veerdi
bliver
29 23 32
oo (253
6 6
Shapley-vaerdien ligger dog ikke i kernen, da der, pga. stand-alone princippet, skal
geelde, at Y;eq 33 x; < ¢(1, 3), hvilket er en ulighed, der ikke holder, da
29 32
, 6 6
i€{1,3}
T-verdien

t-veerdien bygger ogsa pa marginalbidrag men kun marginalbidragene til storkoalitionen, som pa

samme made som marginalprincipperne udger en nedre eller gvre grense for hhv. et

omkostningsspil og overskudsspil, dvs. hhv. M; = ¢(N) —c(N \ i) og M; = v(N) —v(N \ i).

Dernast findes de mindste differencer mellem veardierne af koalitionerne og de summerede

marginale bidrag til storkoalitionen tilhgrende de agenter, som koalitionerne bestar af, dvs. w; =
Mming.;esg(S), hvor g(8) = c(S) — YiesM; og hhv. g(S) = X;esM; — v(S) for hver koalition
S € N. Funktionerne w; bruges som vegte til at fordele den verdi af storkoalitionen, som de

summerede marginalbidrag, M;, ikke udgar.

Fordelingsproblematik i kooperative spil

Side 38 af 76

Christian Svenningsen



Afsnit 3 EH

Kapitel 4 - 4+1 fordelingsregler Copenhagen

T-veerdien Business School
HANDELSHE)|SKOLENR

Definition 3.2.1

t-veerdien, ¢7, af et omkostningsspil, (N, ¢), er defineret ved omkostningsfordelingen

w;

Yien Wi

x{ = M; + g(N)

hvor g(S) = c(S) — YiesM;. Da M; + w; defineres til at veere den gvre grense,

fokuseres der pa spil, hvor g(S) = 0 for alle S og Y ;ey w; = g(N) er tilfeldet.

Definition 3.2.2

r-veerdien, @7, af et overskudsspil, (N, v), er defineret ved overskudsfordelingen

hvor g(S) = XiesM; —v(S). Da M; — w; defineres til at veere den nedre grense,

fokuseres der pa spil, hvor g(S) = 0 for alle S og X,y w; = g(N) er tilfeldet.

Fra ligningerne g(S) = c(S) — YiesM; 0g g(S) = Yies M; — v(S) ses det desuden, at da

9(S) = c(8) = Y My & c($) = g() + ) M

lES €S

9= ) M= v(S) & v(S) = ) M~ g(5)

€S ies

kan Stand-alone principperne for z-veerdien skrives som

inSg(S)+ZMl-

i€S =
Z)’i = ZML' —g(S)
= =
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Eksempel 3.2

Eksempel 3.2 falger eksempel 3.1.
N={1,23}c(1)=6 c2)=4 cB)=7
c(1,2) =¢c(1,3) =c(2,3) =10 c(1,2,3) =14

Da ey M; =12 < ¢(N) = 14 og derved

g = c(N) = )" M; =2

IEN

ma w; = ming.;esg(S) 0og g(S) = c(S) — X5 M; tages i brug, hvilket giver

{1} g(1,2)=10-8=2 g(1,3)=10-8=2 g(1)=6-4=2
2} g(1,2)=10-8=2 g(2,3)=10-8=2 g(2Q)=4—-4=0
(3% g(1,3)=10-8=2 g(2,3)=10-8=2 g(3)=7-4=3

Dette giver veegtene w = {2, 0, 2}, som sammen med g(N) = 2 giver fordelingen
x* =1{5,4,5}

| dette tilfeelde ligger fordelingen altsa i kernen, men ikke engang konkavitet eller
konveksitet er en garanti for, at T-veerdien ligger i kernen, som det er tilfeeldet for

Shapley-vardien.
Nucleolus-fordelingen

Fordelingsreglen Nucleolus gar ud pa at maksimere alle koalitioners differencer mellem
koalitionernes verdi og deres fordeling; dog med en favorisering af de koalitioner, der har opnaet
den mindste difference. Differencen skrives som eg(x) = ¢(S) — YiesX; 00 es(y) = XiesVi —
v(S) for alle S ¢ N for hhv. omkostningsspil og overskudsspil, og da den tomme mangde og
storkoalitionen ikke medregnes, sa eg(x),es(y) € R2"~2, Dernast ordner en funktion 6 disse

differencer leksikografisk i stigende starrelser.
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Definition 3.3.1

Nucleolus, ¢pV“¢, af et omkostningsspil, (N, ), er defineret ved

omkostningsfordelingen
PpNU (N, c) = {x € I(N, c)|6(e(x)) > ek 9(6(9?)),V9? € I(N, c)}

hvor I(N,c) = {x € R"| Y;en x; = c(N)}, 0og hvor >, betyder, at hvis x >, %, sa

x; > x; eller x; = X7 0g x, > x5 eller x, = x; 0sv.

Definition 3.3.2

Nucleolus, ¢™u¢, af et overskudsspil, (N, v), er defineret ved overskudsfordelingen

NN, v) = {y € IV, v)[8(e(¥)) >ier 8(e(D)), V9 € I(N, 1)}

hvor I(N,v) = {y € R"*| Yien i = v(N)}, 0g hvor >, betyder, at hvis y >, ¥ , sa

y1 > y; eller y; = y7 09 y, >y, eller y, =y, 0sv.
Helt korrekt kan Nucleolus-fordelingen deles op i Nucleolus og prae-Nucleolus, hvor definitionerne
3.3.1 og 3.3.2 faktisk er definitionerne for prae-Nucleolus-fordelingen. Nucleolus-fordelingen er
steerkere, da der for denne geelder, at I(N,c) = {x € R"|Y;enx; = c(N),x; < c;Vi € N} og
I(N,v) ={y € R"| Yienyi = v(N) x; = v;Vi € N}, hvilket altsd er tilfgjelsen af individuel
rationalitet. Da Nucleolus og prae-Nucleolus er ens for spil med ikke-tom kerne, hvilket er den

klasse af spil, der bl.a. hovedsageligt fokuseres pa i denne afhandling, vil der udelukkende blive

brugt udtrykket "Nucleolus”, nar der henvises til definition 3.3.1 og 3.3.2.

Som det vises forneden vil fordelingsreglen far eller siden frembringe en unik og entydig fordeling
xN¥¢ som vil ligge i kernen, hvis spillet (N, c) er balanceret. Til at finde Nucleolus til et givet

omkostningsspil, 1@ses det linesere programmeringsproblem
max (&)
Ubb.
es(x)=¢e VSCcN

x € I(N,c)
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Nudleolus-fordelingen ol
Hvis fordelingen x er entydig, da vil ¢N“(N,c) = x, men hvis det ikke er tilfaeliaéi;;;sliglgt
lignende lineaert programmeringsproblem lgses; dog skal dette gares over maengden af de hidtil
fundne lgsninger og kun for de delmengder S < N, hvor der geelder, at es(x) > ¢; disse

delmangder betegnes A.

k vil referere til det nye lineeere programmeringsproblem, og k — 1 vil referere til det forrige
lineeere  programmeringsproblem. Dette giver fglgende notering af det nye linegre

programmeringsproblem

max (&)
Ubb.
es(x)=¢e VSCcN
es(x) = &1VS C A4

x €I(N,c)

Sa lenge der ikke er en entydig lgsning pa det linesere programmeringsproblem, skal et nyt
opstilles, hvortil hvert nyt der skal leegges endnu en restriktion i form af e;(x) = €,_,VS € Ay _1;
dog vil det maksimalt vaere ngdvendigt at lgse n — 1 af disse linesere programmeringsproblemer,

far en entydig lgsning er fundet.

Eksempel 3.3

Eksempel 3.3 falger eksempel 3.1.
N={1,23}c1)=6 c(2)=4 c(3)=7
c(1,2) =¢(1,3) =c(2,3) =10 c(1,2,3) = 14

Da Nucleolus har den egenskab, at den altid ligger i den ikke-tomme kerne, ses det, at
x4¢ = 4 skal veere tilfeldet. Derved kan spillet reduceres til et spil bestdende af

agent 1 og 3. Her er differencen e(x) = (c(1) — x4, ¢c(3) — x3).

Da der mangler at blive fordelt ¢(1,3), ma ¢(1,3) = x; + x3, og da kan differencen

skrives som e(x) = (c(1) — x1,¢(3) +x; — c(1,3)). Da méalet er at minimere alle
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differencerne, vil optimum ligge, hvor differencerne er lig hinanden, sa derfor kan

falgende ligning opseettes
c(1)—x;=c(3)+x;, —c(1,3) = 6—x;,=7+x;,—10 S

W45 = dsss o = (54 55)

Lorenz-fordelingen

Modsat mange andre fordelingsregler fordeler Lorenz-fordelingen mere simpelt, idet malet er at

ligefordele over sa store koalitioner som muligt. Det er altsa ferst, nar kernen ikke indeholder

ligefordelingen x; = % hvor i € N, at fordelingsreglen bliver mere kompliceret, da Lorenz-

fordelingen per definition altid ligger i kernen. Fordelingen bliver det punkt, som ligger i kernen og

teettest pa punktet C(N), hvilket dog ikke behgver at veere unikt; kun hvis spillet er konkavt eller

n

konvekst, er det garanteret, at Lorenz-fordelingen er unik. Algoritmen til at finde Lorenz-

fordelingen, der ligger tettest pa @ bliver

Definition 3.4.1

Lorenz-fordelingen, @7, af et omkostningsspil, (N,c), er defineret af falgende k

trin.

k) Lad for forste gang trin k rammes k = 1; for hver gentagelse af trin k opdateres
parameteren k ved k+ 1 =k. Definer N, =N\SyU..US,_4, hvor S, =0.
Definer dernast S, c N, til at veere den starste koalition med det mindste gennemsnit,
9(Sk) =

gennemsnit er af hgjere prioritet end at finde den stgrste koalition. Dette vil resultere i

c

SS"), hvor s, er antallet af agenter i Sy, og hvor det at finde det mindste
k

xF°" = g(Sy, c) for i € Sy. Trin k gentages, hvis N \ S; U ..U S, # @.

Definition 3.4.2

Lorenz-fordelingen, ¢°, af et overskudsspil, (N, v), er defineret af falgende k trin.

k) Lad for ferste gang trin k rammes k = 1; for hver gentagelse af trin k opdateres

parameteren k ved k+ 1 =k. Definer N, =N\ SyU..USi_q, hvor S, =0.
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Definer dernast S, < N, til at veere den stgrste koalition med det sterste gennemsnit,
(
g(S) = -

:"), hvor s, er antallet af agenter i S, og hvor det at finde det mindste
k
gennemsnit er af hgjere prioritet end at finde den sterste koalition. Dette vil resultere i

yioT = g(S,v) for i € Sy. Trin k gentages, hvis N \ S; U ..U S, # @.

Eksempel 3.4

Eksempel 3.4 falger eksempel 3.1.
N={1,23}c(1)=6 c2)=4 cQ3)=7

c(1,2) = ¢(1,3) = ¢(2,3) = 10 c(1,2,3) = 14

Da x; = “N) = 4,66 > c(2) = 4, ligger ligefordelingen af storkoalitionen ikke i

n

kernen, og derved tages definition 2.10.1 i brug.

k = 1 resulterer i, at det mindste gennemsnit er 4 for koalitionen {2}.

k = 2 resulterer i, at det mindste gennemsnit er 5 for koalitionen {1, 3}, og derved er

Lorenz-fordelingen for dette spil x°" = {5, 4, 5}.
Et alternativ til Shapley-fordelingen

Bogen, Game Theory (Michael Maschler, Eilon Solan, Shmuel Zamir, 2013, side 748), oplyser, at
Shapleys originale mal var at sperge "Hvor meget vil en agent vare villig til at betale for at deltage
i et spil?”. Som det ogsa reesonneres i bogen, ma man antage, at en agent vil betale op til den veerdi,
som agenten kan forvente at modtage i spillet, og det er denne veerdi, som Shapley havde som mal,
og som skulle have hvad der senere blev kendt som ”Shapleys egenskaber” eller ’Shapleys

aksiomer”.

Shapley kastede sig altsa over de marginale bidrag, men hvad skulle argumentet vere for at vaegte
et marginalbidrag hgjere end et andet? Shapley-algoritmen er matematisk meget ken, da, som det
vises senere, Shapley-fordelingen er tyngdepunktet af kernen, men er der en intuitiv forklaring pa
veegtene af marginalbidragene? Disse to ens spgrgsmal har jeg ikke kunnet finde et svar pa i nogle
af de tekster, som jeg har gennemgaet, og det pa trods af, at Shapley-fordelingen vel nok er den

mest bergmte fordeling.
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Dette leder til et nyt generelt spargsmal: Burde en fordeling give intuitiv mening for de deltagende
agenter, eller vil den blive betragtet mere brugbar, jo flere matematiske egenskaber den besidder?

Det kan diskuteres, om det ville give mere mening, at marginalbidrag blev vegtet efter stgrrelsen af
koalitionen, som den pageeldende agent bidrager til, da flere agenter ville paskenne bidraget end ved
Shapley-fordelingen, hvor jo ferre koalitioner, der kan dannes af et vis antal agenter, jo hgjere vil

disse koalitioner veegtes.

Hvad, der dog ikke giver intuitiv mening, er, at marginalbidraget til den tomme mangde vagtes pa
nogen som helst positiv made, da dette marginalbidrag netop ikke bergrer andre agenter, og
Shapley-fordelingen siges jo ellers at skulle vaere en made at beregne, hvad en agent er verd for de

andre agenter i spillet.

Den alternative fordeling, som jeg foreslar, er en fordeling af marginalbidragene, der bygger pa
starrelsen af omkostningen, som de laegges til og ved at opsplitte marginalbidragene, saledes de
ikke overlapper. Denne fordeling belgnner eller straffer altsa ikke agenter for deres marginalbidrag
til den tomme mangde og tager ikke hensyn til sterrelsen af koalitionerne.

Da et marginalbidrag opsplittes, hvis andre marginalbidrag enten starter eller slutter i samme
interval som dette, er det ngdvendigt at leegge ud med en oversigt over de forskellige intervaller,
som dannes, sa hvert start- og slutpunkt af sddan et interval noteres leksikografisk i faldende orden;
bemark at da koalitioners veerdier kan veere ens, vil der hgjst sandsynligt veere ferre af disse
punkter og intervaller, end der er koalitioner. Det samme spil fra eksempel 3.1 vil blive brugt i alle
eksempler af fordelingsregler, sa for at fremme forstaelsen af denne alternative fordelingsregel, vil

den blive brugt som en del af forklaringen.
N={1,23}c()=6 c2)=4 cB)=7
c(1,2) =¢(1,3) =c(2,3) = 10 c(1,2,3) = 14

Dette omkostningsspil giver punkterne {14, 10,7, 6,4, 0} og intervallerne imellem. Som intervallet
mellem det stgrste og mindste punkt skal fordeles mellem agenterne, er det denne alternative
fordelingsregels opgave, at hvert interval opdeles i sa mange dele, som intervallet indgar i agenters

marginalbidrag.
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Definition 3.5.1

Lad i et omkostningsspil, (N,c), 8(c(S)) >k 0(c(§)) vare funktionen, 6, som

rangerer koalitionernes veerdier leksikografisk i faldende orden, hvor S,S € N.
Yderligere omdgber 6 verdierne til ¢;, c,, ..., ¢, Saledes at ingen veardier gar igen,

og ved at ¢; = c(N) og ¢,, = minc(S).

Lad b¥ vaere antallet af marginalbidrag for agent i, hvor i € N, hvori intervallet

[ck, Ck+1] indgar, og hvor k = {1, ...,m — 1},

Den alternative fordelingsregel, ¢4, af et omkostningsspil, (N, ¢), er defineret ved

omkostningsfordelingen

bk

i
ZjEN bjk

m-—1
Al
Xi t = Z (ck — Cr+1) *
k=1

Definition 3.5.2

Lad i et overskudsspil, (N,v), 8(v(S)) >k H(U(ﬁ)) vare funktionen, 6, som

rangerer koalitionernes verdier leksikografisk i faldende orden, hvor S,S € N.
Yderligere omdgber 8 veardierne til v, v,, ..., 1, saledes at ingen vaerdier gar igen,

og ved at v; = v(N) og v,,, = minv(S).

Lad b¥ veere antallet af marginalbidrag for agent i, hvor i € N, hvori intervallet

[Vk, Vi41] indgar, og hvor k = {1, ...,m — 1}.

Den alternative fordelingsregel, @A, af et overskudsspil, (N,v), er defineret ved

overskudsfordelingen

m—1 bk

Alt i

yi = Z(Uk — Vk41) Z]e—lvbjk

k=1
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Da spillet er det samme som i eksempel 3.1, er veerdierne

N={1,23}c(1) =6

c2)=4 c(3)=7

c(1,2) =¢c(1,3) =c(2,3) =10 c(1,2,3) =14

15
14
13
12
_ 11
g 10
£ 9
£ 8
2 7
I 6
E ¢ |
S ;1
2 .
1 -
0 .
{1} {12} {1, 3} {123} {2} {12} {23}{123} {3} {13} {23}{123}
Koalitioner
B Omkostningen for koalitionen uden {1}
W Marginalbidraget af {1}
m Omkostningen for koalitionen uden {2}
B Marginalbidraget af {2}
B Omkostningen for koalitionen uden {3}
Det ses hvilke intervaller, marginalbidragene kan deles op i, og i hvor mange sgjler
disse intervaller forekommer i, og derved hvordan intervallerne skal fordeles.
Interval | Antal sgjler | Omkostning | Intervalopdeling {1} {2} {3}
14-10 3 4 L axlox1|axt/ox1|axl/ix1
10-7 6 3 e 3x1/ex2|3x1/ x2|3x1/ x2
7-6 4 1 1/ 1x1f,x11x1/,x1|1x1/, x2
6-4 2 2 1/, 2x 1/, x1|2x1/,x0|2x1/,x1
4-0 3 4 s axlox1|axt/ox1|axl/oxa
59 47 62
/12 /12 /12
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Heller ikke denne fordeling ligger i kernen, da

x; <c(1,3) (:)5—9+§$ 10
& 12 12
om end denne “overskridelse” kun er det halve af, hvad Shapley-veerdien overskred
med. Problemet stammer sandsynligvis fra, at spillet ikke er konkavt jf. definition
1.5.1, som det vises her. Lad S’ = {1,3}0og S = {2, 3}

c(1,2,3)+c(3) <c(1,3)+c(2,3) < 14+7 £ 10+ 10

For at afrunde den alternative fordelingsregel, vil jeg forklare tankegangen bag nogle af de
kasserede idéer, som ellers var tet pa at veere en del af den alternative fordelingsregel. En af mine
farste tanker, for den alternative fordelingsregels egenskaber, var, at skulle et interval indga i mere
end én koalition, som har forskellige antal agenter, skulle disse ens intervaller vaegtes forskelligt.
Incitamentet for dette ville veere, at det, eksempelvis i et overskudsspil, alt andet lige er mere
imponerende for en agent at opna et marginalbidrag i et givent interval til en koalition af faerre
agenter end at opna et marginalbidrag i samme interval til en koalition af flere agenter. Dette taler
for, at marginalbidraget til koalitionen af ferre agenter veegtes hgjere for dette interval end

marginalbidraget til koalitionen med flere agenter i samme interval.

Omvendt er der argumentet, at selvom det givne interval giver anledning til en mindre nytte per

agent jo flere agenter en koalition bestér af, sa er det stadig flere agenter, som kan drage nytte.

Det var rationelle argumenter, som var motivationen til at finde en alternativ fordeling, men da jeg
ikke kunne ignorere nogle af de to foregdende argumenter, valgte jeg, at der ikke skulle veagtes
forskelligt pa marginalbidrag til koalitioner af forskellige antal agenter.
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Kapitel 5 - Fordelingsreglers egenskaber

Fordelingsregler kan give intuitiv mening, alt efter hvordan man ser pa dem, men det er farst,
nar de er blevet naermere analyseret, at man kan give dem konkrete egenskaber; disse
egenskaber kan vaere meget nyttige, sa selvom en given fordelingsregel ikke umiddelbart har
bestemte egenskaber, kan det vere interessant at tjekke endnu en gang for forskellige klasser

af spil eller andre forudsaetninger og se hvilke egenskaber, der dukker op.

I dette kapitel vil egenskaber blive praesenteret og defineret for i naeste afsnit og kapitel at
blive brugt til at karakterisere Shapley-veerdien og den alternative fordelingsregel, som blev

praesenteret i forrige kapitel.
Effektivitet

Denne farste egenskab kan forekomme triviel, og det skal da ogsa vise sig at veere en egenskab,
som de fleste fordelingsregler har, da det er en del af definitionen af kernen. Dette er egenskaben
for, at en storkoalition ikke vil patage sig flere omkostninger, end hvad der kraeves i et

omkostningsspil, og at en storkoalition i et overskudsspil intet vil lade ga til spilde.

Definition 3.6.1

En omkostningsregel, ¢, er effektiv, hvis der for hvert omkostningsspil, (N,c),

gelder, at

> di,0) = e

IEN

Definition 3.6.2

En overskudsregel, ¢, er effektiv, hvis der for hvert overskudsspil, (N, v), gelder, at

> ¢, ) = v()

iEN
Symmetri

Symmetri er en egenskab af fordelingsregler, som omhandler koalitioner, der ogsa betegnes med

egenskaben, symmetri. Egenskaben for koalitioner er kort sagt, at der ikke vil blive diskrimineret ud
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fra koalitioners navne eller starrelser. Det er altsa udelukkende de marginale bidrag, som koalitioner

tilfgrer andre disjunkte koalitioner, der afggr om de har egenskaben, symmetri. En koalition

betegnes som varende symmetrisk, hvis mindst en anden koalition har samme marginale bidrag til

alle de koalitioner, som ingen af dem er en del af.

Definition 3.7.1

| et omkostningsspil, (N, ¢), hvor §,S" €S N, TSN\ (SuS)ogSnS'=@,erSog

S’ symmetriske, hvis
c(TuS)=c(Tush

Definition 3.7.2

| et overskudsspil, (N,v), hvor S,S" < N, TS N\ (SuS)ogSnS' =@,erSogs’

symmetriske, hvis
v(TUS)=v(TUus")

En fordelingsregel kaldes symmetrisk™, hvis den tildeler lige meget til de koalitioner, som er

symmetriske med hinanden.

Definition 3.7.3

En omkostningsregel, ¢, er symmetrisk, hvis der for hvert omkostningsspil, (N, c¢), og

for hvert par af symmetriske koalitioner, S og S’, gelder, at
Gies(N,c) = ({bjes’(N. c)

Definition 3.7.4

En overskudsregel, ¢, er symmetrisk, hvis der for hvert overskudsspil, (N, v), og for

hvert par af symmetriske koalitioner, S og S’, geelder, at
Pies(N,v) = Pjcer (N, v)

I den virkelige verden kan en symmetrisk fordelingsregel vere at forvente hvor koalitioner eller

agenter er af samme sociale status, alder eller lign., men ma omvendt siges at veare et
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kvalitetsstempel for objektivitet, hvis den vil blive brugt, hvor der netop er agenter med forskellige

sociale statusser, religioner osv.
Kovarians under strategisk aekvivalens

For at denne egenskab skal give mening, skal der igen preesenteres et begreb for spil, som
egenskaben er forbundet med. ”Strategisk akvivalens” er, hvor det ingen forskel gar for agenterne,
om de tager del i det ene eller det andet spil. Den bedste eksempel er nok at teenke pa verdierne af
koalitionerne som valuta — en anden valuta har en anden starrelse enhed, men den grundleggende
veerdi er den samme for agenterne. Dette kan skrives som w(S) = au(S) for spillene (N,w) og

(N,u), hvor S € N og hvor a > 0 kan betragtes som valutakursen.

Udover at skifte maleenhed for vaerdien af koalitionerne baseret pa det samme parameter for alle
koalitioner, kan der ogsa @ndres pa den endelige starrelse af koalitionerne ud fra de specifikke
agenter, koalitionerne bestar af. Lige i denne sammenhang bruges altsa ordet “méleenhed”, hvor
der alle andre steder i denne afhandling bruges “verdi”; her er "vaerdi” blevet den grundleeggende
og urgrlige veerdi, der for to spil som er strategisk akvivalente, er den samme for en koalition,
selvom maleenhederne for disse to spil er forskellige. w(S) = au(S) kan altsa udvides til ogsa at
inkludere @ndringer baseret pa de specifikke agenter, som S bestar af, hvilket bliver definitionen for

strategisk akvivalens.

Definition 3.8.1

Et spil (N,w) er strategisk sekvivalent med spillet, (N, u), hvis der for hvert S € N

galder, at
w(S) = au(s) + Z b; = au(S) + b(S)
iEeS
hvora > 0 0g b € RV,

Vektoren, b, bestar af agenternes unikke veerdier, som laeegges til en koalition for de agenter, som
koalitionen bestar af. En fordelingsregel der fordeler ¢ i ét spil, og som fordeler det samme i et
andet med, pa baggrund af det ferste spil, @ndrede verdier, som vist i definition 3.8.1, har

karakteristikken kovarians under strategisk akvivalens.
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Definition 3.8.2

En fordelingsregel, ¢, har karakteristikken, kovarians under strategisk akvivalens,

hvis der for hvert spil (N, u) og hver agent i € N galder, at
¢;(N,au+ b) = a¢p;(N,u) + b;
hvora > 0o0gb € RV,
Nul-agenten

En nul-agent, eller dummy, er en agent, som hverken bidrager positivt eller negativt til de

koalitioner, som agenten er en del af.

Definition 3.9.1

| et spil, (N, u), kaldes en agent, i, for en nul-agent, hvis der foralle SS Nogi & S

gealder, at
u(S) =u(Su{i})

En fordelingsregel siges at opfylde nul-agent egenskaben, hvis den, i alle spil, ikke tildeler noget til

nul-agenter.

Definition 3.9.2

En fordelingsregel, ¢, opfylder nul-agent egenskaben, hvis der for hvert spil, (N, u),

og hver nul-agent, i, gelder, at
¢(N,u) =0

Denne egenskab kan forekomme rimelig, nar der generelt fokuseres pa betydningen af agenters
marginale bidrag, men da den er sa simpelt defineret, skal man passe pa med ikke at leegge for
meget i den. En agent kan, i et spil, slippe af sted med ikke at bidrage til nogen koalition pa nzr én,
som han oven i kebet kan ngjes med at bidrage meget lidt til; denne agent er altsa ikke en nul-agent

og kan derfor i princippet tildeles guld og gregnne skove.
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Det giver altsd mening, at nar denne, og andre egenskaber som ligeledes er relati:/ﬂt‘éilnﬁ;ble,h 'slklél
testes pa fordelingsregler, kan det veere eksponentielt mere relevant at gere det i forbindelse med

andre krav end at gere det isoleret.
Additivitet

Nar en fordelingsregel har egenskaben, additivitet, betyder det, at dens tildeling til hver agent i
hvert par af spil med samme antal agenter er lig dens tildeling til spillet bestaende af samme antal
agenter og med hver koalitions veerdi bestaende af summen af de tilsvarende koalitioners veerdier

fra de to spil.

Definition 3.10.1

En fordelingsregel, ¢, er additiv, hvis der for hvert par af spil, (N,w) og (N,u),

gealder, at
¢(N,w+u) =¢d(N,w) + ¢p(N,u)

Denne definition virker rimelig, hvis de to spil, (N,w) og (N,u), er uafhngige og males med
samme maleenhed, men er de afhangige og/eller males de forskelligt, giver den knap sa meget
mening. Et eksempel kunne vere, hvis (N,w) og (N, u) netop er afhaengige, som ved kovarians

under strategisk ekvivalens, som kunne afspejle, at w og u er to valutakurser.

Betragtes fordelingsreglen, ¢, som hvad agenterne forventer at fa tildelt, sa vil det vere forstaeligt,
hvis en agent vil afsta en enhed af w for en enhed af u, hvis maleenheden af u er af hgjere veerdi
end den af w. Dette var bare et blandt flere eksempler pa, at egenskaben, additivitet for
fordelingsregler, kreever forbehold, hvis den skal tages i brug. Da additivitet ellers er en vigtig brik,
nar der skal karakteriseres fordelingsregler, har det derfor veeret ngdvendigt at finde alternative

egenskaber, som kunne erstatte additivitet, hvilket bringer naste egenskab pa bane.
Marginalitet

Marginalitet er delt op i en svag og en sterk definition, da det kan veere ngdvendigt at skelne
mellem disse, nar fordelingsreglerne skal karakteriseres. Den svage definition, som kaldes monotoni
af marginale bidrag, praesenteres farst og den kraver, at hvis en agent i to spil med samme antal

agenter ikke bidrager mindre til alle de koalitioner, som agenten indgar i, i det farste spil i forhold
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til de samme koalitioner i det andet, sa skal agenten heller ikke tildeles mindre i det ferste spil i
forhold til det andet. Konkret er det altsa, at

Definition 3.11.1

En fordelingsregel, ¢, opfylder monotoni af marginale bidrag, hvis der for hvert par

af spil, (N,w) og (N, u) og for hver agent, i € N, galder, at hvis
w(S U {i}) —w(S) = uSu{i}) —ulS) VSCN,sa
(nbi(N) W) = ¢i(Nl u)

Den staerke definition, som kaldes marginalitet, er meget lig definition 3.12.1 men har lighedstegn i
stedet for ulighedstegn, da den kraever, at hvis en agent i to spil med samme antal agenter bidrager
med lige meget til alle de koalitioner, som agenten indgar i, i det farste i forhold til de samme

koalitioner i det andet, sa skal agenten ogsa tildeles lige meget i begge spil.

Definition 3.11.2

En fordelingsregel, ¢, opfylder marginalitet, hvis der for hvert par af spil,

(N,w) og (N, u) og for hver agent, i € N, galder, at hvis
w(S U {{i}) —w(S) =uSu{i}) —ulS) VSCN,sa

¢i(NIW) = ¢1(N'u)

Det fremgar altsa, at hvis en fordelingsregel opfylder monotoni af marginale bidrag, vil den ogsa
opfylde marginalitet, hvor marginalitet betyder, at en agents tildeling udelukkende afhanger af

agentens marginale bidrag, som igen er uafhaengige af andre agenters marginale bidrag.
Konsistens i reducerede spil

Hvis en fordelingsregel tildeler det samme til alle de agenter, et reduceret spil bestar af, som de fik
tildelt, far spillet blev reduceret, er fordelingsreglen konsistent i reducerede spil og opfylder derfor
denne egenskab. | definitionerne 2.16.1 til 2.17.2 er de Davis-Maschler-reducerede og Hart-Mas-

Colell spil noteret, som hhv. (T, c?) 0g (T, vf) for hhv. omkostningsspil og overskudsspil, og som

er reducerede fra spillene, (N, ¢) og (N, v); heraf kan falgende defineres.
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Definition 3.12.1 '

For et omkostningsspil, (N, c¢), og et reduceret spil, (T, c$), hvor T ¢ N, eren

omkostningsregel, ¢ (N, ¢) = x, konsistent, hvis der for i € T gelder, at

X; = ¢i(T, C$)

Definition 3.12.2

For et overskudsspil, (N, v), og et reduceret spil, (T, v;?’), hvor T c N, eren

overskudsregel, (N, v) = y, konsistent, hvis der for i € T geelder, at

i = b (Tnva)
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Kapitel 6 - Monotoniforhold

Muligheden for at &endringer i et spil kan forekomme giver anledning til at tildele egenskaber
til fordelingsreglerne, alt efter hvordan fordelingsreglerne vil fordele efter disse a&ndringer er
indfgrt. Egenskaberne skal forklare i hvilken grad en fordelingsregel vil give koalitioner
incitament til at blokere for eventuelle positive eaendringer i spillet; dette leder til
forudsaetningen af, at der kun diskuteres positive &ndringer af spillet — alle koalitioner vil
modarbejde en negativ andring af spillet. Egenskaberne, eller monotoni-forholdene, kan
opdeles ud fra hvilken type s&ndring, spillet udszttes for, og den farste type, der her fokuseres

pa, er &ndringen af vaerdien af en koalition.
Koalitionsmonotoni

Skulle der eksempelvis ske en reducering af verdierne af et antal koalitioner i et omkostningsspil,
vil det veere narliggende at mene, at den nye fordeling i hvert fald ikke tildeler de agenter, der er en
del af alle de koalitioner, der fik reduceret veerdien, endnu mere end fer, da det netop var disse

koalitioner, som opnaede en besparelse.

Definition 3.13.1

En fordelingsregel af et omkostningsspil, (N, ¢), er koalitionsmonotont, hvis der for
e&ndringen c(S) =¢(S) og c(T)=¢(T), vS:ieS for alle i € N, galder at
()bi(Nr C) = ()bi(Nl 6)

Definition 3.13.2

En fordelingsregel af et overskudsspil, (N, v), er koalitionsmonotont, hvis der for
endringen v(S) < 9(S) og v(T) =0(T), VS:ieS for alle i € N, galder at
()bi(Nr v) < ()bi(Ni ﬁ)

Det er vigtigt at huske pa, at definitionen for koalitionsmonotoni kun omhandler de agenter, som er
en del af alle de koalitioner, som fik reduceret koalitionens veerdi; de agenter, som kun er en del af
nogle koalitionerne med en reduceret verdi, er ikke en del af denne definition. Nar man tager dette
med i betragtning, har koalitionsmonotoni altsa mindre indflydelse jo flere koalitioner, der opnar en
reducering, da ferre agenter vil kunne vere en del af alle de pagaldende koalitioner. Skulle der

eksempelvis forekomme en reducering i alle koalitionerne med et bestemt antal agenter, eller i mere
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end halvdelen plus én af alle koalitionerne i et spil, da vil koalitionsmonotoni blive uaktuel, da
ingen agent kan indga i s mange koalitioner.

Det kan bevises, at selvom koalitionsmonotoni lader til at veere et rimeligt krav, er der ingen
fordelingsregel, der bade kan opfylde stand-alone princippet og samtidig veare koalitionsmonotont,

nar spillet er balanceret, og nar spillet har mere end tre agenter.
S-monotoni

S-monotoni er en del af koalitionsmonotoni, da denne definition kun omhandler den enkelte
koalition, S; deraf navnet. Da der er tale om en enkelt koalition, og der, som far, fokuseres pa alle
de agenter, som er en del af alle de koalitioner, som opnaede en reducering af koalitioners veerdi,

omhandler denne definition alle agenterne i koalition S.

Definition 3.2.1

En fordelingsregel af et omkostningsspil, (N,c), er S-monotont, hvis der for
a&ndringen c(S) = ¢(S) og ¢(T) = ¢(T), VS # T, geelder, at ¢;(N,c) = ¢;(N, ).

Definition 3.2.2

En fordelingsregel af et overskudsspil, (N, v), er S-monotont, hvis der for e&ndringen
v(S) < 9(S)ogv(T) = ©(T), VS # T, geelder, at ¢;(N,v) < ¢;(N, D).

Da S-monotoni er en del af koalitionsmonotoni, gelder det ogsa her, at ingen fordelingsregel, der

opnar en fordeling i kernen i klassen af balancerede spil, kan vare S-monotont.
Svag S-monotoni

| stedet for et krav til tildelingen til hver enkelt agent i koalition S, som S-monotoni har, kan kravet

gares svagere ved kun at stille krav til den samlede tildeling af agenterne i koalition S.

Definition 3.3.1

En fordelingsregel af et omkostningsspil, (N, c), er svagt S-monotont, hvis der for
&ndringen ¢(S) = ¢(S) og c(T)=¢é(T), VS +#T, gelder, at Y,csp;(N,c) =
ZiES ¢i(Nr 6)
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Definition 3.3.2

En fordelingsregel af et overskudsspil, (N, v), er svagt S-monotont, hvis der for
endringen v(S) < 9(S) og v(T) =0(T), VS #T, gelder, at Yicsd;(N,v) <
Yiespi(N, D).
Dvs. skulle en koalition opna en reducering af koalitionens verdi, vil den efterfalgende fordeling
ikke resultere i en samlet stgrre tildeling til agenterne, som koalitionen bestar af, hvis
fordelingsreglen opfylder svagt S-monotoni. Nogle agenter i den pageldende koalition kan altsa ga

hen og fa tildelt mere end far @ndringen, saledes at andre kan fa tildelt en mindre omkostning,

hvilket, i den virkelige verden, nok er meget at forlange af en person.
N-monotoni

Der kan udvikles endnu mere pa S-monotoni ved at lade svagt S-monotoni kun omhandle
storkoalitionen, og kalde dette for N-monotoni.

Definition 3.4.1

En fordelingsregel af et omkostningsspil, (N,c), er N-monotont, hvis der for
&ndringen c¢(N) = é(N) og c¢(T)=¢(T), Tc N, galder, at Y,y d:i(N,c) =
Yien (N, ).

Definition 3.4.2

En fordelingsregel af et overskudsspil, (N, v), er N-monotont, hvis der for &ndringen
v(N) < 9(N) og v(T) = 0(T), T < N, geelder, at X.;en ¢; (N, ) < Xien (N, D).

| sagens natur ma ingen agenter stilles darligere efter en andring af veerdien af storkoalitionen.
Selvom det er en simpel &ndring fra svagt S-monotont til N-monotont er der grundlaeggende
forskelle. Ved svagt S-monotoni kan agenterne i den pagaeldende koalition stille krav til fordelingen

selvom deres egenomkostninger og kernen af spillet ikke er endret.

Andringen, som er aktuel ved N-monotoni, @ndrer kernen af spillet, sd her er det mere naturligt at
forvente en @&ndring af agenternes krav. Dette betyder, at fordelingsregler igen kan have sveart ved

at opfylde dette krav.
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Populationsmonotoni

Hvor de foregaende definitioner af monotoniforhold drejede sig om endringer af koalitioners
veerdier, fokuserer populationsmonotoni pa &ndringen af antallet af agenter i spillet. I de foregaende
definitioner af monotoniforhold ville en foreggelse af en koalitions omkostning intuitivt ikke veere
godt for nogen overhovedet, men en forggelse og en reducering af antallet af agenter i et spil, kan
begge, realistisk set, veere positive og begge kan vaere negative s&ndringer i forhold til agenterne. |
et omkostningsspil kan en forggelse ses som at samarbejdet forsterkes, hvis omkostningerne ikke
stiger i samme grad. Omvendt kan en reducering veere en optimering af nyttige agenter, da kun
agenter med hgje marginalbidrag bliver sendt ud af spillet, sa selvom der efter &ndringen er farre at
fordele omkostningerne pa, er de samlede omkostninger faldet drastisk, hvorved alle resterende

agenter kan drage nytte af &ndringen.

Populationsmonotoni fokuserer dog ikke pa tilfeeldet, hvor reduceringen af antallet af agenter kan
lede til, at mindst én agent vil sta bedre stillet.

Definition 3.5.1

En fordelingsregel af et omkostningsspil, (N, c¢), er populationsmonotont, hvis der for
@ndringen, N c N, gzlder, at ¢;(N,c) = ¢;(N,¢), og der for S < N gelder, at
c(S) = ¢é(S).

Definition 3.5.2

En fordelingsregel af et overskudsspil, (N, v), er populationsmonotont, hvis der for
&ndringen, N c N, glder, at ¢;(N,v) < ¢;(N, D), og der for S < N gelder, at
v(S) = 0(S).

Agenter i et spil har altsa intet incitament mod at fgje agenter til samarbejdet, hvis fordelingsreglen
er populationsmonoton. Intuitionen bag populationsmonotoni kan deles op i hvem der egentlig
udsattes for et krav; en forggelse af antallet af agenter i et omkostningsspil giver indtrykket at
populationsmonotoni er et krav til fordelingsreglen om ikke at tildele mere til agenterne, der hele

tiden har veeret i spillet.

Nar det kommer til en reducering af antallet af agenter i et omkostningsspil, hvor fordelingsreglen

er populationsmonoton, er kravet, at hver af de resterende agenter ikke kan tildeles mindre end far,
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hvilket giver indtrykket af, at det er et krav til agenternes niveau af forstaelse af, h\ilhaJO'I”:jﬁe*rl errflalhr
Dette ma siges at veere et rimeligt, og ofte aktuelt krav, til ansatte, hvor et mal for optimering er

blevet sat for overlevelsen af en virksomhed.

Scenariet kunne vere, at en virksomhed med sikkerhed ikke kan fortsaette med det aktuelle antal
ansatte i virksomheden; alternativet er at fyre nogle ansatte, hvorved de resterende ansatte ma
arbejde hardere. Det verste tilfelde er, at arbejdet bliver for hardt for de resterende ansatte, som
maske, af denne arsag, siger op, hvilket dog ikke vil stille dem darligere, end hvis virksomheden
ingen fyrede og derved matte lukke; heraf kan man argumentere, at populationsmonotoni, opfattet

som krav til agenterne, er et rimeligt og fair krav.
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Kapitel 7 - Karakterisering af fordelingsreglerne

For bedre at kunne sammenligne konkrete fordelingsregler kan det veere en fordeling at
karakterisere dem farst. Skulle man sta med et reelt allokeringsproblem og ikke vide hvilken
fordelingsregel eller algoritme, man burde bruge, kan karakteristika af fordelingsreglerne

hjeelpe.

| stedet for at spgrge om hvilken fordelingsregel, der skal bruges, kan man nemlig spgrge:
"Hvad skal fordelingsreglen overholde?', "I hvilke situationer skal den overholde det?",
""Hvis allokeringsproblemet andrer sig, hvad sa?" for pa den made at spore sig ind pa den

rette fordelingsregel i den givne situation.

Nogle af de egenskaber som fordelingsregler kan besidde, og nogle af de klasser af spil, som er
blevet redegjort for tidligere i denne afhandling, vil blive afprevet og testet pad Shapley-

veerdien og den alternative fordelingsregel i dette kapitel.
Shapley-verdien

Som det blev vist i sidste afsnit ligger Shapley-vardien ikke altid i kernen, hvilket maske ogsa er
meget at forlange af en fordelingsregel, der fordeler ud fra marginalbidragene. Det kan dog
diskuteres at skulle en fordelingsregel fordele pa en “dybere” rationel baggrund, giver det mening
ogsa at kunne forlange mere af spillets opbygning, hvis fordelingsreglen skal opfylde visse

egenskaber.

Det vil eksempelvis farst blive bevist, at Shapley-veerdien altid vil ligge i kernen, men kun i klassen
af konkave og konvekse spil. Ogsa egenskaber, der ikke vedrarer specifikke klasser af spil, er med
til at karakterisere Shapley-veerdien, da opfyldelsen af fire konkrete egenskaber skal vise sig at veere

unikt for Shapley-verdien.
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Konkave og konvekse spil

Teorem 4.1

Er et spil konkavt eller konvekst, ligger Shapley-veerdien med i kernen.,

Bevis: Tilgangen til beviset er at betragte kernen, som et polyeder; denne kan tegnes i
et simplex tableau, som vist i figur 1 med et spil med n = 4 agenter. Tegningen er
taget fra Shapley 1971: International Journal of Game Theory, December 1971,
Volume 1, Issue 1, pp 11-26.

Figur 1

Figur 2 viser kernen, et polyeder med dimension n — 1, forfra og bagfra. Fladerne er
randbetingelserne, som betegnes C, hvor eksempelvis C5 er Stand-Alone princippet for
agent 3, og den modsatte flade, med samme heldning, er C;,4, Som enten kan
betragtes som Stand-Alone princippet for koalitionen bestdende af agent 1, 2 og 4
eller dette trukket fra veerdien af storkoalitionen, hvilket giver marginalbidraget af

agent 3 til storkoalitionen.
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Hvert Stand-Alone

princip er altsa en flade,

hvor kernen udger en

delmaengde af alle disse
flader, Hy, hvor det

defineres, at Cs =Cn
Hg for pc SS N, og
Cy=C. Det er af

ngdvendighed, at der

ogsa  defineres, at
C@ = C

Definition 4.1.1

Hvis ingen Cg, for et givet spil, er tomme, er sammensetningen af fladerne, Cs,

komplet.

Definition 4.1.2

Hvis alle Cs, for et givet spil, er af de hgjest mulige antal dimensioner, er
sammensatningen af fladerne, Cg, strengt komplet, hvor et strengt komplet Cs har

2™ — 2 flader af dimension n — 2.

Fladerne, som en kerne bestar af kan sammensettes pa mange forskellige mader og
stadig udgare den specifikke kerne. Fladerne behgver altsa ikke at veere sammensat
som vist i figur 2 og som forklaringen af figur 2 hentyder, det er dog denne

sammensetning af flader, som vil den mest oplagte at bruge.

Definition 4.1.3

Hvis hvilke som helst to flader skerer hinanden i et givet spil, sadan at Cs N C; # @,

som kun er tilfeldet hvis og kun hvis S € T eller T € S, sa er sammensatningen af
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fladerne, Cs strengt regulaer. At en sammensatning af flader er strengt reguler

forudseetter, at sammensgtningen er komplet.
Et mildere krav til Cs er dog nok til dette bevis.

Definition 4.1.4

Hvis Cy#® og hvis CsnNCr S Coyr NCsar for alle S,T €N, sd er

sammensatningen af fladerne, Cs reguleer.

Forskellen mellem definition 4.1.3 og definition 4.1.4 er, at hvor definition 4.1.3 stiller
krav til flader ud fra hvilke flader de stgder op til, s er definition 4.1.4 langt mere
generel, da denne definition frembringer, at en skaering mellem to flader enten er en
delmaengde af sig selv, eller at forbindelsen mellem to flader, der ikke skarer
hinanden, foregar gennem selve kernen; heraf ngdvendigheden for definitionen
Cyp =C.

Notationen fra definition 3.1.3 bruges, s& 2 er settet af alle n! ordninger af N, P2 er

koalitionerne i 2, der kommer for i, og a(P{?) er veerdien af koalitionen P;.

Teorem 4.2

Hjernerne af en kerne, med en reguler sammensztning af fladerne, er punkterne

a(P? ui) —a(P?), hvor det kan vere tilfeeldet, at nogle punkter er lig hinanden.

Teorem 4.3

Et spil er konvekst eller konkavt, hvis og kun hvis kernen har en regulaer

sammensatning af fladerne.

Teorem 4.2 og 4.3 beviser, at Shapley-vardien, ¢; = %ZQ a(P? ui) — a(P?) ligger

I kernen i et konvekst eller konkavt spil; teoremerne i sig selv vil dog ikke blive bevist.
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Ifelge definition 3.6.2 vil en fordelingsregel, der opfylder effektivitet i et overskudsspil, intet lade
ga til spilde, dvs. Y;cny @; (N, v) = v(N).

Teorem 4.4

Shapley-vaerdien opfylder effektivitet.

Bevis: Shapley-veerdien fordeler i et overskudsspil, (N, v), som fglgende

— D! (n—s)!
yir = > ETEZ 5 s\ )

SCN '

Dvs. hvert marginalbidrag, (v(S)—v(S\{)), opdeles i brakerne w
Marginalbidragene kan betragtes som intervaller, som alle ligger i intervallet
[0; v(N)], som vist ved den alternative fordelingsregel i forrige afsnit. Hvis der nu
fokuseres pa det mindste marginalbidrag til den tomme mangde, vil dette interval
ogsa ligge i de gvrige agenters marginalbidrag til den tomme mangde, dvs. for hver
af de n agenter er der ét enkelt interval. Da dette interval udelukkende er af

koalitioner af stgrrelsen 1 fas falgende

-Din-s) A-DIn-1)! ®-1D! 1
nl - nl Thtn-1D! n

Da intervallet opdeles i % dele og allokeres til n agenter vil dette interval altsa altid

veere fordelt 100 % eller veere fordelt effektivt”, om man vil.

Hvor et eller flere marginalbidrag, som jo kan betragtes som intervaller, ender, vil et
eller flere nye marginalbidrag fortsette og pa denne made vil alle disjunkte

intervaller i intervallet [0; v(N)], opdeles forskelligt.

For at bevise at Shapley-vardien er effektiv vil jeg vise, at udviklingen af et intervals
opdeling, er den inverse udvikling af antallet af koalitioner, som skal have tildelt disse
bragkdele af intervallet; er dette tilfeldet vil den effektive fordeling af det mindste

marginale bidrag til den tomme mangde fortsatte, hvorved alle disjunkte intervaller i
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[0; v(N)] vil blive fordelt effektivt, hvilket svarer til at v(N) er blevet fordelt effektivt

via Shapley-vaerdien.

Hvis s + 1 =t er t sterrelsen pa den naste koalition, hvor tankegangen, at starte
med koalitionen bestaende af én agent og slutte med storkoalitionen, fortsetter.

Udviklingen kan udtrykkes via u, sa

t—D'(n—-1)! (s=D!(n-ys)!
n! - n! =

s+1-D!'n—s—-D!=uls—-D!'(n—-s)e

_(s)!(n—s—l)!_s(n—s—l)!
YT G- DIin—9!  (mn-s)!

B s(n—s—1)! s
T (n-s)(n—-s—-1! n-s

u

Nar en agents eller koalitions marginalbidrag ender, &ndres den del af fordelingen af
det efterfglgende interval, som agenten eller koalitionen stod for, altsd med ﬁ
Desuden sker der en &ndring i antallet af koalitioner, som har et marginalbidrag i det
efterfalgende interval. Da der nu skal fokuseres pa koalitioner med marginalbidrag til
en bestemt agent, er det antallet af koalitioner uden denne agent, som der a&ndres pa,
dvs. antallet af koalitioner, som n — 1 kan danne. Dette bliver s&

(n—1)!
sl(n—1-ys)!

Da der er tale om koalitioner, hvorpa der bidrages med marginalbidrag er det
udviklingen fra starrelsen s — 1 til s, som skal findes. Udviklingen, som udtrykkes via
w, hvor —1 = ¢, er givet ved

(n—1)! (n—1)!
s!(n—l—s)!_wt!(n—l—t)!

1 1
sin—-1-9 "G-Din-1-s+11
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_(s—l)!(n—s)!_(s—l)!(n—s)
Ve s m—1-9!  s(s— 1!

Da %: u er det bevist, at da hvert interval i [0; v(N)] bliver fordelt 100 % til

agenterne af Shapley-veerdien, opfylder Shapley-veerdien effektivitet.

For denne egenskab fokuseres der pa definition 3.1.3, hvor Shapley-verdien, er defineret ved

Unik

€0i=n_

= a(PRui) - a(p?)

Teorem 4.5

Shapley-vaerdien opfylder monotoni af marginale bidrag og marginalitet.

Bevis: Fra definition 3.1.3 ses det, at Shapley-vardien for agent i er gennemsnittet af
summen af marginalbidragene til alle mulige koalitioner. Hvis samtlige
marginalbidrag i ét spil er hgjere end de tilsvarende marginale bidrag i et lignende
spil, som defineret for monotoni af marginale bidrag i definition 3.11.1, s& ma
gennemsnittet af marginalbidragene ogsa veere hgjere. Det er derfor indlysende, at da
gennemsnittet af marginalbidragene netop er Shapley-veerdien, vil den opfylde
monotoni af marginale bidrag og marginalitet, som et direkte resultat af

definitionerne.

Shapley-vardien er en unik fordelingsregel forstaet pa den made, at ingen anden fordelingsregel

bade kan opfylde effektivitet, symmetri, nul-agent egenskaben og additivitet for alle spil. Yderligere

kan nul-agent egenskaben og additivitet samlet erstattes af marginalitet, hvorved Shapley-veerdien

ogsa kan karakteriseres med at vare unik pa en anden made, da ingen anden fordelingsregel bade

kan opfylde effektivitet, symmetri og marginalitet; her fokuseres der dog kun pa den fgrstnazvnte

made at veere unik pa.
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Teorem 4.6

Shapley-vardien er den eneste fordelingsregel med en entydig lgsning, der opfylder

egenskaberne effektivitet, symmetri, nul-agent egenskaben og additivitet.
Bevis: Farst defineres et spil, (N, uT(S)) til at have fglgende verdier,

(1 hvisTCS S
ur($) = {0 ellers
hvor T,S € N, og hvor T # @. | dette spil siges S at veere en vinder-koalition, hvis
T € S. Under generelle definitioner i afsnit 2 blev det konstateret, at et spil har
2™ — 1 koalitioner, s& det ma betyde, at dette spils vardisat, ur ,(S), kan skrives pa
2" — 1 forskellige mader, hvor disse veerdiset kan betragtes som vektorer med

2™ — 1 dimensioner. Hvis disse vektorer er uafhengige, ma det betyde, at ethvert spil,
(N, c) eller (N,v), ma veere en linearkombination af (N, uT,(S)), som kan veere af

stor hjeelp, som det efterfglgende skal vise sig.

Lad (ar)ren =g Veere reelle tal, som ikke alle er lig nul, og lad 7 ={T € N, T #
@, ar + 0} veere settet af koalitionerne, T, vis veerdiset multipliceres med den
tilhgrende koefficient a;, hvor en koalition S, € T defineres som veerende en

koalition med faerrest antal agenter blandt alle koalitionerne i 7.

Med S, defineret kan N deles op i tre mindre maengder: T € S,, T =S, 09 T £ S, 00
derfor kan en linearkombination af (N,ur(S,)) med de tilhgrende koefficienter

skrives som

Z ar ur,(So) = Z arur(So) + as,us, (So) + Z ar ur(So)

TSN, T+ TcSy, T+ TZSy

For det farste led pa hgjre side af lighedstegnet ses det, at der summeres over
mangden, T c S,, men da der netop ikke findes koalitioner med feerre agenter end S,

som samtidig har a; # 0, sa ma dette led vare lig nul.

Det tredje led er for meengden, T & S, og fra definitionen af spillet, (N, uT(S)), hvor

S =S,, ses det at ogsa dette led ma veere lig nul.
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Fra spillets definition er ug, (S,) = 1, sé tilbage er der

Z ar uT,(SO) = Ug,
TSN, T#0
Da S, €T, mad as, # 0. Dette md altsd betyde, at ingen linearkombination,
Yrentp @7 Ut (So), kan sattes lig nul, hvilket kun kunne vere tilfaeldet, hvis
linearkombinationen var lineer afhaengig; heraf kan vi konkludere, at da
Yren =0 @r Ur (So) er lineer uathaengig med lige s& mange dimensioner som ethvert

spil, (N, c) eller (N,v), ma disse kunne skrives som linearkombinationer af spillet,

(N, ur(S)).
Koefficienterne, a;, kan implementeres direkte i spillet ved at definere det som

hvisT € S

a
ura(S) = {0 ellers

hvilket ikke vil &ndre noget.

Pointen med dette spil kommer af at definere en ligeledes simpel fordelingsregel

a

esna )= hvisi €T
[N ura) = {6 ellers

hvor |T| = t. Det ses, at ¢p™* ma vere effektiv, da det altid vil veere tilfeldet, at

urq(N) = aog ¢*"* = Yer ¢iesna(N: uT,a) = ZieT% =a.

Da alle koalitioner, S € N, i (N,ur,) kan deles op, som tidligere vist, ses det, at
disse ma vaere symmetriske, da der for T c S gelder, at u;4(S) =a og for T £ S
geelder, at ur ,(S) = 0. Daagenterne i S\ T, for T c S, alle bliver tildelt nul, og alle

agenterne i S, for T & S, ogsa bliver tildelt nul, ma ¢¢5™® vaere symmetrisk.

Det ma samtidig geelde, at da alle agenterne i S\ T,for T c S,0gi S, for T ¢ S, har
marginalbidrag lig nul, og de samtidig intet bliver tildelt, som det netop er blevet

konstateret, sa opfylder ¢¢5™* ogsa nul-agent egenskaben.
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Trivielt opfylder ¢®"¢ ogsa additivitet, og da alle spil er linearkombinationer af
(N,ur,), ma disse egenskaber ogsa holde for alle spil og altsa ikke kun en speciel
klasse af spil. &2 er altsd defineret omvendt forstaet pa den made, at &4 er
defineret til at have disse egenskaber ud fra (N, um). En fordelingsregel med disse
egenskaber vil derfor fordele udelukkende som ¢¢5™%, og da det er bevist, at Shapley-
vaerdien opfylder disse egenskaber, ma ¢©™® og Shapley-vaerdien vere identiske.
Dette ma betyde, at alle fordelingsregler, som opfylder effektivitet, symmetri, nul-
agent egenskaben og additivitet, er identisk med Shapley-veerdien, hvilket reelt gar

den unik.

Den alternative fordelingsregel

Da min idé til den alternative fordelingsregel udsprang af min kritik af Shapley-veerdien, finder jeg

det mest relevant at teste de fire egenskaber, som ovenover er bevist til at gare Shapley-veerdien

unik. Ergo vil der i det fglgende blive testet for, om den alternative fordelingsregel er effektiv og

symmetrisk, og om den opfylder nul-agent egenskaben og additivitet.

Effektivitet

Teorem 4.7

Den alternative fordelingsregel opfylder effektivitet.

Bevis: Det fremgar trivielt direkte fra definitionen af den alternative fordelingsregel,
definition 3.5.1 og 3.5.2, at teorem 4.7 er sand, da hver agent i € N i eksempelvis et

overskudsspil bliver tildelt

m-1 k

b!
J’{m = z (Vk — Vg+1) —lbk
= ZjeN j

Da
b
1
IEN ZjEN bf
sa ma
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k
z}’Alt Z (Vk — Via1) - s Ik z (Vi —Vis1) 1
ieEN Z]EN b; =1

og da [vy, vi44] er disjunkte intervaller, som udger hele intervallet [0, v(N)], sa

Z}’Alt Z (Vk — V1) = v(N)

iEN

hvilket beviser teorem 4.4.
Symmetri

Teorem 4.5

Den alternative fordelingsregel opfylder symmetri.

Bevis: Hvis den alternative fordelingsregel opfylder symmetri, ma der, i tilfeldet af et

overskudsspil, gelde, at
Kk m—1 bk

.
b l

= > (v~ )-—l=2<vk—vk ) =y

kz " Tjenbf & T Sjenbf !

Den eneste forskel pa hgjre og venstre side af den midterste ligning er by og b¥, som
er antallene af marginalbidragene for agent [ og i. Da marginalbidragene er ens for
to symmetriske agenter, b¥ = b¥, er det derved bevist, at den alternative

fordelingsregel opfylder symmetri.
Nul-agent egenskaben

Teorem 4.6

Den alternative fordelingsregel opfylder nul-agent egenskaben.

Bevis: Da bY, som er antallene af marginalbidrag, hvori intervallet, [vy, vy4,] for
agent i, indgar i, ma veere lig nul for alle nul-agenter, ma der for alle nul-agenter

galde, at
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m-—1 bk m—1 0
Y=Y = Vhar) o= ) Wk~ Vi)
k=1 JEN ] k=1 JEN ]
=y{=0

som beviser teorem 4.6.

Additivitet
Om den alternative fordelingsregel er additiv vil blive undersggt via et eksempel, hvor to spil bliver

lagt sammen.

Eksempel 4.1

Det farste spil, (N, w), er defineret ved

N={1,23lw(1)=0 w@2)=2 w@B)=1
w(1,2) =3 w(1,3) =1 w(2,3) =4 w(1,2,3) =5

hvor det fglgende viser, hvordan den alternative fordelingsregel vil fordele (N, w).

Interval | Antal sgjler | Overskud | Intervalopdeling {1} {2} {3}

5-4 3 1 1/ Ix1ox1l1x1/3x1 | 1x1/3x1

4-3 4 1 1, 1x1/,x0|1x1/,x2[1x1/,x2

3-2 5 1 L Ix1ex11x1/ex3|1x1/cx1

2-1 4 1 1, 1x1/,x01x1/,x4|1x1/,x0

1-0 4 1 L 1x1/yxo01xl/,x2|1x1/,x2
16/30 88/30 46/30

Det andet spil, (N, u), er defineret ved

N ={1,2,3}

u(1,2) =u(1,3) =u(2,3) =5

u(l) =u2) =u3) =2

u(1,2,3) =8

hvor det falgende viser, hvordan den alternative fordelingsregel vil fordele (N, u).
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Interval | Antal sgjler | Overskud | Intervalopdeling {1} {2} {3}
8-5 3 1 L 3x1/ax1|3x1/3x1|3x1/3x1
5-2 6 1 1 3x1/ex2|3x1/ x2|3x1/ x2
20 3 1 L 2xlox1|2x1/ax1|2x1/3x1
80/30 80/30 80/30

Adderes (N,w) og (N, u), bliver det summerede spil, (N, wu),

N={1,2,3}wu(l) =2 wu)=4 wu@B)=3 wu(1,2) =8

wu(l,3) =6 wu(2,3) =9 wu(l,2,3) =13

hvor det fglgende viser, hvordan den alternative fordelingsregel vil fordele (N, wu).
Interval | Antal sgjler | Overskud | Intervalopdeling {1} {2} {3}
13-9 3 4 1/ axlox1|axtfox1|axl/yx1
9-8 4 1 1, 1x1/,x0|1x1/,x2[1x1/,x2
8-6 5 2 1/ 2xtexa|2xt/fex3|2xl/fex1
6-4 6 2 1/ 2xt/ex1|2x1/gx1|2xl/ x1
4-3 5 1 e 1x1fex1{1xl/fex3|1x1/cx1
32 4 1 1, 1x1/,xo01xl/,x2|1x1/,x2
20 3 2 Li 2xlox1|2xlfox1|2xl/yx1

98 164 128
/30 /30 /30
Adderes ¢ (N, w) og ¢ (N, u) fas th + % % *3 % 9

46 80
30 30

alternative fordellngsregel ikke er additiv — for alle spil.

126

, hvilket ikke giver ¢p**(N,wu), hvorved det ma konstateres, at den

At den alternative

fordelingsregel ikke er additiv stemmer overens med, at Shapley-vaerdien er unik, da

den alternative fordelingsregel, med egenskaben additivitet, ville have veeret identisk

med Shapley-vaerdien, hvilket den, ud fra dens definition, tydeligvis ikke er.
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Afsnit 5

Kapitel 8 — Afsluttende bemarkninger

Dette afsluttende kapitel omhandler den vel nok mest ukendte faktor i denne afhandling — den
alternative fordelingsregel. Det blev konstateret, at den med rette ikke opfyldte de samme
egenskaber som Shapley-vaerdien, men det kunne netop have veret naeste skridt at udforske den

alternative fordelingsregel til bunds, hvad angar de forskellige klasser af spil.

Samtlige egenskaber kunne ogsa testes pa den alternative fordelingsregel, for det skal siges, at den

egenskab, at vere unik, kunne veere spaendende at forfalge, nar man selv er kommet pa idéen.

Egenskaben additivitet fandt jeg ogsa interessant, da dette var den eneste af de fire egenskaber, som
ger Shapley-veerdien unik, som den alternative fordelingsregel ikke kunne opfylde. Dette ledte mig
til at teenke over fordelingsreglens definition, som resulterer i, at det mindste marginalbidrag til den
tomme maengde altid vil blive fordelt ligeligt blandt agenterne i spillet. For en fordelingsregel som
fordeler efter alle marginalbidragene, hvad angar resten af veardien af storkoalitionen, teenkte jeg at

dette kunne veere dens Akilleshel, hvilket der muligvis er rad for.

Jeg opfatter udregningsmetoden af den alternative fordelingsregel som relativ nem, selvom den
sikkert vil forekomme besveerlig i store spil, men det kunne dog vere interessant at se naermere pa
mulighederne for fordelingen af verdien af det mindste marginale bidrag til den tomme mangde.
At denne mangde bliver fordelt ligeligt er nemlig ikke et definitionskrav — denne mangde kan
opfattes som et simpelt allokeringsspil, dvs. et spil hvor spillerne ikke indgar i koalitioner, hvilket
kan lede til flere allokeringsregler for denne veerdi.

Sagt i forsvar for bade den alternative fordelingsregel og for Shapley-verdien vil marginalbidragene
til den tomme mangde, alt andet lige, blive relativt mindre og mindre for spil med flere og flere

agenter.

Jeg matte dog tjekke eksempel 4.1 for tilfeeldet, hvor marginalbidragene til den tomme mangde alle

er nul.
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Afsnit 5

Kapitel 8 — Afsluttende bemarkninger

Den alternative fordelingsregel

Eksempel 5.1

Copenhagen
Business School

HANDELSHB|SKOLEN

Det farste spil, (N, w), er defineret ved

N={1,23}w(l)=w2)=w(B3)=0

w(1,2) =3 w(1,3) =1 w(2,3) =4 w(1,2,3) =5

hvor det fglgende viser, hvordan den alternative fordelingsregel vil fordele (N, w).

Interval | Antal sgjler | Overskud | Intervalopdeling {1} {2} {3}
5-4 3 1 L 1x1ox11x1/3x1 | 1x1/3%x1
4-3 4 1 174 1x1/,x0|1x1/,x2[1x1/,x2
31 5 2 /e 2x1/ex1|2xl/ex3|2x1/cx1
1-0 6 1 1 1x1/px21x1/ x2|1x1/ x2
32/30 71/30 47/30
Det andet spil, (N, u), er defineret ved
N ={1,2,3} u)=u@)=u@B)=0
u(1,2) =u(1,3) =u(2,3) =5 u(1,2,3) =8
hvor det fglgende viser, hvordan den alternative fordelingsregel vil fordele (N, u).
Interval | Antal sgjler | Overskud | Intervalopdeling {1} {2} {3}
8-5 3 3 1/ 3x1ax1|3x1/3x1|3x1/ax1
5-0 6 5 e sx1l/ex2|5x1/ x2|5x1/ x2
80/30 80/30 80/30
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Adderes (N,w) og (N, u), bliver det summerede spil, (N, wu),

N ={1,2,3}wu(1l) =wu(2) =wu(3) =0
wu(1,3) =6 wu(2,3) =9

wu(1,2) =8
wu(1,2,3) =13

hvor det fglgende viser, hvordan den alternative fordelingsregel vil fordele (N, wu).

Interval | Antal sgjler | Overskud | Intervalopdeling {1} {2} {3}
139 3 4 /s axliox1|axl/fox1|axl/yx1
9-8 4 1 1, 1x1/yxol1xl/,x2|1x1/,x2
8-6 5 2 /e 2x1/ex1|2xl/ex3|2x1/cx1
6-0 6 6 A 6x1/gx2|6x1/ x2|6x1/ x2
112/30 151/30 127/30

Adderes ¢t (N, w) og ¢t (N, u) fas hhv.

32 80 112
30 30 30
71 N 80 151
30 30 30
47 80 127
30 30 30

hvilket jo passer fint med ¢ (N, wu). Tilbage er der bare, at det skal bevises, at den
alternative fordelingsregel er additiv i klassen af spil, hvor alle marginalbidrag til den

tomme mangde er lig nul.
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