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Executive summary 
This thesis examines the validity of the assumptions in the original 1973 Black Scholes framework and 

subsequently builds upon them through analyses of both the Heston and Heston-Nandi model. The original 

framework assumed that the returns of an underlying asset were lognormally distributed with constant volatility. 

As is easily displayed in this thesis’ first section, this is clearly not the case when looking at empirical returns of 

the S&P 500 index. The empirical returns distribution exhibits, amongst other things, fatter tails along with a 

higher level of kurtosis, than what should be expected from a theoretical lognormal distribution. In addition, I 

found that options traded on the S&P 500 exhibits the well-known volatility smile.  

To address the issues found when examining the implicit volatility of traded options, I introduce the 1993 Heston 

model. By analyzing and examining its added parameters, I find that it is useful in correcting the observed 

volatility smile. Furthermore, to add to the findings of the empirical returns found in the first section, I also apply 

the Heston-Nandi model and combine it with a thorough analyses of the GARCH component. The GARCH 

component proves useful in forecasting volatility upwards of 30 trading days into the future.  

At last I perform an empirical comparison of the 3 models ability to price options traded in the market. In order 

to perform this comparison, I initially calibrate the parameters in the Heston and Heston-Nandi model through 

application of the Nelder-Mead algorithm.  

Due to the GARCH models ability to forecast volatility realistically upwards of 30 days, the Heston-Nandi 

model outperforms the two other models, when comparing option pricing performance in the short term. Moving 

to the medium and long-term horizon, the Heston model dominates and becomes the prevailing option pricing 

model. In order to solidify my conclusions, I round with analysis of the 3 models’ ability to delta hedge options 

over a short, medium and long-term period into the future. Again, both the Heston and Heston-Nandi model 

seem to outperform the classic Black Scholes model. My conclusion is that both models serve as an 

improvement to the original Black Scholes model.   
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Indledning 
Optioner har igennem mange år spillet en væsentlig rolle i de finansielle markeder. Årsagen hertil er, at en 

option er en finansiel kontrakt, hvis værdi er bestemt af udviklingen på et sekundært, underliggende aktiv. En 

sådan kontrakt har mange mulige anvendelser. Heriblandt at afdække risiko for en virksomheds kerneprodukt, 

eller virke som et muligt gearingsmiddel for en spekulant, der ønsker en fremtidig gevinst.  

Op til starten af halvfjerdserne var der ikke en fuldstændig fælles enighed om hvordan en Europæisk 

optionskontrakt skulle prisfastsættes. Det var først da Fisher Black og Myron Scholes i 1973 publicerede deres 

artikel ”The Pricing of Options and Corporate Liabilities” (Black & Fisher, 1973), at aktørerne i de finansielle 

markeder nåede til en konsensus om den korrekte metode. Formlen blev kaldt Black Scholes formlen, og er 

stadig i dag en af de hyppigst anvendte modeller til at prisfastsætte optioner. Modellen har den fordel at den er 

simpel at benytte, og at den kun har en enkelt eksogen parameter, der kræver estimering; volatiliteten på det 

underliggende aktiv.  

Selvom modellen er simpel bærer den dog også på en række restriktive antagelser, der selvom den muliggør 

simplicitet, også rejser en række problemstillinger, når den skal anvendes i den virkelige verden. For at nævnte et 

par, er fx antagelsen om den konstante volatilitet, risikofrie rente, samt at kursen på det underliggende aktiv er 

lognormalfordelt under hele optionens løbetid.  

Antagelsen om den konstante volatilitet var tvivlsom, selv for modellens opfindere, Fischer og Myron. Det var 

dog først efter børskrakket i 1987, at markedspriserne (og dermed den implicitte volatilitet) begyndte at opføre 

sig væsentlig anderledes, end hvad man havde forventet efter den oprindelige Black Scholes teori. Børskrakket 

førte til opstandelsen af mønster i den implicitte volatilitet1, der senere hen skulle blive beskrevet som volatilitets 

smilet. Det såkaldte volatilitets smil findes ved at plotte den implicitte volatilitet som funktion af en options 

strike kurs. Mønsteret viste en klar sammenhæng. For optioner med lav strikekurs, dvs. såkaldte in the money 

(ITM) optioner, var den implicitte volatilitet højere end for optioner med strike omkring den nuværende kurs 

(ATM). For optioner, der lå out of the money (OTM), var den implicitte volatilitet igen højere end for ATM 

optioner. Smilet blev oprindeligt dokumenteret i optionsmarkedet for fremmed valuta, og har sidenhen vist sig at 

antage lidt andre former på fx aktiemarkedet, hvor smilet antager form efter et skew. Et skew er her kendetegnet 

ved, implicit volatilitet er gradvist faldende med en forøgelse i den gældende strike kurs.  

Skulle den oprindelige Black Scholes teori holde stik, burde man i virkeligheden ikke være i stand til at finde 

noget mønster i den implicitte volatilitet – man burde observere en flad linje. En af de primære årsager til 

opstandelsen af volatilitets smilet var, at de finansielle markeder blev mere volatile. Dermed øgedes 

sandsynligheden for mere ”ekstreme” udfald i slutkurserne for det underliggende aktiv. De mere volatile 

markeder har sidenhen resulteret i, at den empiriske lognormalfordeling har besiddet federe haler og højere 

topstejlhed, end hvad man kunne forvente af en teoretisk lognormalfordeling.  

Siden børskrakket har et næsten utal af forfattere forsøgt sig med løsningsforslag, der skulle tage hånd om de nye 

karakteristika for den empiriske lognormalfordeling. Langt de fleste forslag har behandlet den eksogene 

parameter, volatiliteten. I flere af de efterfølgende løsningsforslag er det forsøgt at gøre volatiliteten stokastisk, 

                                                      
1 Den implicitte volatilitet er det niveau for volatilitet, der når indsat i Black-Scholes formlen giver den samme pris, som 

den der er observeret i markedet, forudsat at alle andre modelparametre stemmer overens med hinanden.  
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mens andre har forsøgt at komplicere problemet yderligere ved at tillade jumps (såkaldte ”skift/hop”) i 

volatiliteten.  

Fælles for mange af de nye løsningsforslag var, at de ikke gav en lukket formel for prisfastsætningen af optioner, 

som den oprindelige Black Scholes model, apropos dens vedholdende popularitet.  

Først da Steven L. Heston publicerede sin originale artikel ”A Closed-Form Solution for Options with Stochastic 

Volatility with Applications to Bond and Currency Options” tilbage I 1993, blev der general enighed om, at der 

nu var fundet et fornuftigt alternativ til den oprindelige Black Scholes model. Papiret skulle senere danne 

grundlag for hvad, der senere blev kendt som Heston modellen. Heston modellen havde den store fordel, at den 

fremsatte et lukket formeludtryk for prisen på den Europæiske call option, og hvor volatiliteten samtidigt fulgte 

en stokastisk proces. Siden den oprindelige introduktion af modellen, er der introduceret modeller, der bl.a. også 

tillader spring i volatiliteten, m.m.  

Senere, i år 2000, publicerede Steven L. Heston i samarbejde med Saikat Nandi endnu en banebrydende artikel 

ved navn ”A Closed-Form GARCH Option Pricing Model” (Heston & Nandi, 2000). Denne model havde 

yderligere den fordel, at volatiliteten blev behandlet fremadrettet med mulighed for at forecaste det fremtidige 

volatilitetsniveau vha. den i forvejen anerkendte statistiske forecastmodel, GARCH.  

Selvom at der i dag er præsenteret og fremlagt en lang række modeller, er der ikke en fuldstændig udbredt 

konsensus om hvilken model, der er den rigtige at anvende. En af de primære årsager til dette er nok, at de nye 

modellers effektivitet nok i højere grad afhænger af den tilgængelige data.  

Formålet i specialet bliver derfor, at behandle de to Heston modeller til at udlede og fremsætte et mere realistisk 

bud på en virkelighedsnær modellering. Herunder vil fokus også være på modellernes praktiske egenskaber til 

modellering af de vanskeligheder, som ’moderne’ finansielle data har vist sig at rejse.  
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Problemformulering 
Estimation af optionspriser og forecast af volatilitet med udgangspunkt i Black Scholes opsætningen udgør fokus 

i denne afhandling. Formålet vil være at undersøge empiriske udvidelser til den oprindelige BS teori. Her er 

valget faldet på to modeller. 1) Den oprindelige Heston model fra 1993 og i forlængelse herved dens udvidelse 

fra år 2000; 2) Heston-Nandi GARCH modellen. Med disse to udvidede modeller in mente, formuleres den 

overordnede problemformulering til spørgsmålet 

”Hvilke fordele og ulemper opnås ved anvendelse af de to Heston udvidelser  

til det oprindelige Black Scholes setup, under prisfastsætningen af optioner?” 

Hvor den oprindelige Heston model kan siges at være bagudrettet, er Heston-Nandi modellen fremadrettet, i det 

den indarbejder et volatilitetsforecast for det underliggende aktiv. Ved at tage udgangspunkt i to modeller, hvis 

udgangspunkt afviger forholdsvist, opnås en dybere indsigt i optionsteorien og de medvirkende faktorer for 

prisfastsætningen, end ellers.  

Det er efterhånden velkendt, at antagelserne som det oprindelige Black Scholes setup byggede på, ikke holder i 

praksis. Den første sektion i afhandlingen vil derfor undersøge hvilke egenskaber finansielle data faktisk har, og 

hvilke konsekvenser det medfører, at de oprindelige BS-antagelser ikke blev modelleret herefter. Behandlingen 

af emnet og problemstillingen udgør 1. sektion af specialet, hvor det er valgt at undersøge følgende spørgsmål  

• I hvilken grad afspejler de teoretiske antagelser om afkastet og dets bevægelser de empiriske 

afkastforhold? 

For at undersøge problemstillingen indledes med en kort introduktion af den oprindelige BS teori efterfulgt af en 

redegørelse for de empiriske afkast. Teorien og antagelserne i den oprindelige BS teori vil allerede blive sat på 

prøve i 1. sektion, og resultaterne herom vil danne udgangspunktet for de efterfølgende modeludvidelser. For at 

skabe kontinuitet efterstræbes der i de efterfølgende introducerede modeller en løbende reference og 

perspektivering tilbage til resultaterne opnået i 1. sektion.  

2. sektion tager udgangspunkt i egentlige modeludvidelser, hvis begrundelse for deres anvendelse, blandt andet, 

kan refereres tilbage til de delanalyser, der foretages i 1. sektion. I 1. sektion er fokus på antagelserne om 

aktivets volatilitet, der som det vil vise sig, besidder en række særkarakteristika. For at undersøge hvorvidt 

modeludvidelserne kan korrigere for de resultater, der findes om finansielle data i 1. sektion undersøges følgende 

problemstillinger  

• Hvor effektiv er GARCH (1,1) modellen til at tage højde for de empiriske afkastforhold, samt forecaste 

volatilitet herefter? 

• Hvilke muligheder giver Heston modellens parametre for at imødekomme de vanskeligheder, som de 

empiriske afkastforhold rejser? 

Fokus i 2. sektion vil være på at teste, afprøve og analysere modellernes egenskaber for dermed at afdække deres 

bidrag til den oprindelige optionsteori. Følgelig vil resultaterne være med reference til de konklusioner, der 

fremsættes i 1. sektion. Med udgangspunkt i teorien fremsat i 2. sektion opbygges den tredje og sidste sektion.  

3. sektion vil benytte Heston og Heston-Nandi GARCH til at afprøve deres evner til at prisfastsætte empirisk. 

Fokus i denne sektion vil være på at prisfastsætte optioner handlet i markedet og derigennem sammenligne deres 
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evner ift. den oprindelige Black Scholes model. Derudover vil der også blive gennemført en analyse af de 3 

modellers evne til at delta hedge handlede optioner. Delta hedging er en typisk nødvendig handling for en 

finansiel institution, der ønsker at afdække sine risici, og det er dermed også interessant at analysere modellernes 

evner i denne sammenhæng.  

For at få et indblik i Heston samt Heston-Nandi modellens bidrag i et prisfastsætningsperspektiv, der om end 

andet nok er den vigtigste betragtning, tages der udgangspunkt i følgende spørgsmål 

• Hvordan performer Black Scholes, Heston og Heston-Nandi modellen ift. markedspriserne, når de 

benyttes til at prisfastsætte optioner med forskellige løbetider? 

• Hvordan performer de 3 modeller i delta hedging perspektiv, når der delta hedges på optioner over 

forskellige løbetider? 

Med ovenstående problemformulering er det således søgt, at nå rundt omkring alle modellernes teoretiske 

bidrag.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 



Casper Ehlers  15/01-2018 

En empirisk analyse af Heston og Heston-Nandi  

modellen som udvidelse til Black Scholes 

10 

 

Afgrænsning 
Undersøgelsen koncentrerer sig omkring optioner solgt på det amerikanske S&P 500 indeks. Det antages at 

denne i sandheden følger en stokastisk proces for både prisudvikling og varians. En videre komplicering af 

setuppet ville være at inddrage muligheden for jumps i volatiliteten. Selvom dette vil gøre opsætningen endnu 

mere realistisk, peger de empiriske undersøgelser på, at sådanne egenskaber ikke tilfører væsentlig øget 

forklaringsgrad, når man allerede har inkorporeret muligheden for at volatilitet kan følge en stokastisk proces 

(Bakshi, Cao og Chen, 1997). For læseren interesseret i stokastiske volatilitets modeller med jumps, henvises 

derfor i stedet til Cont og Tankov (2004).  

Det forventes at læseren er bekendt med det generelle Black Scholes setup, da der kun vil blive givet en 

overfladisk gennemgang af de vigtigste parametre. Desuden arbejdes der udelukkende med Europæiske optioner. 

Uanset om der derfor analyseres på call eller put optioner, vil resultaterne derfor være anvendelige ved 

anvendelse af put call pariteten.  
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Metodeafsnit 
Data 

S&P500: Igennem hele opgaven benyttes det amerikanske S&P 500 indeks til at foretage beregninger og teste 

modellernes egenskaber på. Den primære årsag til anvendelsen af et indeks skal ganske enkelt findes i dets 

likviditet. Mindre handlede aktier vil have en lavere handelsvolumen, hvilket vil medføre tvetydige resultater, da 

det er usikkert om det er enten en likviditets- eller en volatilitetseffekt, der er skyld udsvingene i optionsprisen.  

Daglige afkast og justerede lukkekurser: Den benyttede afkastserie er, hvis ikke andet nævnes, daglige afkast på 

S&P 500 hvor lukkekurserne er justerede, dvs. dividende udbetalinger er inkorporeret i indeks prisen. Uden 

inklusion af dividende betalinger, ville den modellerede volatilitet være overvurderet, da den ville medregne 

kursudsving som følge af ikke-cash flow påvirkende transaktioner.  

Tidshorisont: Der benyttes data fra perioden 1. januar 2000 til og med 1 januar 2017. Årsagen hertil skal findes i, 

at her både er perioder med høj volatilitet under finanskrisen, og umiddelbart stabil volatilitet før og efter 

finanskrisen igen. Det er da interessant at se hvor effektiv GARCH (1,1) modellen er til indarbejde skift i 

volatilitetsniveau.  

Optioner: Der benyttes følgelig også optioner, som handles på S&P 500 indekset. Der er derfor tale om ’ægte’ 

markedsdata, der er hentet fra en Bloomberg terminal, hvilket også vil gøre resultaterne anvendelige i den 

virkelige verden.  

Transformerede afkast: Igennem hele analysesektionen og beregningerne, vil der blive benyttet transformerede 

afkast, dvs. logaritmen til afkast.  

Software: Der benyttes forskellige softwarepakker til at foretage flere af de beregningstunge analyser. 

Delanalyserne i 1. sektion producers primært vha. Excel og til tider VBA, når det er muligt. For at foretage flere 

af 2. sektions volatilitetsforecast, er det besluttet at benytte open source-værktøjet R. Programmet er yderst 

nyttigt og VBA langt overlegent i beregningstid, når der ønskes at foretages længere volatilitets forecasts, som 

det ses i 2. sektion.  

Analyserne i 3. sektion bærer præg af VBA funktioner og koderne hertil fremgår af de vedlagte bilag. Koderne 

er enten skrevet med inspiration fra nettet på eksempelvis stackoverflow.com, følgelig med læst korrektur og 

test, eller skrevet med inspiration fra andre lærerbøger på området.  
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1. Black Scholes teorien 
Black-Scholes formlen for beregning af prisen på en Europæisk call option, C og put option P, er givet ved 

henholdsvis 

 C = S0N(d1) − Ke−rTN(d2) og (1) 

 P = Ke−rTN(−d2) − S0N(−d1) (2) 

 

Desuden er d1 og d2 i formel 1 og 2 givet som 

 

d1 =
ln (

S0
K

) + (r +
σ2

2
) T

σ√T
 

 

(3) 

 

 

d2 =
ln (

S0
K

) + (r −
σ2

2
) T

σ√T
= d1 − σ√T 

 

(4) 

Hvor 

S0 = Aktivets pris i dag 

K = Optionens specifikke exercise kurs på tidspunkt T  

r = Den risikofri rente  

T = Tiden fra i dag, målt i år, til optionens udløbstidspunkt 

N = Normalfordelingen af d1 og d2 

σ = Volatiliteten på aktivet, S 

(Hull, 2012). 

For den almene læser, der ikke er indviet i optionsteori, giver ovenstående formler ikke nødvendigvis intuitiv 

mening. Der gives derfor en kort forklaring på komponenterne af de væsentligste delementer.   

Det første led i prisen på en Europæisk call option, S0N(d1), er et udtryk for den nuværende aktiekurs vægtet 

med en sandsynlighed for dets udfald. Det er med andre ord, hvad man vil modtage som ejer af optionen.  

Det andet led, Ke−rTN(d2), er strike kursen tilbagediskonteret ved den risikofri rente, igen ganget med 

sandsynligheden for dets udfald. Det er derfor et udtryk for, hvad man betaler, hvis man som nuværende ejer 

ønsker at indløse optionen hos den oprindelige ejer, dvs. sælgeren.   

Forskellen imellem de to led er derfor et udtryk for den sandsynlighed man tillægger, at optionen vil handle til en 

præmie (forstået som forskellen imellem de to) over dets sandsynlighedsvægtede strike sats. For at forstå hvad 

der påvirker sandsynlighederne, og forskellene imellem, er det nødvendigt at dykke lidt ned i baggrunden for d1 

og d2. 

Fra formlerne for d1 og d2 ses det, at desto højere kursen på aktivet er, relativt til kursen på dets strike, desto 

større er både d1 og d2, hvilket igen resulterer i en højere sandsynlighed for indløsning af den Europæiske call 

option. Da værdien af call optionen er begrænset til værdier større end 0, eftersom at man som investor aldrig vil 
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skulle betale for en evt. negativ indre værdi af call optionen, kan den minimale værdi af den Europæiske call 

option udtrykkes som 

 S0N(d1) − Ke−rTN(d2) ≥ 0 (5) 

  

Fordi den Europæiske call option ikke kan antage negative værdier har volatiliteten en udelukkende positiv 

indflydelse på dets værdi. Desto højere volatilitet, desto større værdi vil optionen derfor have, alt andet lige. Da 

volatilitet ikke er givet eksogent, og da den spiller en så afgørende rolle i prisfastsætningen af optioner, vil jeg nu 

gennemgå hvordan det oprindelige BS setup tænkte at behandle den nok vigtigste input parameter i den originale 

Black Scholes formel.  

1.1 Volatilitet under Black Scholes 

Volatilitet beregnes under det originale setup som et simpelt historisk gennemsnit. Det vil sige ved følgende 

fremgangsmåde, hvor Si er en aktiekurs.  

n + 1: Antal af observationer 

Si: Aktiekurs ved slutningen af interval i, med i = 0,1, … , n 

τ: Længden på hvert enkelt tidsinterval målt i antal år 

Og 

 
ui = ln (

Si

Si−1
) 

(6) 

 

For i = 1,2, … , n 

Målet for standardafvigelsen af ui er nu derfor givet ved 

 

s = √
1

n − 1
∑(ui − u)2

n

i=1

 

 

(7) 

 

Hvor 

u er gennemsnittet af stikprøven ui. Til sidst kan σ beregnes ved at benytte standardafvigelsen og det førnævnte 

tidsinterval i antal år ud den følgende formel 8 

 σ̂ =
s

√τ
 (8) 

 

Det er således nu tydeligt, at volatiliteten er et simpelt udtryk for den historiske volatilitet estimeret ud fra 

observeret markedsdata på det underliggende aktiv. Begrundelsen for denne simple modellering skal findes i den 

geometriske brownske bevægelse, som BS-modellen gør sig omkring aktiekursernes udvikling og dermed også 

dets volatilitet. Da bevægelsen spiller en afgørende rolle for modelleringen af aktivets kursudvikling og dermed 

også dets volatilitet, vil virkningen af antagelsen nu blive diskuteret.   
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1.1.1 Den Geometriske Brownske bevægelse 

I Black Scholes teorien benyttes en geometrisk brownsk bevægelse til at beskrive udviklingen i aktivpriser, St, 

over tid. Den geometriske tilføjelse er et udtryk for, at aktiekursen ikke vil kunne antage negative værdier.  

Processen er defineret som: 

 dSt = μStdt + σStdWt (9) 

hvor 

μ = en procentvis driftsrate  

σ = en procentvis volatilitet  

St = aktiekursen på tidspunkt t 

Wt = en Brownsk bevægelse 

S er således aktiekursen og μ er en forventning om et (konstant) afkast observeret ud fra volatiliteten, σ på det 

underliggende aktiv. Da både μ og σ modelleres som konstante parametre, indebærer det, at både afkast og risiko 

forventes at følge en konstant udvikling over tid.  

For at en GBM kan siges at være effektiv, kræves det ifølge Sengupta (2004), at 

• Virksomheden er en going-concern og at dets aktiekurser er kontinuerte i tid og værdi. 

• Aktiekurser følger en Markov process, der indebærer, at kun den nuværende aktiekurs er relevant for 

forudsigelsen om den fremtidige kursværdi. 

• Det proportionelle afkast på en aktie er lognormal fordelt. 

• Det kontinuerte afkast for en aktie er normalfordelt. 

Markov antagelsen er i denne sammenhæng særdeles vigtig. I sin egen betydning er en Markov process, en 

process hvor den forventede udvikling i en given enhed i dag, er uafhængig af enhedens værdi på tidligere, 

historiske tidspunkter. For aktiekurser medfører det, at de lognormalfordelte afkast antages uafhængige af 

hinanden over tid, dvs. der vil ikke være nogen form for historik eller afhængighed at spore i afkast, hverken 

mht. volatilitet eller kursudvikling.  

Med de væsentligste Black Scholes antagelser præsenteret bevæger vi os nu videre til en redegørelse af de 

empiriske forskningsresultater, der foreligger for finansielle data. Disse betegnes også inden for 

finansieringsteorien; ’stylized facts of financial returns’.  

1.2 Stylized facts of financial data 

I korte træk kan de stylized facts beskrives som: 

” General properties that are expected to be present in any set of returns, are called stylized facts” 

(Taylor, 2005) 

Da der er fundet talrige egenskaber for afkastserier fokuseres der her på de tre vigtigste fund, som er bevist 

tilstede i stort set alle afkastserier for finansielle data, inklusiv det amerikanske S&P 500 indeks. De 3 vigtigste 

forskningsresultater for denne afhandling, er fundet til at være følgende:  
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1) Afkastfordelingen er ikke normalfordelt  

2) Der er næsten ingen korrelation imellem afkast på forskellige dage 

3) Der er signifikant autokorrelation imellem afkast, når der måles på de kvadrerede afkast 

Der følger nu en stykvis gennemgang af de 3 stylized facts, som naturligvis også vil blive diskuteret og holdt op 

imod de redegjorte Black Scholes antagelser.  

1.2.1 Afkastfordelingen er ikke normalfordelt 

I BS-modellen antages det at afkastet på det underliggende aktiv er lognormal fordelt. Det er imidlertid bevist, at 

den empiriske afkastfordeling ikke er normalfordelt og i stedet besidder de følgende 3 generelle egenskaber 

(Taylor, 2005): 

• Den er approksimativt symmetrisk 

• Den besidder federe haler, end normalt 

• Den har en større forsamling af observationer omkring gennemsnittet, dvs. topstejlhed 

Når den empiriske lognormalfordeling har federe haler medfører det, at man ved brug af BS-modellen til 

prisfastsætning af optioner, vil have en tendens til at undervurdere sandsynligheden for ekstreme udfald. I 

optionstermer medfører dette, at ”deep in/out of the money” optioner vil have en tendens til at blive prisfastsat 

for billigt, relativt til optioner, der ligger tættere på strike kursen.  

Da den empiriske fordeling også har en større andel af observationer samlet omkring gennemsnittet, er det 

imidlertid tvetydigt om volatiliteten i gennemsnit er under- eller overvurderet, når man benytter en traditionel 

lognormalfordeling til modellering af kursen og volatilitet på et finansielt aktiv.   

Det er naturligvis interessant, at evaluere om disse resultater også afspejles i S&P 500 indekset. Der er derfor 

produceret et normalfordelingsplot i figur 1.1. For at producere lognormal fordelingsplottet er R benyttet. Se 

bilag 1 linje 20-22 for produktion af plottet på næste side.  

Den røde linje svarer til en teoretisk lognormalfordeling, mens den sorte linje viser den sande 

lognormalfordeling for S&P 500 indekset, målt over en 15-årig periode fra 1. januar 2000 til 1. januar 2015. Det 

er ganske tydeligt at den sande lognormalfordeling også her besidder en større topstejlhed og tilhørende fede 

haler, relativt til den teoretiske lognormalfordeling.  

Figur 1.1 
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1.2.2 Ingen autokorrelation i finansielle data 

De empiriske resultater for stylized facts indikerer, at der næsten ingen korrelation er imellem afkast for 

forskellige dage. Resultatet er især interessant, da man som investor ellers ville være i stand til at handle efter 

trends i afkastserien. Man ville med andre ord være i stand til at forudsige den fremtidige udvikling pba. af den 

historiske udvikling i aktiekursen – og der ville være altså tale om et klart brud på den førnævnte Markov-

antagelse.  

Da afhandlingen omhandler volatilitets forecast og prisfastsætning af optioner på det amerikanske S&P 500 

indeks er det imidlertid interessant, at teste om antagelsen er opfyldt for netop denne afkastserie. En simpel 

metode til at verificere antagelsen om ingen autokorrelation, er ved blot at beregne en stikprøvekorrelation på 

afkastet, der her er givet i formeludtryk med lag x: 

 
rx =

∑ (xt − x)(xt+x − x)n−x
t=1

∑ (xt − x)2n−1
t=1

=
ŷx

y0̂
 

(10) 

 

Hvor ŷx derfor er den x’te stikprøve af autokovarians overfor stikprøvevariansen  y0̂. Resultatet af ovenstående 

formel plottes i et korrelogram, der vil afsløre eventuelle mønstre i afkastet på S&P500 indekset ud fra 

beregninger på det daglige logafkast.  

Fremgangsmåden er benyttet på en afkastserie over perioden 8. september 2011 til og med 30. december 2011, 

dvs. 80 lags i alt. Resultatet heraf ses i figur 1.2 på næste side. 

Som det ses i plottet på næste side er der næsten ingen systematisk autokorrelation i afkastserien. Stort set alle 

autokorrelationsestimaterne er lig 0, og den største absolutte værdi måles i perioden til blot -0,12. Det må derfor 

konkluderes, at der ingen signifikant autokorrelation tilstede er i afkastserien på det benyttede S&P 500 indeks. 

De generelle resultater fra de stylized facts om ingen signifikant autokorrelation er derfor også gældende for det i 

afhandlingen benyttede S&P 500 indeks.  

Figur 1.2 
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1.2.3 Autokorrelation for absolutte og kvadrerede afkast 

De empiriske undersøgelser peger ofte imod, at høje absolutte afkast efterfølges af perioder med høje absolutte 

afkast. Set i lyset af forrige konklusion er det ellers fristende også at konkluderede, at afkastserien udviser 

uafhængighed. Det er bare ikke tilfældet, når man anskuer de absolutte og kvadrerede afkast.  

I figur 1.3 er der foretaget en analyse af de lognormalfordelte afkast, målt over tidshorisonten 8. september 2011 

til og med 30. december 2011, på det S&P 500 indekset. 

Figur 1.3 

 

Plottet afslører tydelige mønstre i volatiliteten på logafkast. Volatiliteten samler sig omkring midten af 

tidsperioden, her omkring oktober måned i 2011. Desuden ses der en tendens til at perioder med lav og høj 

volatilitet følger hinanden. Antagelsen om konstant varians over tid er derfor, tydeligvis, ikke opfyldt.  

Denne tidsvariation i volatilitet kan, for samme tidsperiode, igen visualiseres i et korrelogram over 

autokorrelationen på de logaritmiske afkast. For at visualisere tidsafhængigheden i volatilitet benyttes det, at det 

daglige afkast approksimativt er lig 0. Derfor kan der fremsættes et estimat på den ubetingede varians på 

følgende vis 

 
σ̂2 = s2 =

1

n − 1
∑ rt

2

n

t=1

 
 

(11) 

 

(Taylor, 2005) 

Resultatet af estimaterne ses nedenfor i figur 1.4. 
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Figur 1.4 

 

Ovenstående er således et plot af autokorrelationen på de kvadrerede logaritmiske afkast i et korrelogram. Her er 

tegnet på autokorrelation ganske tydeligt. Afhængigheden er stærkt signifikant i starten af den målte tidsperiode 

og aftager langsomt, som antallet af lags tilføres.  

Konklusionen er derfor, at selvom der ikke hersker autokorrelation for de logaritmiske afkast, som konkluderet 

ud fra figur 1.2, så udviser de kvadrerede (dvs. variansen på de) logaritmiske afkast høj autokorrelation, med en 

tilhørende høj grad af vedholdenhed.    

Den i afsnit 1.1.1 omtalte Markov egenskab er derfor ikke opfyldt, når der kan påvises afhængighed i de 

historisk kvadrerede log afkast, som ydermere ser ud til at have en længere vedholdenhed.  

1.2.4 Delkonklusion på de stylized facts 

Black Scholes antagelserne om konstant og uafhængig volatilitet, er i praksis ikke opfyldt på det amerikanske 

S&P 500 indeks, når man arbejder med logaritmiske afkast. Det har vist sig, at der hersker en svag til ingen 

autokorrelation for de logaritmiske afkast, men at de kvadrerede logaritmiske afkast derimod udviste en høj grad 

af autokorrelation samt vedholdenhed. Desuden er der en tendens til at volatilitet antager forskellige niveauer 

under forskellige tidspunkter. Volatilitet er dermed langt fra konstant over tid. Det blev også bevist, at den 

empiriske lognormalfordeling for S&P 500 afkastet besidder langt federe haler og har en højere topstejlhed, 

relativt til den teoretiske lognormalfordeling.  

Efter at have set hvordan log afkast i praksis opfører sig over tid, er det nu interessant også at anskue 

markedsaktørernes vurdering af volatilitet over tid. En sådan vurdering kaldes i optionsteori for beregning af den 

implicitte volatilitet.  

1.3 Implicit volatilitet i markedet 

Som det netop er påvist, er volatilitet i den virkelige verden ikke konstant over tid, men i stedet afhængig af en 

række andre faktorer, så som uforudsete hændelser, hvis effekt er en periode med enten højere eller lavere 

volatilitet end ellers, i de finansielle markeder.   

En indvirkning ved antagelsen om konstant volatilitet er, at volatilitets parameteren i BS setuppet udelukkende er 

afhængig af to faktorer; den historiske volatilitet på det underliggende aktiv, samt optionens tid til udløb. For at 
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give indblik i hvorfor antagelsen er problematisk, sammenlignes det historiske gennemsnit med den implicitte 

volatilitet i markedet.  

1.3.1 Historisk versus implicit volatilitet 

I første omgang beregnes den historiske volatilitet, dvs. vi tager udgangspunkt i Black-Scholes teorien hvor den 

geometriske brownske bevægelse antages at være opfyldt. Den historiske volatilitet vil senere blive 

sammenlignet med den i markedet observerede implicitte volatilitet. Idéen herved er at fremsætte konkret bevis 

på, hvorfor udvidelser til den traditionelle teori er nødvendig, samt at vurdere eventuelle årsager til afvigelser 

imellem de to estimater.  

Tidsperioden er under disse beregninger fastsat til at være perioden fra 1. august 2017 til og med 1. oktober 2017 

– en periode på i alt 43 handelsdage. Indsættes i formel 7 opnås en daglig standard afvigelse på 0,49%. For at 

konvertere denne til en årlig standard afvigelse med 252 handelsdage benyttes blot, at volatilitet i BS-teorien 

forventes konstant over tid, samt at udviklingen kan modelleres efter kvadratroden af tid. Med 252 handelsdage 

på et år, bliver den årlige volatilitet da lig  

σ√∆t = 0,49% ∗ √252 = 7,84% 

Som vi om lidt vil se, er den historiske volatilitet ikke altid et lige godt bud på den fremtidige volatilitet.  

1.3.2 Black Scholes og den implicitte volatilitet 

Den empirisk estimerede volatilitet er i Black Scholes verdenen synonymt med implicit volatilitet. Implicit 

volatilitet, er den volatilitet, der resulterer i den observerede handelspris for en option.  

I stedet for at benytte den historiske volatilitet i markedet, som BS-teorien anbefaler, anskues problemet 

fremadrettet ved at udlede den implicitte volatilitet, dvs. den volatilitet, som når indsat i BS formlen for en 

Europæisk call eller put option, giver samme pris som optionen observeret i markedet. Implicit volatilitet er 

således et udtryk for den gennemsnitlige volatilitet, som markedsaktørerne forventer, at det underliggende aktiv 

vil udvise i perioden frem til optionens udløbstidspunkt. Matematisk kan det formuleres som 

 Cobs(K, T) = CBS(σiv, K, T) (12) 

 

Hvor 

Cobs = Den i markedet observerede handelspris for en option med strike K og tiden T til udløb 

σiv = Den implicitte volatilitet, der gør den teoretiske optionspris lig den observerede handelspris 

I henhold til ovenstående er det nødvendigt, at foretage en mindre omskrivning af BS formlen for den 

Europæiske call option, som den er præsenteret i formel 1. Årsagen er, at der udbetales dividender på S&P500 

indekset2. Den nuværende dividende er fundet til at være ca. 1,86% p.a., som derfor skal indarbejdes i den 

teoretiske BS optionsformel. Dette gøres ved at indregne et dividend yield, her betegnet q. Det gennemsnitlige 

dividendeafkast skal fratrækkes i aktiekursen og i sandsynligheden for at ramme dets udfald, da dividenden i 

teorien sænker det procentvise tidsafkast med et beløb svarende til den gennemsnitlige dividende, q. Resultatet 

heraf ses i formlen nedenfor, med q indregnet i prisen for den Europæiske Call option: 

                                                      
2 http://www.multpl.com/s-p-500-dividend-yield/  

http://www.multpl.com/s-p-500-dividend-yield/


Casper Ehlers  15/01-2018 

En empirisk analyse af Heston og Heston-Nandi  

modellen som udvidelse til Black Scholes 

20 

 

 C = S0e−qtN(d1) − Ke−rtN(d2) (13) 

 

d1 kræver også en mindre omskrivning jf. føromtalte argument 

 

d1 =
ln (

S0
K ) + t (r − q +

σ2

2 )

σ√t
 

(14) 

 

d2 kræver ikke nogen behandling da den ikke er møntet på aktiekursen, men derimod strike prisen. BS formlen 

for den Europæiske put omskrives også ligeledes ved indregning af q som: 

 P = Ke−rtN(−d2) − S0e−qtN(−d1) (15) 

 

Hvor d1 nu også følger førnævnte definition i formel 14.  

For fremtiden benyttes nu følgende notation til at beskrive den teoretiske BS pris for en Europæisk call option 

med dividende: 

 CBSDiv
(σ, K, T) (16) 

 

For at beregne den implicitte volatilitet, kan man gøre brug af Excels solver funktion. Metoden er dog ikke at 

foretrække, når der skal relativt mange estimeringer. Det er derfor besluttet i stedet at gøre brug af en matematisk 

fremgangsmåde, der har den fordel at den præsenterer en lukket algoritme for løsningen af den implicitte 

volatilitet på den Europæiske call option.  

1.3.3 Newton-Raphson metoden 

Da det ikke er muligt at udlede et lukket formeludtryk for beregningen af volatilitet ud fra den oprindelige BS-

formel benyttes i stedet Newton-Raphson metoden, der er en lukket algoritme. Metoden har den fordel at den er 

relativt simpel og derfor også nem at kode ind som en funktion i Excels VBA. Desuden har fremgangsmåden 

vist sig mere egnet til at estimere den implicitte volatilitet, når den sammenlignes med andre metoder så som 

Bisection og Secant metoden (Burden og Faires, 2001). Beregningen af den implicitte volatilitet er i 

virkeligheden blot et spørgsmål om at ’gætte’ sig til den sande volatilitet. At benytte ukvalificerede gæt er dog i 

praksis ensbetydende med stor mængde manuelt procesarbejde. Det er derfor besluttet at benytte en matematisk 

fremgangsmåde, der resulterer i en lukket algoritme for et mere kvalificeret gæt på niveauet for den sande 

implicitte volatilitet.  

Newton-Raphson er baseret på en første-ordens Taylor serie approksimation omkring roden. For at finde roden 

til x af en funktion (x), der defineres som det x, der giver resultatet f(x) = 0 vælges en initial værdi af x0, som 

det første gæt for den ’sande’ rod. For at komme endnu tættere på den sande værdi af roden, der giver en 

nulforskel i formel 12, opdateres gættet ved anvendelse af følgende formel 

 
f(xi+x) = xi −

f(xi)

f′(xi)
 

(17) 

 

For hvert i = 0,1,2, …, hvor f′(xi) betegner den første afledte af f(x) evalueret ved xi. På et tidspunkt skal 
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søgningen afsluttes, når det vurderes at gættet er tilpas tæt på den sande værdi. I dette tilfælde benyttes en 

grænseværdi på 0,00001 til at acceptere forskellen som værende det ’sande’ niveau for den implicitte volatilitet. 

Desuden begrænses antallet af iterationsforsøg til 5.000, som i de fleste tilfælde vil være nok til at opnå et 

realistisk bud på det sande niveau.  

Ovenstående funktion skal naturligvis tilpasses BS formlen. Dette er dog relativt simpelt. Formel 17 omskrives 

blot til at finde funktionen f(σ), som nu i stedet er givet som en kvadreret tabsfunktion:  

 f(σ) = [Cobs(K, T) − CBSDiv
(σ, K, T)]

2
 (18) 

 

Implicit volatilitet er således den værdi af volatiliteten, der bevirker at σ = σiv, der igen giver en nulforskel 

mellem den observerede handelspris og Black Scholes optionsprisen: 

 f(σiv) = 0 (19) 

 

Rationalet bag kvadreringen skal findes ved at det er muligt at opnå et tættere estimat med færre gæt, mens man i 

samme omgang omgår større negative værdigæt for f(σiv), da volatilitet alligevel kun kan antage værdier fra 0 

til uendeligt positiv. Som førnævnt er funktionen kodet ind i Excels VBA som en funktion for at lette 

beregningsarbejdet. Koden hertil fremgår af bilag 3.1.  

1.3.4 Beregning af implicit volatilitet 

For at beregne den implicitte volatilitet på det amerikanske S&P 500 indeks er der pr. 2 oktober 2017 taget 

udgangspunkt i handlede optioner på indekset. Perioden tager derfor sit udgangspunkt i samme tidsperiode, som 

for det historiske estimat fremsat i sektion 1.1.1. 

Den såkaldte ’live’ data omkring de handlede optioner er hentet fra en Bloomberg terminal og er tilgængeligt i 

bilag 2. For at beregne den gældende call pris på den Europæiske option, er der beregnet et gennemsnit af de 

gældende Bid og Ask kurser. Det er også sikret, at der er rigeligt likviditet (volumen) i de handlede optioner, for 

at holde konklusionerne i denne delanalyse så afgrænsede som muligt til den empiriske optionsteori.   

Resultatet af beregningerne af den implicitte volatilitet, ved hjælp af Newton-Raphson metoden, ses på næste 

side i tabel 1 

Tabel 1.1 

  
 

T 

  
 

0,28 0,43 0,49 0,65 0,97 1,16 

K 2.525 17,1% 16,3% 15,3% 17,0% 17,2% 17,7% 

2.550 15,4% 15,8% 14,9% 16,3% 16,6% 17,6% 

2.575 14,0% 14,7% 13,9% 15,4% 16,0% 17,0% 

2.600 12,8% 13,9% 13,1% 14,3% 15,4% 16,3% 

2.625 11,6% 13,0% 12,2% 13,6% 14,9% 15,8% 

 

Hvis man holder resultatet i tabellen ovenfor sammen med det historiske estimat på den årlige volatilitet på 

7,45% ses en markant forskel. Tages blot eksempelvis den korte løbetid på 0,33, dvs. 83 handelsdage til udløb, 

fås en volatilitet, ud fra det historiske estimat på: 
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0,49% ∗ √83 = 4,46% 

Hvor de 0,49% er estimatet på den daglige standardafvigelse hentet fra formel 7.  

Når resultatet ovenfor sammenlignes med resultaterne i den første kolonne i tabel 1, fremgår det, at den 

historiske volatilitet groft undervurderer volatiliteten relativt til markedet, med alt fra omkring 2-3 gange. En 

anden interessant observation er, at den implicitte volatilitet er forskellig på call og put optioner, som ellers har 

ens løbetid. Sammenligningen ses i tabellerne nedenfor.  

Tabel 1.2 

Call optioner 

St K T Bid Ask Last Call pris Volumen m. NewtRaph iVol 

Chain 1 

 2.521,2   2.525  0,33 85,4 86,1 84,2 85,1 73 15,6% 

 2.521,2   2.550  0,33 66,5 67,2 63,7 65,4 445 14,1% 

 2.521,2   2.575  0,33 49,3 49,9 47,5 48,7 794 12,9% 

 2.521,2   2.600  0,33 34,4 34,9 33,9 34,4 49 11,7% 

 2.521,2   2.625  0,33 22,3 22,8 21,5 22,2 118 10,6% 

 

Put optioner 

St K T Bid Ask Last Put pris Volumen m. NewtRaph iVol 

Chain 1 

 2.521,2   2.525  0,33 33,5 34,0 34,0 34,0 219 6,8% 

 2.521,2   2.550  0,33 39,5 40,0 40,5 40,3 105 9,7% 

 2.521,2   2.575  0,33 47,1 47,7 48,9 48,3 13 12,8% 

 2.521,2   2.600  0,33 57,0 57,6 60,5 59,0 2 16,3% 

 2.521,2   2.625  0,33 69,8 70,5 71,8 71,2 3 20,1% 

 

I teorien burde den implicitte volatilitet, efter put call pariteten, være ens for både call og put optioner. I 

virkeligheden spiller likviditet dog også en stor rolle i prisfastsætningen af optioner. I tabellerne fremgår nemlig 

også volumen i mio., der måler den daglige omsætning i millioner stk. Sammenlignes de to kolonner for hhv. 

Call og Put optioner ses det, at der også hersker en negativ sammenhæng imellem volumen og volatilitet.  

Optioner med lav volumen er ganske enkelt prisfastsat højere, idet det er sværere at frasælge optionen igen.  

1.3.5 Volatilitets skew for Europæiske call optioner 

Ifølge BS-formlen er volatilitet uafhængig af en options strike. Uanset hvor langt inde eller ude kursen er ift. 

optionens strike, vil volatiliteten da være den samme, hvis man ellers holder alle andre parametre konstante. 

Hvis man derfor plottede den implicitte volatilitet som en funktion af strike efter faste udløbstidspunkter, burde 

man derfor observere en flad linje. Resultatet af dette forsøg ses i figur 1.5 nedenfor  
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Figur 1.5 

 

Af figuren fremgår det at den implicitte volatilitet for Europæiske call optioner, er langt fra konstant over de fem 

målte strikes. Til konstrueringen af figuren er der blot benyttet data fra tabel 1, med strike langs x-aksen og 

implicit volatilitet op ad y-aksen. Af grafen ovenfor er det dog også muligt at drage en række interessante 

konklusioner vedrørende den formodne volatilitet i markedet.  

For det første fremgår det at volatiliteten antages højere for optioner med lav strike relativt til optioner med en 

høj strike kurs. Resultatet skyldes ganske enkelte markedsaktørernes forventninger til mulige kursudfald.  

Den empiriske afkastfordeling for optioner finder det således mere usandsynligt, at optioner langt fra strike 

kursen vil blive indløst, relativt til den teoretiske lognormalfordeling. Modsætningsvis vurderer den empiriske 

fordeling det mere sandsynligt, at optioner langt inde i strike kursen vil blive indløst, relativt til den teoretiske 

lognormalfordeling – disse prisfastsættes derfor også højere, hvilket altså resulterer i et skew i plottet af den 

implicitte volatilitet.  

Ydermere er det interessant, at mønsteret synes mere ekstremt for optioner med kort løbetid på ca. et kvartal, 

mens effekten væsentligt aftager for optioner med længere løbetid på over et år (eksemplificeret ved den grønne 

linje). En del af forklaringen herved skyldes nok at der er tale om Europæiske optioner, som kun kan indløses 

ved udløb. Optionerne med kort løbetid prisfastsættes derfor relativt højere, da de har kortere tid til udløb og 

dermed også har en større sandsynlighed for at være pengene værd ved udløb. Optionerne med længere løbetid 

prisfastsættes lavere, da der er længere tids usikkerhed forbundet med tiden til udløb. En anden medvirkende 

faktor er også, at in the money call optioner med tiden er blevet populære alternativer til direkte aktiekøb, da 

optioner tilbyder gearing og forøget ROI, når det benytte som benchmark til performancemål. 
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For at forstå hvorfor denne modelleringsfejl opstår i den oprindelige Black Scholes teori, er det nødvendigt at 

forstå antagelserne, som udviklerne af modellen byggede den på. Dette kommer til udtryk ved den såkaldte 

leverage effekt.  

1.3.6 Leverage effekt 

En mulig årsag til det observerede skew i den implicitte volatilitet, kan findes i virksomhedens gearingsniveau, 

dvs. forholdet imellem gæld og egenkapital. Når en virksomheds egenkapital falder, som følge af tab, vil 

virksomhedens gældstagning samtidigt stige. Dette resulterer altså, kort sagt i, at virksomhedens egenkapital 

bliver mere risikabel, og dens volatilitet stiger dermed som et resultat heraf. For bedre at forstå denne såkaldte 

’leverage effekt’ gives et kort eksempel på hvad der sker inde i virksomheden, når et tab indtræder.  

I det følgende benævnes V, E og D virksomhedens samlede værdi (dvs. værdien af aktiverne), værdien af 

egenkapital samt værdien af gæld, henholdsvis. Dermed får vi følgende relation for virksomhedens værdi: 

 V = E + D 

 

(20) 

Ovenstående er traditionelt set benyttet til at prisfastsætte risikabel gæld og credit default swaps. Robert Merton, 

som var en af arkitekterne bag BS-formlen, antog imidlertid i udviklingen af sin formel, at egenkapitalværdien 

kan anskues som værdien af en call option på V med strike lig D (Hugh, 2009). Rationalet er, at når 

virksomhedens gæld udløber, vil egenkapitalejerne, i kraft af deres begrænsede hæftelse have en af følgende 

valgmuligheder; at købe aktiverne eller overdrage dem til ejerne af gælden.  

Givet at man kender både værdien af virksomhedens aktiver og gælden ved udløb, kan man dog forudsige 

ejernes beslutning i denne opsætning. Det gælder nemlig, at hvis værdien af aktiverne er højere end værdien af 

gæld, vil ejerne betale værdien af aktiverne og gå derfra med den overskydende værdi. Hvis værdien af aktiverne 

derimod er lavere end gælden, vil ejerne derimod lade virksomheden gå konkurs og overlade resten af værdien 

til ejerne af gælden. Denne beslutningsregel fører altså til, at man kan betragte værdien af egenkapital som en 

call option på aktiverne.  

Hvis nu ∆V, ∆E og ∆D betegner ændringen i værdien af V, E og D, henholdsvis, opnås det at 

 V + ∆V = (E + ∆E) + (D + ∆D) (21) 

 

Som kan omskrives til: 

 V + ∆V

V
=

E + ∆E

V
+

D + ∆D

V
 

(22) 

 
=>

E

V
(

E + ∆E

E
) +

D

V
(

D + ∆D

D
) 

(23) 

 

(Hugh, 2009) 

Hvis man nu antager at egenkapitalandelen er større end 0, så kan virksomhedens volatilitet beskrives som 

 
σV ≈

E

V
σE 

(24) 
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 (Arak & L. Ann Martin, 2006). 

Ovenstående udtryk kan let omskrives for at finde volatiliteten på egenkapitalen: 

 
σE ≈

V

E
σV 

(25) 

 

1.3.7 Eksempel på leverage komponentens effekt 

Hvis man nu antager at værdien af aktiverne, V, er lig 100, værdien af egenkapital, E, er lig 60 og 

virksomhedens volatilitet er 15%, så kan vi benytte formlen ovenfor til at finde egenkapitalens volatilitet til at 

være omkring 25%. Den interessante effekt opstår dog først, når der for virksomheden indtræffer et tab. Lad os 

antage at tabet er lig halvdelen af virksomhedens egenkapital, dvs. 30 i dette tilfælde. Værdien af egenkapital 

falder derfor med 30, ligeledes gør værdien af aktiverne. Den nye volatilitet på egenkapitalen er nu 

approksimativt givet som 

σE ≈
V

E
σV =

0,7

0,3
∗ 15% = 35% 

Volatiliteten på egenkapitalen er steget med hele 10%. Alt imens er virksomhedens volatilitet på aktiverne 

fuldstændig uændret, på trods af tabet: 

σV ≈
E

V
σE =

0,3

0,7
∗ 35% = 15% 

Af ovenstående eksempel ses det at den såkaldte gearingseffekt er tilstede, eftersom at volatiliteten på 

egenkapitalen stiger, selvom virksomhedens samlede volatilitet er konstant. Markedet har ageret anderledes end 

hvad Robert Merton antog, og har indarbejdet en højere volatilitet i aktivet, når tab indtræder.  

At virksomhedens volatilitet skulle være konstant, uanset tab, kan være et af de argumenter, som lå til grund for 

lognormal fordelingsantagelsen. I praksis vurderes det dog, at usikkerheden (og dermed volatiliteten) omkring 

hele virksomheden stiger, når virksomheden lider tab. Det er nøjagtigt denne effekt man kan observere i figur 

1.5, hvor optioner med lave strike kurser har højere implicit volatilitet, relativt til optioner med højere strike 

kurser.  

1.3.8 Volatilitets surface 

Fra volatilitets skew’et i figur 1.5 så vi at den implicitte volatilitet på S&P 500 indekset afhang af strike kursen, 

selvom tiden til udløb blev holdt fast. I dette afsnit forsøges det at holde både strike og tid fast, for at se om der 

igen optræder mønstre. Resultatet vil være en 3D-graf, som for at opfylde BS betingelserne, skal være 

fuldstændig flad uden nogle former for kurvaturer. For at konstruere grafen tages der udgangspunkt i data fra 

tabel 1.  

Ved at benytte Excels graf-funktion er det ligetil at skabe et 3D-plot over den implicitte volatilitet som funktion 

af både strike og tid. Resultatet ses i figur 1.6.  
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Figur 1.6 

 

I ovenstående findes den implicitte volatilitet op ad y-aksen, strike henad x-aksen og til sidst tiden til udløb op 

langs z-aksen.  

Fra den implicitte volatilitets overflade er det således synligt at volatilitet afhænger af både strike og tiden til 

udløb. Igen ses det at optioner med lav strike generelt har højere implicit volatilitet. Der er dog et såkaldt ”knæk” 

i plottet, omkring optioner med en strike på 2.550 og 0,41 år til udløb, som kan skyldes relativt bedre likviditet i 

markedet, end for andre optioner med tilnærmelsesvis samme karakteristika. Når man bevæger sig frem i tiden 

bliver den implicitte volatilitets afhængighed af strike mindre igen.  

Betragtes tiden til udløb fremgår det tydeligt at alle optioners implicitte volatilitet har en vis afhængighed af dens 

tid til udløb.  

1.3.9 Delkonklusion på implicit volatilitet 

Med udgangspunkt i det oprindelige Black Scholes setup, er det bevist at den empiriske volatilitet opfører sig 

anderledes end først tænkt. Det konkluderes, at den historiske volatilitet groft undervurder den volatilitet, som 

markedsaktørerne forventer, at S&P500 indekset vil udvise under løbetiden. Det bør dog i denne sammenhæng 

også pointeres, at det historiske estimat er altafhængig af den benyttede tidsperiode. For andre perioder vil 

tilfældet derfor være at det er den historiske volatilitet, der overstiger den implicitte volatilitet. Konklusionen vil 

dog være den samme; det historiske volatilitetsniveau er sjældent en god indikator for det fremtidige niveau.  

Den implicitte volatilitet blev analyseret under to delanalyser; 1) hvor implicit volatilitet blev udstillet som en 

funktion af strike, samt 2) hvor den implicitte volatilitet blev udstillet som en funktion af både strike og tid. I 1) 

udvist den implicitte volatilitet tegn på afhængighed af strike. En af flere mulige årsager til denne sammenhæng 

kan skyldes den omtalte leverage effekt, da BS modellen ikke formåede at inkorporere effekten af egenkapitaltab 

i volatilitets betragtningen.  
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I 2) udviser optioners implicitte volatilitet også tegn på afhængighed af strike kursen, men her kan yderligere 

påvises en relation til optionens løbetid. I teorien burde overfladen være flad, uden former eller mønstre. 

Volatilitets antagelsernes karakteristika af empiriske afkast samt markeds volatilitet, er nu blevet analyseret. I 

begge tilfælde er der fundet afvigelser fra modelleringen. Med udgangspunkt i denne motivation introduceres nu 

2 nye modeller, som skal søge at afhjælpe de to fejlmodelleringer.  

2. Modeludvidelser til Black-Scholes 

2.1 Heston Modellen 

Heston modellen er en udvidelse til den oprindelige Black Scholes model, der blandt andet inkorporerer en 

videre modificering af antagelsen om, at afkastet på det underliggende aktiv skulle følge en geometrisk brownsk 

bevægelse. Det er i afsnit 1.2 omhandlende de stylized facts bevist, at volatilitet varierer over tid, samt at den 

også har en tendens til at koncentrere sig omkring bestemte tidsperioder. Observationerne stemmer intuitivt 

overens med virkeligheden hvor (ekstreme) hændelser ind imellem fører til perioder med generelt højere 

usikkerhed i de mikro- og makroøkonomiske forhold end ellers.  

Steven Heston indså, at volatilitet er tidsvarierende og fremsatte i 1993 et forslag til en alternativ 

beregningsmetode til prisfastsætningen af de Europæiske optioner. For at tage højde for den tidsvarierende 

volatilitet, antager modellen en såkaldt diffusionsproces for aktiekursen, der er lig BS-antagelsen, men med 

mulighed for en tidsvarierende volatilitet. Heston modellen fra 1993 antager at logafkastet følger en 

diffusionsproces for henholdsvis dens kursudvikling, St og volatilitet, Vt: 

 dSt = μStdt + √VStdW1t (26) 

 

Hvor W1t er en Weiner process.  

 dVt = k(θ − Vt)dt + σ√VtdW2t (27) 

 

(Heston, 1993).  

Og hvor W2t også er en Weiner process, der har korrelation ρ med W1t. Aktiekursen og volatiliteten er derfor nu 

korrelerede med hinanden med størrelsen ρ, der kan antage værdier i intervallet ρ ∈ {−1,1}.  

Som vi senere vil se i afsnit 3 giver dette en række fordele, når man arbejder med den empiriske afkastfordeling.  

Hvor Black Scholes modellen antager konstant volatilitet følger volatiliteten i Heston modellen, udtrykt i formel 

27, nu en Cox, Ingersoll og Ross (CIR) process (Cox, Ingersoll og Ross, 1985). For at opnå en CIR proces er 

Ito’s lemma anvendt til at finde variansprocessen, Vt.  

Modellens parametre er givet ved: 

μ = som aktiens drift parameter 

θ > 0 = det langsigtede gennemsnit af variansen 

κ > 0 = en parameter, der angiver hastigheden hvorved volatiliteten i dag bevæger sig imod den langsigtede 

volatilitet, θ. 

σ > 0 = variansen af volatiliteten, dvs. et mål for usikkerheden om volatiliteten 
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v0 > 0 = det initiale (tidspunkt 0) niveau for variansen 

ρ ∈ [−1,1] = korrelationen imellem de to Brownske bevægelser, W1 og W2 og  

λ = volatilitetens risikoparameter  

Processen (udtrykt i formel 27) kaldes for en ”mean-reverting” proces idet at θ er et såkaldt langtidsniveau for 

variansen, og κ er et udtryk for variansens trækkraft imod dens langtidsniveau. Dvs. desto lavere værdier for κ, 

desto længere tid vil det tage for langtidsprocessen at tendere imod dets langtidsniveau for variansen.  

Volatiliteten kan nu variere over tid og afhænger bl.a. af den langsigtede volatilitet. Processen for volatilitet er 

derfor nu stokastisk, ensbetydende med at den kan variere over tid, hvilket synes en anelse mere realistisk, når 

man fx iagttager figur 1.3, hvor volatiliteten tydeligvis er koncentreret omkring specifikke tidsperioder.   

Senere i dette afsnit vil det også blive undersøgt hvordan en manipulering af parametrene kan ændre ved 

fordelingen af aktiekursen ved udløbstidspunktet. I selve prisfastsætningen er det dog nødvendigt med en 

egentlig parameter estimation af de omdiskuterede modelinput. Dette undersøges nærmere i afsnit 3 hvor Heston 

modellen vil blive anvendt til at prisfastsætte Europæiske optioner.  

2.1.1 Heston formlen for den Europæiske call option 

Formlen for beregning af prisen på en Europæisk call option er ikke markant forskellig fra den oprindelige BS 

formel. For en call option beregnes prisen ud fra Heston modellen som 

 C(K) = StP1 − K−rtP2 (28) 

 

Af ovenstående ses det at N(d1) og N(d2) nu er erstattet af P1 og P2 fra den oprindelige Black Scholes formel. I 

de fleste tilfælde, inklusiv dette, er det imidlertid fordelagtigt at prisfastsætte under det risikoneutrale 

sandsynlighedsmål. Rationalet bag et skifte af sandsynlighedsmål er, at det er nemmere, rent regneteknisk, at 

antage ens sandsynlighedsmål for alle markedsagenter. En implikation herved er også at man opnår 

”ækvivalente” resultater, der er ens for alle markedsaktører, hvilket kun er muligt hvis alle markedsaktører 

arbejder ud fra den samme forventning om afkastkrav.  

Ændringen af sandsynlighedsmål gennemføres i praksis ved at ændre driften på det underliggende aktiv fra det 

forventede afkast på aktivet, u, til den risikofri rente, r. For at prisfastsætte under det risikoneutrale mål 

introduceres nu derfor to nye mål, ℚ og ℚS. Derved kan prisen på den Europæiske call option beregnes som 

 C(K) = StℚS(ST > K) − Ke−rτℚ(ST > K) (29) 

 

(Bakshi og Madan, 2000) 

Målet ℚ anvender obligationen, Bt, som en måleenhed, imens ℚS anvender aktiekursen. I Heston modellen er 

det givet, at P1 og P2 kan skrives som 

 
Pj = Pr

j
(ln ST > ln K) =

1

2
+

1

π
∫ Re

∞

0

[
e−iϕlnKfj(ϕ; x, v)

iϕ
] dϕ, 

(30) 
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Hvor i = √−1 er den imaginære enhed, Pr
1

= ℚS, Pr2 = ℚ, og fj(ϕ; x, v) er karakteristikfunktionen for 

logaritmen til den endelige aktiekurs, xT = ln ST. Ifølge Hestons 1993 model, antog karakteristikken følgende 

log lineære form: 

 fj(ϕ; xt, vt) = exp(Cj(τ, ϕ) + Dj(τ, ϕ)vt + iϕxt) (31) 

 

Hvor Cj og Dj er konstante koefficienter og τ = T − t er tiden til udløb.  

Koefficienterne kan findes til at være 

 
Dj(τ, ϕ) =

bj − ρσiϕ + dj

σ2 (
1 − edjτ

1 − gje
djτ

) 
(32) 

 

Og 

 
Cj(τ, ϕ) = riϕτ +

α

σ2
[(bj − ρσiϕ + dj)τ − 2 ln (

1 − gje
djτ

1 − gj
) 

(33) 

 

Hvor α = kθ, 

 
dj = √(ρσiϕ − bj)

2
− σ2(2ujiϕ − ϕ2), 

(34) 

 

 
gj =

bj − ρσiϕ + dj

bj − ρσiϕ + dj
 

(35) 

 

Og med u1 =
1

2
, u2 = −

1

2
, b1 = k − ρσ, og b2 = k 

Den oprindelige Heston model, som den netop er præsenteret, har et historisk udgangspunkt. Dens fordel er, at 

den korrigerer den empiriske afkastfordeling, så den stemmer overens med den teoretiske afkastfordeling, der 

netop udgør udgangspunktet for modelleringen. Modellen tager dog ikke højde for den afhængighed, der er 

bevist at være tilstede i finansielle data. Til dette formål er det nødvendigt, at introducere en udvidelse af den 

oprindelige Heston model, Heston-Nandi GARCH modellen.  

2.2 Heston-Nandi GARCH modellen 

Motivationen for introduktion af Heston-Nandi GARCH modellen var dens evne til at behandle volatilitet. I 

modellen behandles og forecastes volatilitet efter en GARCH (1,1) proces. Som vi vil se om lidt har dette en 

række fordele, når man arbejder med finansielle data, der besidder afkast karakteristika, som S&P500 indekset 

gør.  

Formålet i dette, samt det efterfølgende afsnit vil være en redegørelse og analyse af GARCH komponentens 

vigtigste egenskaber, samt dens teoretiske bidrag. Heston-Nandi modellens udvidelse til Heston modellen er i 

princippet kun, at volatiliteten kan følge en GARCH proces.  
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Af netop denne grund vil fremgangsmåden for selve prisfastsætningen vha. Heston-Nandi GARCH modellen 

først blive gennemgået i 3. sektion, hvor der også gennemføres venter en empirisk vurdering af de nu 3 

forskellige optionsmodeller.  

2.3 Modeller med betinget varians 

For at imødekomme de fejl, som Black Scholes modellen gør sig omkring afkastforholdene for det 

underliggende aktiv, introduceres nu modeller med betinget varians.  

En model med betinget varians tager højde for forskellige niveauer i volatilitet. En simpel model til dette formål 

er GARCH-modellen, som står for Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity. For dog at give 

en uddybende forståelse for GARCH-modellen gives først en indføring i modellen, der førte til opfindelsen af 

GARCH-modellen, nemlig ARCH-modellen, herefter Autogressive Conditional Heteroskedasticity.  

2.3.1 ARCH-modellen 

ARCH modellen blev for første gang introduceret af Robert Engle i 1982.  Modellen at følger en stokastisk 

proces hvis afkast (oprindeligt benævnte variabler) har et betinget gennemsnit på 0 og en betinget varians givet 

som en lineær funktion af tidligere kvadrerede afvigelser på afkastene. De kvadrerede afkast følger da en 

autoregressiv proces, dvs. de historiske afkast får en indflydelse på forecastet af de fremtidige afkast og deres 

volatilitet. En implikation af dette er, at modelleringen nu giver mulighed for at volatilitet kan ændre sig over tid. 

For at forstå vigtigheden af denne egenskab henvises der igen til figur 1.3, som viser en tydelig cluster-effekt for 

volatiliteten på det amerikanske S&P 500 indeks.  

Den simpleste model for en ARCH (1) model udtrykkes som følgende afkast og volatilitets-ligning (Tsay, 2010): 

rt = u + at 

at = σtϵt 

Hvor rt er afkastet givet som et simpelt historisk afkast μ og ϵt er ”hvid støj” med gennemsnit 0 og varians 1, 

som er uafhængigt og identisk fordelte. Den betingede varians beregnes som 

 σt
2 = a0 + a1at−1

2  (36) 

 

Derudover gives der følgende krav til de parametre, der indgår i den betingede varians: 

 a0 > 0 (37) 

 at−1 ≥ 0 (38) 

a0 er den langsigtede varians rate og at−1 er vægten der pålægges det første lag af de kvadrerede forskelle i 

forventede og observerede afkast. I ovenstående er modellen altså kun præsenteret ved et enkelt lag, men 

modellen kan sagtens udvides til at medtage flere lags. Den generelle ARCH(q) model med q lags gives som 

 σt
2 = a0 + a1at−1

2 + ⋯ + aqat−q
2  (39) 

 

En vigtig bemærkning omkring antallet af lags er i denne sammenhæng nødvendig. I finansielle data er der en 

tendens til, at eksistere en ’lang historik’, dvs. den forecastede volatilitet kan være afhængig af volatilitet langt 

tilbage i tiden. Hvis dette er tilfældet fører det til ikke-stationaritet, som vil komme til udtryk i værdien af a, der 
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vil antage værdier større end eller lig med 1. Årsagen hertil skal findes i, at de kvadrerede residualer indeholder 

autokorrelation, der ikke kan approksimeres vha. autokorrelationsfunktionen. Stationaritet i forecastet kræver 

derfor, at a < 1 (Taylor, 2005).  

En af de største svagheder ved ARCH modellen er, at det ofte er tilfældet, at man må indarbejde et arbitrært højt 

antal af lags for at gøre modellen stationær. I praksis er det dog sjældent realistisk eller meningsfuldt at tilføje 

flere lags til estimationen, hvorfor der i løsningen af denne problematik, i stedet vil drages nytte af ARCH-

modellens udvidelse, GARCH.  

2.3.2 GARCH-modellen 

GARCH-modellen blev introduceret i 1986 af Bollerslev og Engle, som en videreudvikling til den oprindelige 

ARCH-model fra 1982. Udvidelsen består af en simpel differensligning, der påføres til ARCH-modellen, for 

bedre at estimere volatilitet, og inkludere et lagged betinget variansled ind i ligningen. På denne måde formår 

GARCH modellen at inkorporere en længere historik end den simplere ARCH model. Desuden formår GARCH 

modellen også at behandle de stylized facts mere effektivt, som vi vil se lidt senere.  

Den generelle GARCH model er en GARCH (p, q) model, som består af p antal ”laggede” værdier af den 

betingede varians og q antal lags, som det kendes fra ARCH modellen. Fokus i denne afhandling vil være på 

GARCH (1,1) modellen, da det også er denne model der indgår i Heston-Nandi GARCH modellen.  

2.3.3 GARCH (1,1) 

(1,1) leddet referer til et autoregressivt led af den kvadrerede afvigelse, som det blev set i ARCH (1) modellen, 

samt en lagged værdi af det betingede variansled. GARCH (1, 1) modellen tillader, at volatiliteten vægtes med 

højere vægt på tidligere observationer af ændringer i markedsvariablen, at−1
2  og det mest hidtidige estimat af den 

betingede varians.  

For at forstå dette bør man igen betragte log afkast serien, rt, hvor man ved at definere at = rt − μt opnår 

følgende udtryk: 

 at = σtϵt (40) 

 

Som observeret er processen at karakteriseret ved en ARCH proces imens den betingede varians, under 

GARCH-modellen, nu inkluderer et lagged betinget variansled, her udtrykt som β, i nedenstående: 

 σt
2 = a0 + a1at−1

2 + β1σt−1
2  (41) 

 

a0 fortolkes som den langsigtede variansrate  

at−1
2  er det laggede led for forskellen imellem forventet og observeret afkast som i den generelle ARCH proces 

β er vægten tildelt den laggede betingede varians.  

Størrelsen af β afhænger af hvor stor en vægt man antager, at de historiske ændringer vil have på ændringer i 

dag. Man kan derfor med fordel beskrive β som aftagelsesgraden. En lav β er dermed også ensbetydende med, at 

der tildeles de historiske afkast en mindre betydning, mens en høj β indikerer, at der er en lang afhængighed i 

data. a + β beskriver tilsammen den samlede persistens af volatilitet, og det kræves naturligvis at a + β < 1 før 
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at variansen tenderer tilbage mod gennemsnittet på 0. Desto højere værdier for a + β, desto længere vil det tage 

før at variansen bevæger sig tilbage imod 0.  

I modellen ovenfor er den forecastede varians for tidspunkt t + 1, σt+1
2 , et vægtet gennemsnit af det kvadrerede 

afkast på tidspunkt t, rt
2 og tidspunkt t estimatet af variansen σt

2.  

Endog som begge estimater anvender kvadrerede afkast tillægger GARCH (1,1) modellen mere vægt på de 

nyeste kvadrerede afkast observationer. I meget lange tidsserier er dette selvsagt en nyttig egenskab, da den 

nyeste observation naturligvis vil have en større forklaringskraft relativt til en flere år gammel observation.  

Med introduktionen af GARCH modellen gives nu en uddybning af dens effekt på de føromtalte stylized facts, 

som ønskes behandlet.  

2.3.4 GARCH og stylized facts 

GARCH modellen blev som sagt introduceret for bedre at imødekomme de empiriske afkastforhold, der fandtes 

at foreligge for finansielle data. Der gives derfor nu en punktvis forklaring af GARCH modellens indvirkning på 

de tre føromtalte stylized facts. 

1. Afkastfordelingen 

Fordelingen kan analyseres i relation til dets moment for at analysere hvilke egenskaber, der er givet for 

fordelingen.  

Det i’te moment for en stokastisk variabel er givet som (Tsay, 2010): 

 
ml

′ = E(Xl) = ∫ xlf(x)dx
∞

−∞

 
(42) 

 

E benævner her forventningen og f(x) er sandsynlighedsfordelingen for X. Det første moment kan da anskues 

som gennemsnittet for X, nemlig (μx), det andet moment variansen som σx
2.  

Afslutningsvis kan det tredje og fjerde moment udledes som skævhed og kurtosis, hvor sidstnævnte også 

betegnes topstejlhed på dansk. Det er endvidere muligt at udlede størrelsen på halerne for disse momenter.  

Skævheden beregnes som 

 
S(X) = E [

(X − μx)3

σx
3 ] 

(43) 

Imens topstejlheden er givet ved 

 
K(X) = E [

(X − μx)4

σx
4

] 
(44) 

 

For at udvide hvorvidt GARCH (1,1) modellen besidder fede haler relativt til en log-normal fordeling, bør K(x) 

for GARCH modellen overstige 3, da en normalfordeling har en topstejlhed på 3. Hvorvidt dette er tilfældet vil 

blive belyst i analysesektionen for GARCH (1,1) modellen.  
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2. Der er næsten ingen korrelation i afkast 

I de empiriske undersøgelser blev det konkluderet, at der næsten ingen korrelation tilstede var for de absolutte 

afkast. Der findes dog udvidelser til GARCH modellen, der behandler de små effekter af autokorrelation, men 

den tilførte videnskabelige værdi, af at introducere sådanne modeller synes minutiøs, taget de empiriske forhold 

for størrelsen af autokorrelation i betragtning.  

For en god ordens skyld testes der dog for eventuel autokorrelation i analyseafsnittet for at undgå bias i 

estimaterne.  

3. Autokorrelation i absolutte og kvadrerede afkast 

Autokorrelation i både de absolutte og kvadrerede afkast var en af hovedårsagerne til, at GARCH modellen blev 

introduceret. I præsentationen af GARCH modellen blev det lagt fast, at selve modellen er influeret af en 

langsigtet varians rate, a0, og to yderligere led, en lagged værdi af variansen raten samt gårsdagens ændring i 

afkastet. Modellen er derfor konsistent med de stylized facts omhandlende autokorrelation i afkast, da den netop 

behandler problematikken heromkring ved at introducere yderligere historik til de forecastede estimater.  

Hvor effektiv modellen er til at fange korrelation og clustering effekter afhænger i sidste ende af, hvor 

signifikante parametrene a1 og β er, men for at bevise GARCH-modellens berettigelse foretages der nu en 

arbitrær delanalyse, som skal vurdere modellens evne til at fange autokorrelation i volatilitet på en stand-alone 

basis.  

I beregningseksemplet vælges der arbitrære værdier for a0, a1 og β. Værdierne vælges som sagt helt tilfældigt og 

har fået tildelt følgende: 

a0 = 0,000003 

a1 = 0,15 

β = 0,80 

Med a1 = 0,15 tildeles det senest observerede afkast altså en vægt på 15%, altså en mærkbar vægt i forhold til 

den ubetingede varians i, der vægter alle forrige afkast ligeligt.  

Når parameterværdierne indsættes i formel 41, estimeres variansen, dvs. σt+1
2  for hver dag i tidsserien ved 

anvendelse af forrige estimerede varianser og kvadrerede afkast, samt initialværdien σ0
2 = s2, der opnås fra den 

ubetingede varians. Afslutningsvis standardiseres de kvadrerede logafkast ved at dele hvert afkast med 

kvadratroden af den estimerede varians fra GARCH-modellen. Vi får med andre ord en række standardiserede 

afkast, defineret som xt =
rt

σt
, hvor σt beregnes fra formel 41 igen. Nedenfor ses et korrelogram af disse 

standardiserede kvadrerede afkast xt
2 
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Figur 2.1 

 

I grafen ses det at selv med disse fuldstændigt arbitrært udvalgte værdier for  a0, a1 og β, så er GARCH 

modellen alligevel i stand til at fange (og behandle) den tilstedeværende autokorrelation i de kvadrerede afkast. 

GARCH modellen er således i stand til at fange den tidsvarierende volatilitet, eftersom at autokorrelationen ikke 

udviser tegn på persistens eller mønstre. GARCH modellen eliminerer, mao. autokorrelationen i de kvadrerede 

afkast, og må derfor konkluderes at have bevist sin anvendes i afhandlingen.   

2.4 Implementering af GARCH (1,1) modellen 

I forrige eksempel blev parameterværdierne for ω, α, og β valgt arbitrært, dvs. uden nogen form for 

estimationsbasis. En populær metode til at estimere parametrene er Maximum Likelihood, som der også vil blive 

gjort brug af i dette tilfælde.  

2.4.1 Maximum Likelihood Estimation 

For at anvende GARCH-modellen til volatilitetsestimation kræves en stikprøve af n identisk og uafhængigt 

fordelte observationer, x1, x2, … xn, som antages at stamme fra en diskret fordeling. De to førstnævnte antagelser 

er her selvsagt brudte, men volatilitets forecast vha. GARCH-modellen vil forhåbentligt afhjælpe dette.  

I tilfældet hvor ovennævnte antagelser er opfyldt, er den fælles tæthedsfunktion på stikprøven (dvs. likelihood 

funktionen) indregnet som et produkt af marginale funktioner, og den maximale likelihood af parametrene, er 

således de værdier, der maksimerer likelihood. I nogle tilfælde er det muligt, at beregne MLE vha. lukkede 

formler. Dette er fx tilfældet for u og σ2, som ved at differentiere MLE funktionen giver følgende kendte 

resultater: 

 
û = x =

1

n
∑ xi  

(45) 

 

Og 

 
σ̂2 =

1

2
∑(xi − x)2 

(46) 

 

I tilfældet med optionsmodeller, som GARCH o.a. lign., er det dog sjældent muligt at udlede et lukket udtryk 
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som ovenfor. Man er derfor nødsaget til at benytte en algoritme til at approksimere værdien af parametrene, som 

indgår i ens prisfastsætningsmodel.  

I dette tilfælde benyttes en såkaldt Nelder-Mead algoritme for at finde de parameterværdier i GARCH-modellen, 

der optimerer Maximum Likelihood funktionen. Hvis x1, x2 … xn som føromtalt er identisk og uafhængigt fordelt 

efter en fordeling f(xi; θ), hvor θ beskriver en vektor af parametre, da er MLE funktionen for θ givet som 

 
θ̂MLE = arg

θ
max ∏ f(xi; θ)

n

i=1

 
(47) 

(Davidson & MacKinnon, 1993).  

2.4.2 GARCH Estimation 

Med benyttelse af MLE funktionen er det muligt at estimere parameterværdierne, der skal indsættes i GARCH-

modellen. Eksemplet med GARCH-modellen kræver dog et par enkelte justeringer til det oprindelige setup. 

På en given dag, t − 1, vil afkastet for den næste dag, t, antages at være betinget fordelt som en stokastisk 

variabel med 0 i gennemsnit og varians σt
2. Dette medfører således at Et−1[rt] = 0 og Et−1[rt

2] = σt
2, hvor 

Et−1[] betegner forventningen beregnet for tidspunkt t − 1, og at den betingede sandsynlighedsfordeling for rt er 

givet ved 

 
f(rt) =

1

√2πσt
2

exp (
−rt

2

2σt
2) 

(48) 

 

Når man antager at afkastet er uafhængigt, er den fælles tæthedsfunktion af r1, r2, … , rn indregnet som produktet 

af de marginale tætheder, givet af formlen ovenfor. Derfor kan den fælles tæthedsfunktion, dvs. likelihood 

funktionen gives som 

 
L(r1, … , rn) = ∏ f(rt) = ∏

1

√2πσt
2

exp (
−rt

2

2σt
2)

n

t=1

n

t=1

 
(49) 

 

De parameterværdier for ω, α, og β er således de værdier, der producerer den maksimale værdi af ovenstående 

funktion. For at simplificere ovenstående ligning gøre den nemmere at arbejde med benyttes i stedet den 

naturlige logaritme til likelihood funktionen, og konstanterne ignoreres: 

 
ℓ(r1, r2, … , rn) ∝ ∑ (− ln σt

2 −
rt

2

σt
2)

n

t=1

 
(50) 

 

Her står symbolet ∝ for ”proportionel” til. Når man opnår MLE estimater kan man ignorere konstanter og 

arbejde med kernen af fordelingen, dvs. f(rt) ∝
exp(−0,5

rt
2

σt
2)

σt
 , frem for tæthedsfunktionen af sandsynligheds-

fordelingen. 
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2.4.3 Langsigtet GARCH estimation 

Den langsigtede varians i GARCH (1,1) modellen er givet ved 

 σ2 =
ω

1 − α − β
 (51) 

 

Hvilket medfører, at den oprindelige formel for den kortsigtede varians nu kan skrives som den langsigtede 

varians som 

 σt
2 = σ2(1 − α − β) + αrt−1

2 + βσt−1
2  (52) 

 

For n antal dage fremad bliver GARCH variansen derfor lig med 

 σt+n
2 = σ2(1 − α − β) + αrt+n−1

2 + β2σt+n−1 (53) 

 

Hvilket medfører at 

 σt+n
2 − σ2 = α(rt+n−1 − σ2) + β(σt+n−1

2 − σ2) (54) 

 

På dag t bliver den forventede værdi af rt+n−1
2  nu Et[rt+n−1

2 ] = σt+n−1
2 . Hvis man derfor tager forventningen af 

ligningen ovenfor og gentager indsætningen opnås  

 Et[σt+n
2 − σ2] = (α + β)Et[σt+n−1

2 − σ2] (55) 

 

 (α + β)n(σt
2 − σ2) (56) 

 

Eftersom at Et[σt
2] = σt

2. 

Desuden beskrives en procedure i Hull (2006) som kan anvendes til at opnå volatilitets strukturen fra GARCH 

(1,1) modellen. Hvis man definerer V(n) = Et[σt
2] og α = −ln (α + β) kan funktionen V(n) skrives som 

 V(n) = σ2 + e−an[V(0) − σ2] (57) 

 

Imens kan den gennemsnitlige varians beregnes som 

 1

T
∫ V(u)du =

1

T
(uσ2 −

e−au

a
[V(0) − σ2]|

u=0

u=TT

u=0

 
(58) 

 
=> σ2 +

1 − e−aT

aT
[V(0) − σ2] 

(59) 

 

Hvor V(0) = σt
2 er den nuværende GARCH varians fra 52. Eftersom at (ligningen ovenfor) repræsenterer den 

gennemsnitlige daglige varians, skal den naturligvis ganges med 252 for at opnå den årlige varians: 
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σ(T)2 = 252 ∗ (σ2 +

1 − e−aT

aT
[V(0) − σ2]) 

(60) 

Heraf følger det at den årlige volatilitet blot er GARCH variansen ganget med antallet af typiske handelsdage på 

et år. Volatilitets strukturen af volatilitet, der forudsiges igennem GARCH (1,1) modellen kan anskues ved at 

plotte σ(T) imod T. Når den ’nuværende’ GARCH varians benævnt som σt+1
2  er mindre end den langsigtede 

varians σ2, vil hældningen være positiv, dvs. stigende som en funktion af tiden, T. Dette sker eftersom at den 

langsigtede varians ikke måles uendeligt og når α + β < 1, da vil den nuværende GARCH varians bevæge sig 

tilbage imod den langsigtede varians. Det vil med andre ord sige, at den nuværende varians vil stige imod den 

langsigtede varians. Det modsatte er selvsagt tilfældet, når σt+1
2 > σ2, sådan at den nuværende varians vil stige 

imod (eller ”væk fra”) den langsigtede varians og et plot af volatilitets strukturen vil dermed også have en 

negativ hældning.  

2.5 Test af GARCH komponenten 

Eftersom at de originale BS-antagelser omkring aktivets volatilitet ikke er opfyldt vil der i dette afsnit foretages 

volatilitets forecast, som skal forsøge at finde en model der bedre beskrive afkastserien for S&P 500 indekset.  

2.5.1 Test for ARCH-effekt 

Allerede i teoriafsnittet kunne det umiddelbart konkluderes, at der var heteroskedasticitet tilstede i afkastserien 

for log afkastene. For bevis herfor henvises der blot til de allerede udførte analyser og konklusioner i afsnit 1.  

For at fremsætte et konkret bevis på, at data følger en GARCH process benyttes nu en Lagrange-Multiplikator 

test, som blev opfundet af Robert Engle (Tsay, 2010).  

2.5.2 Lagrange multiplikator test 

For at sikre en helt konkret bevisføring og belæg for eksistensen af heteroskedasticitet gennemføres en Lagrange 

multiplikator test for tilstedeværelsen af betinget heteroskedasticitet på at
2 historiske lags.  

I denne test gennemføres en multipel lineær regression med 10 lags afhængige af at
2. Det er valgt at benytte 10 

lags, eftersom at 10 lags er nok til at verificere hvorvidt at en ARCH-effekt er tilstede i afkastserien på S&P500 

indekset. For at foretage selve testet benyttes et F-test, som vil evaluere nulhypotesen om at en model uden lags 

vil beskrive data ligeså godt som en lineær regression med 10 lags. Dernæst foretages en lineær regression uden 

lags, og der testes for hvorvidt, at forskellen er signifikant. 

De to hypoteser kan derfor beskrives som 

 H0 = a1 = a2 = ⋯ = a10 = 0 (61) 

 H1 ≠ a1 ≠ a2 = ⋯ ≠ a10 = 0 (62) 

 

Hvor modellen med 10 lags altså antager følgende form 

 at
2 = a0 + a1at−1

2 + ⋯ + a10at−10
2 + et, t = m + 1, … , T (63) 

 

Hvor et er fejlledet.  

Som førnævnt er testet et simpelt F-test, som det ses nedenfor 
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F =

SSR0 − SSR1
m

SSR1
T − 2m − 1

 

Hvor beslutningsreglen kan formuleres på følgende måde, at hvis F > Xm
2 (a) hvor Xm

2 (a) er den øvre 100 ∗

(1 − a) kvartil af Xm
2  (Tsay, 2010).  

Det kan nu erindres, at at = rt − ut. Det er derfor nu muligt at skabe en kolonne i R ved at benytte en anden 

datarække, der benævner log afkastet, logR, og herfra udtrække gennemsnittet for hver observation. Dvs. 

gennemsnittet beregnes som 

 
ut = gns(logR) =

1

n
∗ ∑ it

n

t=1

 
(64) 

 

Denne variable er således gennemsnittet, som vil blive benyttet i et test mod den alternative lineær regression 

uden lands. Der kan nu testes for en signifikant forklaringskraft imellem de to modeller ved anvendelse af F-

statistikken. Ud fra hvad der vides omkring de stylized facts og det forrige ACF-plot, vil det forventes at 

nulhypotesen på forkastes. Foretages beregningen i R opnås følgende resultat: 

 

Model 1: a ~ a.1 + a.2 + a.3 + a.4 + a.5 + a.6 + a.7 + a.8 + a.9 + a.10 
Model 2: a ~ 1 
Res.Df    RSS  Df Sum of Sq      F    Pr(>F) 
1   2518 37.274 
2   2528 42.199 -10   -4.9248 33.269 < 2.2e-16 *** 
--- 
Signif. codes:  0 ‘***’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 ‘ ’ 1 
 

Som det kan ses fra F-statistikken på ca. 33,3 med en ekstremt lav P-værdi (laveste P-værdi i R er 2.2e-16), er 

testen således signifikant med så godt som 100% sikkerhed.  

Fra både ACF-plottet og F-testen kan det altså nu konkluderes, at der er en ARCH-process tilstede i data, dvs. 

må forventes, at afkastserien i S&P500 generelt vil følge en GARCH process.  

2.6 GARCH (1,1) evaluering 

Da det et blev konkluderet, at der er en heteroskedastisk hukommelse i de historiske lags på variansen, kan det 

nu begrundes at benytte en GARCH (1,1) model. Til at starte med defineres modellen nu igen 

 at = rt − ut (65) 

 

Hvor  

 at = σtϵt (66) 

 

 



Casper Ehlers  15/01-2018 

En empirisk analyse af Heston og Heston-Nandi  

modellen som udvidelse til Black Scholes 

39 

 

Ydermere defineres nu igen den betingede varians som 

 σt
2 = a0 + a1at−1

2 + β1σt−1
2  (67) 

 

Før selve estimeringen begyndes kan det indskydes, at der må forventes høje værdier for a1 og β1 eftersom at det 

blev bevist, at der var historik tilstede i afkastserien ud fra ACF plottene i afsnit 2.5.  

2.6.1 Parameter estimation 

Det bør indledningsvis præciseres, at der for at beregne MLE estimaterne benyttes en længere tidsperiode fra 30. 

december 2011 tom. 6. januar 2006. Dette gøres for at udjævne eventuelle misvisende resultater for parameter 

estimaterne under perioder med væsentlig højere eller lavere markedsaktivitet. Da funktionerne til beregningerne 

alligevel er kodet ind i VBA er det manuelle beregningsarbejde stort set ikke eksisterende, hvorfor der med 

fordel kan vælges en længere estimeringsperiode.  

Til at foretage parameterestimeringen af a0, a1 og β1benyttes MLE funktionen som beskrevet i forrige afsnit, er 

kodet ind i VBA. Koden findes i bilag 3.2. For at gennemføre beregningerne benyttes følgende initiale værdigæt 

for parametrene: 

σt+1
2 = 0,000002 + 0,1 ∗ rt

2 + 0,85 ∗ σt
2 

Disse benyttes til at beregne de kvadrerede afkast, rt
2. For at beregne de individuelle log-likelihood led vha. 

formel 47 benyttes ved at anvende de dagligt kvadrerede afkast og de daglige GARCH varians estimater 

estimeret ud fra de initiale værdigæt. Tages summen af disse findes GARCH likelihood estimatet ud fra formel 

47 på i alt 11.800,78.  

Med disse resultater in mente benyttes nu Nelder-Mead algoritmen, som den kendes fra formel 47 til at beregne 

de endelige parametre. Resultaterne for parametrene ses præsenteret i tabellen nedenfor: 

GARCH 

Likelihood -11.915,20 

a0 0,0000019 

a1 0,0992 

β1 0,8928 

 

Som forventeligt adskiller MLE estimaterne sig fra de arbitrære værdier. Værdien af β1 er forholdsvist høj og 

indikerer, at det laggede variansled har den største forudsigelsesevne. Dette må generelt siges at være i tråd med 

forventningen eftersom at en ellers høj værdi for a1 ville betyde en højere vægt tillagt det enkelte første led, 

imens en høj vægt for β1 kan fortolkes som at der er en længere historik i data, hvilket også må være 

konklusionen ud fra teoriafsnittet.  

Desuden udviser MLE estimaterne en høj grad af persistens eftersom at a1 + β1 = 0,0992 + 0,8928 = 0,992. 

Persistens betegner her modellens hastighed hvormed den konvergerer tilbage imod dets langsigtede varians. I 

dette tilfælde er estimatet forholdsvist højt, hvilket er ensbetydende med en relativt langsom konvergering imod 

dets langsigtede gennemsnit, som vi også vil se om lidt. Årsagen hertil findes i modellens lange historie og er i 

tråd med tidligere fundne resultater.  
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Da modellens to parametre, a1 + β1 = 0,992 < 1 kan modellen ydermere dømmes stationær, jf. førnævnte 

diskussion i teoriafsnittets sektion 2.3.1. Eftersom at der nu er fundet en stationær model, arbejdes der videre 

med denne model til volatilitets forecastet på S&P 500 indekset.  

Alternativt kunne man også have forsøgt sig med en model med kortere historik, men det skønnes at modellen 

med lang historik er fortræffelig og en fordel, når der er bevist at være lang historik i afkastseriens volatilitet på 

S&P 500 indekset.  

2.6.2 Test af stylized facts 

Som tidligere omtalt vil jeg nu teste GARCH modellens evne til at korrigere for de stylized facts. Den første test 

er den af kurtosis, mao. Topstejlhed. Fra teoriafsnittets formel 44 har vi at kurtosis er givet som 

 
K(X) = E [

(X − μx)4

σx
4

] 
(68) 

 

Her er X − ux i vores tilfælde blot lig at
4. Indsættes formlen i Excel for og beregnes der for tidsperioden fra 30. 

december 2011 tom. 9. januar 2006 opnås en kurtosis på 7,8. Da topstejlhed for en standard normal fordeling er 

3, kan det altså udledes at afkastserien besidder ”excess” kurtosis på 7,8 − 3 = 4,8. Da modellen bl.a. er testet 

for stationaritet jf. forrige afsnit, må det altså konkluderes at den er i stand til at indarbejde den relativt høje 

kurtosis, der eksisterer i afkastserien.  

For at evaluere hvorvidt GARCH modellens varians estimater er i stand til at opfange perioder med varierende 

volatiltiet, er der nedenfor produceret en graf over alle GARCH-estimaterne 

Figur 2.2 

 

Hvis vi holder ovenstående figur 2.1 op i mod figur 1.4 produceret i teoriafsnittet, kan det ses at GARCH 

modellen er god til at opfange perioder med varierende volatilitet. Ændringen i volatilitet varierer således overtid 

som det ses i ovenstående, hvilket altså indikerer, at GARCH modellen er i stand til at opfange den betingede 

heteroskedasticitet og volatilitets-clustering effekter, som vi allerede har testet for.  

2.6.3 Volatilitets estimater og perioder med finansiel ustabilitet 

Det er interessant at teste GARCH modellen under ekstraordinære markedsforhold for at evaluere dens evne til 
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at afspejle sine forecasts i de faktiske forhold. En delanalyse vil forhåbentligt også kunne afdække årsagen til, at 

volatiliteten er særdeles høj i perioden mellem ultimo 2008 og primo 2009.  

Selve vurderingen af GARCH-modellen må bero på, hvor effektiv den er til at opfange og indarbejde ændringer i 

afkastserien som skift i volatilitets estimater. I denne sammenhæng er den førnævnte periode omkring 

finanskrisen særdeles interessant, at kigge nærmere på. For, generelt, at vurdere modellens evne til at opfange og 

modellere volatilitet er der nedenfor produceret en graf over GARCH (1,1) modellens forecast inklusiv et 95% 

konfidens interval for afkastene med anvendelse af historisk- og GARCH volatilitet 

Figur 2.3 

 

Den røde linje i grafen oven for er GARCH (1,1) modellens estimater estimeret ud fra et 95% konfidensinterval 

og den blå linje er det historiske gennemsnits 95% konfidensinterval.  

Det historiske konfidensinterval blev altså beregnet som  

Lavt historisk KI = −1,96 ∗ σH = −1,96 ∗ 1,56% = −3,05% 

Højt KI = 1,96 ∗ 1,56% = 3,05% 

For GARCH (1,1) modellen er konfidensintervallet beregnet løbende med udgangspunkt i GARCH-modellens 

forecast for tidspunkt t, dvs. ut ± 1,96 ∗ σ̂GARCH(1,1). Årsagen til at man kan benytte normalfordelingsreglen om 

at 68% falder inden for 1 standard afvigelse, 95% inden for 2 standardafvigelser og 99,7% indenfor 3 standard 

afvigelser er, at fejlledet εt er en sekvens af tilfældige normalfordelte variable med gennemsnit 0 og varians 1.  

Som det kan ses af ovenstående plot, så er GARCH modellen relativt god til at opfange perioder med relativt 

lavere og højere volatilitet. Især under finanskrisen omkring ultimo 2008, er modellen god til at opfange skiftet i 

volatilitet. Desuden er modellen også effektiv til at aftage i sin volatilitet og gradvist modellere sig tilbage imod 
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det langsigtede volatilitetsniveau efter perioder med høj markedsaktivitet. Dette er en direkte konsekvens af 

modellens stationaritet, som allerede er blevet verificeret. 

Afslutningsvis bør det også bemærkes, at 95% konfidensintervallet opfanger stort set alle ændringer i volatilitet. 

Resultatet kan være held, men kan også tilskrives en god modellering af volatilitet.  

2.6.4 Svagheder ved GARCH estimaterne 

For at belyse svagheder ved GARCH-modellen er der i dette afsnit fokuseret på en kortere tidsperiode med høj 

markedsaktivitet. Den udvalgte periode udgør 1. januar 2008 tom. 31. december 2009. Resultatet af GARCH 

(1,1) forecastet ses for denne periode i grafen nedenfor 

Figur 2.4 

 

I ovenstående graf er det tydeligt, at når der sker shocks i volatiliteten er GARCH (1,1) modellen en tand for 

langsom til at reagere på det nye volatilitetsniveau. Ved skift i volatiliteten, fx omkring september og oktober i 

2008, er modellen længere tid om at vende sig til det nye volatilitetsniveau, mens de efterfølgende estimater med 

en høj historik tager for lang tid for igen at aftage i sit niveau. Sidstnævnte effekt skyldes modellens relativt høje 

grad af persistens.  

Modellens effektivitet afhænger af, hvilken tidsperiode og type data man ønsker at forecaste sin volatilitet på. I 

dette tilfælde er der dog også tale om periode med ekstraordinært høj volatilitet, som følge af den største krise 

igennem 100 år, så modellens svagheder kan ikke siges at være signifikante. Det er dog relevant at foretage sig 

yderligere overvejelser omkring modelvalg, hvis man ønsker at forecaste volatilitet på aktiver med en høj grad af 

shocks til volatiliteten.  

2.7 Historisk vurdering af GARCH (1,1) modellen 

GARCH (1,1) modellen er signifikant med en høj grad af persistens. Modellen er tilmed stationær, hvilket altså 

indikerer at modellen bevæger sig imod det langsigtede niveau for den ubetingede varians over tid. GARCH 

(1,1) modellen opsamler og korrigerer for alle de signifikante stylized facts introduceret i teorisektionen. Den 
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fanger altså volatilitets clusters og autokorrelations effekter i data.  

Afslutningsvis må det dog også bemærkes, at modellen ikke er særligt effektiv til at opfange større ændringer i 

volatiltiet på grund af dens høje grad af persistens. Når der sker store ændringer i volatiliteten bevæger modellen 

sig langsomt op imod det nye niveau for variansen efterfulgt af en langsom korrigering, som følgende af MLE 

estimaterne, der gav modellen en høj grad af persistens.  

Alt i alt er der tale om en god model, når man inkorporerer lange tidsperioder i sine forecasts, og når antallet af 

større shocks til volatiliteten ikke er talrige.  

2.8 Forecast med GARCH modellen 

Da Heston-Nandi GARCH modellen i sidste ende skal benyttes til prisfastsætte optioner frem i tid, er det 

naturligvis også nødvendigt at vurdere GARCH modellens evne til at forecaste/forudsige det fremtidige 

volatilitetsniveau.  

For at vurdere dette sammenholdes GARCH (1,1) modellens forecast med den observerede varians, som man 

kan finde på indekset. Den ”observerede” varians defineres her som værende det første lag af variansen, dvs. 

 σt−1
2 = (rt − ut)2 (69) 

 

Den observerede varians er således lig den kvadrerede forskel mellem det forventede afkast og det observerede 

afkast. Det vurderes ikke, at man kan komme tætte på den observerede varians, idet at den beregnes på samme 

måde som den faktiske varians med undtagelse af et stokastisk fejlled, ϵt. I samme vending bør det også nævnes, 

at der benyttes det første lag af variansen til at beregne den realiserede varians. 

I første omgang tages udgangspunkt i et simpelt kort-periodes forecast, forstået på den måde at man arbejder 

med kort historik til at forudsige sine data. Analysen gennemføres for at få indblik i, hvor stor en historik, der er 

nødvendig for at producere sigende resultater.  

2.8.1 Kort-periode GARCH forecast 

For at foretage forecasts over korte perioder erindres formlen, som i tilfældet med 1-periode forecastet 

formuleres som 

 σt+1
2 = a0 + α1αt

2 + β1σt
2 (70) 

 

Samtidigt kan forecastet x perioder fremad beskrives ud fra den generelle formel 

 σt
2(x) = α0 + (α1 + β1)σt

2(x − 1), x > 1 (71) 

 

For at anskue hvordan modellen opfører sig under forecast, vælges til at begynde med en lidt længere periode 

med 505 forecasts begyndende fra første handelsdag i 2015, d. 2. januar til og med første handelsdag i 2017, d. 

3. januar. Ved at benytte en lang forecast periode er det muligt at observere hvordan modellen konvergerer over 

tid. Eftersom at modellen er bevist stationær, forventes det at modellens varians vil konvergere imod den 

ubetingede GARCH varians.  
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Hvis modellen ikke var stationær, dvs. α + β1 > 1, ville modellens estimat konvergere imod et ukendt niveau 

væk fra stikprøvevariansen. Desuden vil en lang forecast periode give en indikation af hvor vedholdende 

modellen er, når man bevæger sig væk fra tidspunkt t0, og dermed også længere væk fra stikprøven.  

Modellen med 505 forudsigelser beregnes vha. R på samme måde som konfidensintervallet i GARCH (1,1) 

modellen beregnes, dvs. 

 u ± 1,96σ̂xG (72) 

 

Det er desuden vigtigt at påpege, at når vi bevæger os længere væk fra t0, vil modellen ikke have nogen 

observationer af αt−1 at basere dets forudsigelser på, og vil i højere grad afhænge af den ubetingede GARCH 

varians, eftersom at modellen konvergerer imod gennemsnittet, som et resultat af dens stationaritet. Til at 

generere plottet er R benyttet, se linje 57-69. 

Figur 2.5 

 

Som det fremgår af ovenstående figur udviser modellen i sit første forecast en relativt høj grad af vedholdenhed, 

når modellen begynder sine første forecasts. Modellen kan ydermere siges at konvergere relativt langsomt imod 

den ubetingede GARCH varians og bliver i det niveau, efter ca. 1 år. Dette er konsistent med teorien omkring 

finansielle data, som har tendens til at besidde en høj grad af historik i sin nuværende og fremtidige udvikling 

forstået som fx autokorrelation for kvadrerede afkast.  

Af ovenstående kan det dog også udledes, at modellen konvergerer og mindre data benyttes til at beregne 

estimatet i GARCH modellen. Dermed vil GARCH modellens forudsigelse omkring den fremtidige volatilitet, 

efter ca. 1 år, være lige så godt som den historiske volatilitet estimeret ud fra Black Scholes modellen. 

Eftersom at modellens estimater stabiliserer sig efter ca. 1 år, er det altså nødvendigt at inddrage andre parametre 

eller støre historik i sine forudsigelser omkring volatilitet. Dette kunne fx være makroøkonomiske begivenheder 

så som kommende folkeafstemninger om finansielt politiske forhold, der kunne tænkes at influere på det 

generelle volatilitetsniveau.  
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I den kommende sektion vil analysen vurdere GARCH (1,1) modellens evne til at forecaste enkelte dage og flere 

perioder frem i tid. Undersøgelsen er interessant, da man som investor/spekulant i en call option vil have en stor 

interesse i, at kunne forudsige det fremtidige volatilitetsniveau så langt som muligt frem i tiden.  

2.8.2 Enkelt og flerperiodes forecasts vha. GARCH (1,1) 

Eftersom at data følger en GARCH process, forventes det at modellen også vil give et godt estimat på 

volatiliteten mere end 1 dag forud.  

Det forventes igen, at estimatet vil blive værre, desto længere væk man bevæger sig fra tidspunkt t=0, hvor færre 

gældende observationer benyttes til betragtningen.  

I R programmeres konfidensintervaller for 1, 7, 30 og 100 dages forecast intervaller. Den benyttede tidsperiode 

er den samme som den anvendt for forrige analyse. Modellen estimeres ved at forecaste x antal dage forud, 

hvorefter den fra tidspunkt x igen forecaster x dage forud, dvs. modellen ruller sig selv fremad med størrelsen på 

sin oprindelige forecast længde. Eftersom at modellen ruller sig fremad i tid er det besluttet også at genestimere 

de oprindelige GARCH (1,1) parametre ved hver estimation.  

Modellen gentager efterfølgende denne øvelse over en forecast længde på 505 perioder, dvs. der benyttes samme 

periode som i forrige sektion. Ved at gentage estimationen af parametrene ved hvert nyt forecast kompromitteres 

der ikke på den tilgængelige information. Det er selvsagt langt mere hensigtsmæssigt, at benytte en 

programmeringspakke som R til at løse denne opgave.  

Et eksempel herpå er forecastet på 30 dage, hvor information på tidspunkt t0 benyttes og et estimat for tidspunkt 

t30 opnås. På tidspunkt t1 foretages den nøjagtigt samme estimation og der opnås et estimat på volatiliteten for 

tidspunkt t31.  

Resultat af disse estimeringer ses i figuren nedenfor og er fundet ved igennem R linje 107-152. 

Figur 2.6 

 

Den grønne farve viser 1-dages forecastet, den røde viser 7 dages forecastet, den blå viser 30 dages forecastet og 

til sidst viser den lyseblå farve 100 dages forecastet.  

Eftersom at forecast perioden begynder 2. januar 2015 er den første observation 3. januar 2015, som er lig t1 for 

1 dags forecastet, en enkelt periode fremad. Ved at sammenligne i hvor høj grad de observerede 95% 

konfidensintervaller for forecasts på volatiliteten afspejler den sande (observerede) volatilitet er det muligt, at 

vurdere GARCH (1,1) modellens evne til at forudsige volatilitet. Såfremt at forudsigelserne er præcise burde de, 
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i hvert fald teoretisk set, fange 95% af al volatiltiet i den forecastede periode fra 2. januar 2015 til og med 3. 

januar 2017. Dette ser også umiddelbart ud til at være tilfældet ved en simpel inspektion af figur 2.6 ovenfor. 

Årsagen hertil behøver dog ikke absolut at være en god model, men kan i stedet skyldes en forholdsvis stabil 

periode. Ikke desto mindre kan der dog observeres store forskelle i de observerede forecast estimater, hvis der 

tages et nærmere kig.  

Enkeltdages estimatet, repræsenteret ved den grønne linje, ligger forholdsvist pænt omkring den empiriske 

volatilitet og fanger tilnærmelsesvist omkring 95% af al variation i afkastserien. Man kunne derfor foranlediges 

til at tro at dette er ensbetydende med en god forecastmodel. Dette samme gør sig nemlig også gældende for 100-

dages forecastet, repræsenteret ved den lyseblå linje, der dog over hele perioden har en tendens til at overvurdere 

den sande volatilitet. Konfidensintervallet er mao. For bredt ift. Den sande variation i afkastfordelingen. Dette 

skyldes at i 100 dages forecastet har den ubetingede varians en langt større vægt tildelt tidligere tilgængelig 

information. I teorien burde modellen fange omkring 95% af variationen, men ender således med at fange stort 

set al variation.  

Dette fører således til konklusionen om at det korte periode forecast har for lidt hukommelse og derfor ender 

med at give et for ukonkret prædiktions interval. Det besluttes derfor, i stedet, at forecaste GARCH (1,1) 

modellen med en længere forecast periode.  

2.8.3 Lang-periode GARCH forecast 

Der foretages nu samme analyse, men for en længere tidsperiode, hvor der også sker unormalt høje udsving i 

variansen. Der er selvfølgelig tale om perioden før, under og en rum tid efter finanskrisens indtog i ultimo 2008. 

Da GARCH (1,1) modellen, som tidligere konkluderet, kræver en stor mængde af historisk data tages 

udgangspunkt i data helt tilbage fra oktober 2006, hvorefter at forecasts begynder. Perioden heromkring fanger 

også den store volatilitet under den finansielle krise, men ved at starte i 2006 opnås der data til også at gøre MLE 

estimaterne stationære. Det bør igen påpeges, at MLE estimaterne foretages for hver enkelt periode, hvilket altså 

har krævet anvendelse af R for at udføre sådanne beregninger. 

Der er igen foretaget forecasts over 1, 7, 30 og 100 dages intervaller. Resultatet heraf ses i figur 2.7 Se R-kode 

156-201.  

Figur 2.7 
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Igen repræsenterer den grønne linje 1 dags forecastet, den røde linje 7 dages forecastet, 30 dages forecastet den 

mørkeblå og til sidst repræsenterer den lyseblå linje 100 dages forecastet.  

Med en længere forecast periode under en periode med høj finansiel usikkerhed er det nemmere at få et indtryk 

af adfærden i de forskellige forecast intervaller. 1 dages forecastet fanger fortsat en stor del af den samlede 

variation og lægger sig faktisk ganske tæt omkring den sande volatilitet, selv under perioder med høj finansiel 

usikkerhed. 1 dags forecastet er også god til at korrigere tilbage mod den ubetingede varians, når perioder med 

høj finansiel usikkerhed er ovre igen. 

Den simple konklusion på resultatet er, at 1 dags forecastet er forbundet med langt lavere usikkerhed relativt til 

fx 100 dages forecastet. Da man i praksis sjældent er interesseret i at vurdere volatiliteten en enkelt dag frem er 

det mere relevant, at vurdere GARCH (1,1) modellens evne til at foretage 100 dages forecasts. 

100 dages forecastet fanger stort set al volatiltiet, på nær et par enkelte perioder med ekstreme udsving. Man 

kunne også argumentere for at forecastet er for konservativt, da det i flere tilfælde har en tendens til at 

overvurdere den sande volatilitet. Dette afspejles i at den lyseblå linje, under en længere periode, lægger sig som 

et bånd ude over den sande volatilitet med en for stor margin, og fanger dermed omtrent 100% af al variation. 

I figur 2.8 ses et isoleret plot af 30 dages forecastet, der umiddelbart ser ud til at være det forecast, der passer 

bedst til den observerede volatilitet. 

Figur 2.8 

 

Som det ses af plottet ovenfor ligger forecastet pænt omkring den sande volatilitet. Det er hurtigt til at korrigere 

for skift i volatiliteten, såvel som det også er effektivt nok til at korrigere tilbage igen mod den langsigtede 

varians, når volatiliteten falder igen. 

Det kommer dog ikke som den store overraskelse at disse forecasts generelt performer godt set i lyset af, at 

S&P500 indekset også følger en ARCH-process. Indekset besidder en stor del af de finansielle karakteristika, 

som GARCH (1, 1) modellen er ment til at tage hånd omkring. 



Casper Ehlers  15/01-2018 

En empirisk analyse af Heston og Heston-Nandi  

modellen som udvidelse til Black Scholes 

48 

 

2.8.4 Delkonklusion på GARCH forecasts 

GARCH (1, 1) modellen udviser en høj grad af persistens under forecasts. Eftersom at modellen konvergerer 

imod den ubetingede varians, dvs. den er stationær, er den pr. definition anvendelig som forecastmodel. 

Modellen har dog også en høj grad af vedholdenhed og tager ca. 1 år for at konvergere imod den ubetingede 

varians. Dette er dog i tråd med de stylized facts, og kommer derfor ikke som nogen større overraskelse.  

GARCH (1, 1) modellen performer naturligvis bedst, når den skal forudsige volatiliteten over en kortere periode. 

Modellen performer dog godt helt op til et 30 dages forecast frem i tid. Når volatiliteten skal forudsiges mere end 

30 dage forud, fx 100 dage, må det i stedet anbefales at inkorporere mulige effekter af fremtidige hændelser, som 

de kendes allerede i dag.  

2.9 Heston modellen og dets praktiske anvendelse 

I teoriafsnittets sektion 1.2.2 så vi helt præcist hvordan den empiriske lognormalfordeling for S&P 500 indeks’et 

fordelte sig relativt til en teoretisk lognormalfordeling. Fordelingen udviste tegn på en anelse skævhed, med en 

tilhørende markant topstejlhed. Ud fra de empiriske undersøgelser giver det derfor ikke umiddelbart mening, at 

approksimere lognormal afkastet på indekset som en standard lognormal fordeling under en prisfastsætning. 

Således introduceres derfor nu Heston modellen.  

Under Heston modellen er det muligt at lade den logaritmiske pris på indekset, ln(SS&P500), udvise skævhed og 

topstejlhed ved manipulering af parametrene i Heston modellen, hvis indhold refereres tilbage til sektion 2.1. I 

den følgende sektion undersøges det derfor hvordan korrelationsparameteren, ρ og variansens volatilitet, σ kan 

influere på den logaritmiske afkastfordeling. Flere af de producerede figurer antager samme form som de 

originale figurer produceret i den oprindelige publikation af Heston (Heston, 1993). Formålet er at belyse, 

hvilken effekt parametrene i Heston modellen, isoleret set, vil få på den empiriske lognormale afkastfordeling.  

2.9.1 Korrelation og variansens volatilitet 

I dette afsnit undersøges det hvordan de to parametre i Heston modellen, ρ og σ, introduceret i afsnit 2.1, kan 

benyttes til at gøre den empiriske lognormalfordeling teoretisk ækvivalent.  

Korrelationsparameteren, ρ, kontrollerer skævheden i fordelingen af ln ST. Korrelationen referer her til 

volatilitetens korrelation med kursudviklingen for aktivet udtrykt i formel 26. Uden at benytte en isoleret 

betragtning bør det være åbenlyst, at positiv korrelation, som udgangspunkt vil føre til tykkere haler i højre side 

af afkastfordelingen. Derimod vil en negativ korrelation, alt andet lige, føre til en fortætning af fordelingens 

venstre hale, når man anskuer en normalfordelings kurve.  

For at visualisere Heston parameterens effekt på den empiriske afkastfordeling, er der i følgende figur udarbejdet 

et eksempel på hvordan fordelingen lægger sig ved to forskellige værdier af ρ.  

Som det ses af figur 2.9 er der benyttet to relativt ekstreme værdier for korrelationen imellem volatilitet og 

kursudvikling, netop intervallet p[−0,75;  0,75]. De resterende parametre er udvalgt til v0 = 0,01, κ = 2, θ =

0,01, λ = 0, og σ = 0,1. For at finde logaritmen til aktiekursen ved udløbstidspunktet er det nødvendigt at 

invertere formel 31. For at gøre dette er der i VBA produceret en funktion, der beregner den resulterende 

aktiekurs ud. Koden findes i bilag 3.3.  
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Den producerede figur har samme søger at forklare det samme som den oprindelige figur produceret i Hestons 

figur 1, i orden originale 1993 artikel. Som det ses af figur 2.9, er positiv korrelation ensbetydende med en øget 

varians, når aktiekursen stiger. Dette medfører en federe hale i højre side af fordelingen. Det modsatte gør sig 

gældende for den negative korrelation.  

Figur 2.9 

 

Det er også muligt at drage sammenhæng imellem korrelationsparameteren og den føromtalte leverage effekt. 

Som det også kan ses i figur X, er venstre hale for tilfældet med ρ = −0,75 langt federe end dens højre hale. 

Korrelationsparameteren har således en ikke-symmetrisk effekt på afkastfordelingen. Når skævheden, som her 

ændrer sig, vil den implicitte volatilitet ligeledes også ændre sig. Ved at gøre korrelationsparameteren positiv, er 

det derfor muligt at afhjælpe en del af den modelleringsfejl, som kan observeres i figur X. Dette skyldes ganske 

enkelt, at ρ > 0 fører til en større sandsynlighed for højere absolutte aktiekurser ved udløb. Med en større 

sandsynlighed for en given kurs’ udfald følger en højere implicit volatilitet.  

De empiriske undersøgelser peger også på at en forøgelse af volatiliteten fører til et fald i kursen på det 

underliggende aktiv (Bakshi, Cao og Chen, 1997). Dette er, alt andet lige, et udtryk for at volatilitet og aktiekurs 

er negativt korrelerede med hinanden.  

Ved brug af samme metode er der i figur 2.10 også fremsat en grafisk afbildning af, hvilken effekt variansen af 

volatilitet, σ har på den empiriske fordeling.  

For at producere udsvingene i de resulterende aktiekurser, er der benyttet de samme parametre som til at 

producere figur 2.9.  

Det er nu igen tydeligt, at variansens volatilitet bestemmer topstejlheden i den empiriske afkastfordeling, mens 

korrelationen bestemmer skævheden. Af ovenstående fremgår det også at hvis variansens volatilitet, σ = 0, vil 

volatiliteten være deterministisk eftersom at der ganges 0 på det stokastiske led i variansens proces udtrykt i 
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formel 27. Når σ gøres positiv tillader Heston modellen en stokastisk udvikling for den langsigtede volatilitet, 

dvs. √θ. Hvis volatiliteten tillades at være stokastisk øger man muligheden for større kursudsving, hvilket fører 

til en højere volatilitet. Den højere volatilitet resulterer følgelig i federe haler for afkastfordelingen, hvilket også 

kan udledes af figur 2.10, hvor tætheden af halerne er en positiv funktion af σ. De federe haler fører samtidigt til 

en højere topstejlhed for fordelingen, hvilket også tydeligt fremgår af figuren.  

Figur 2.10 

 

Af figur 2.10 fremgår det da, at desto større værdier af σ desto større er sandsynligheden for, at det målte aktiv 

vil udvise høj volatilitet. Dette fører til federe haler i afkastfordelingen eftersom at det målte aktiv vil være mere 

tilbøjelig til at udvise højere kursudsving. Årsagen til at der observeres en større topstejlhed skal findes i, at den 

øgede volatilitet øger sandsynligheden for ekstreme og ’neutrale’ udfald. Sandsynligheden for moderate udfald i 

slutkursen sænkes dermed, når σ → ∞, og sandsynligheden for slutkurser i området omkring strike øges.  

2.9.2 Delkonklusion på parametereffekterne 

Heston parametrene gør det muligt at arbejde med afkastfordelingens sande karakteristika. Helt specifikt er det 

introduktionen af de to Wiener processer udtrykt i formel 26 og 27, der gør det muligt at inkorporere leverage 

effekten vha. korrelationsparameteren. ρ ændrer ikke blot skævheden, men også den implicitte volatilitets 

overflade, som vi vil se senere. Derudover gør variansparameteren, σ, det muligt at ændre på fordelingens 

topstejlhed. Introduktionen af begge parametre må siges at være en væsentlig forbedring, når man anskuer de 

problemstillinger, som de empiriske undersøgelser for finansielle afkastserier pegede på i det indledende 

teoriafsnit. Heston modellen muliggør derfor en mere realistisk modellering af egenskaberne for det 

underliggende aktiv.  
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2.10 Heston modellens parametre til prisfastsætning 

I dette afsnit undersøges effekten af de to parametre, ρ og σ, på prisfastsætningen af optioner, relativt til den 

klassiske Black Scholes model. Helt specifikt er det valgt at undersøge parametrenes effekt på Europæiske call 

optioner. For at beregne priser på optionerne benyttes følgende parametre analogt til dem, der blev valgt i den 

oprindelige Heston 1993 publikation. Parametrene ses i nedenstående tabel 2.1: 

Tabel 2.1 

 

I forrige afsnit så vi hvordan ρ påvirkede fordelingen af aktiekurserne ved udløb. Når ρ > 0 var skævheden i 

fordelingen af ln ST positiv, hvilket betød at fordelingen fik en federe hale i højre side. For optioner har det den 

indvirkning at out-of-the-money (OTM) call optioner prisfastsat med Heston vil være relativt dyrere end BS’, 

når der modelleres med en værdi for ρ > 0 i Heston modellen. Dette skyldes ganske enkelt at deres strike kurs 

ligger i højre ende af lognormalfordelingen, og at sandsynligheden for højere slutkurser øges med ρ. Omvendt 

har in the money (ITM) call optioner en strike kurs, der ligger i venstre hale. Når ρ → ∞, vil der derfor blive 

pålagt mindre vægt på denne hale, hvilket altså fører til en lavere pris ved Heston modellering, relativt til den 

klassiske BS-formel.  

Nødvendigvis vil det modsatte derfor gøre sig gældende, når ρ < 0 hvilket altså vil gøre skævheden af 

ln ST negativ. Resultaterne kan opsummeres i tabel 2.2 

Tabel 2.2 

 

For at give en uddybende forklaring på fænomenet i tabel 2.2 er der i figur 2.11 produceret en grafisk afbildning, 

der viser prisforskellen imellem en optionspris beregnet med Heston og Black-Scholes. Der tages følgelig 

udgangspunkt i parametrene fra tabel 2.1.  

I figur 2.11 vises forskellen (som CHS − CBS) imellem optionspriser produceret ved to forskellige 

parameterværdier for ρ[−0,75; 0,75]. I figuren fremgår det nu tydeligt hvordan Heston modellen producerer 

højere optionspriser for OTM optioner og lavere priser for ITM optioner, når ρ > 0. At man observerer højere 

optionspriser for OTM optioner skyldes ganske enkelt, at fordelingen ln ST gøres højreskæv, når parameteren ρ 

er positiv. Dette medfører, alt andet lige, en øget sandsynlighed for en højere slutkurs.  



Casper Ehlers  15/01-2018 

En empirisk analyse af Heston og Heston-Nandi  

modellen som udvidelse til Black Scholes 

52 

 

Af figuren er det også muligt at drage inferens om optionspriser, når ρ < 0. Her er optionsprisen højere i Heston 

modellen for ITM optioner og lavere for OTM optioner. Dette skyldes at sandsynligheden for, at optionen ender 

i det lave ITM niveau er højere i Heston modellen, hvilket igen skyldes at tykkelsen af venstre hale øges, når 𝜌 

bliver negativ. Der er dermed en større sandsynlighed for at optionen har en værdi i Heston modellen. Derimod 

gælder det for de høje strike kurser, at BS-modellen har den største sandsynlighed for at give et afkast, hvilket 

også resulterer i en højere pris for optionen.  

 

Figur 2.11 

 

Ved at tage udgangspunkt i samme parametre til at producere figur 2.9, foretages nu samme analyse for 

parameteren σ. For at analysere effekten på optionspriser, er der i figur 2.12 fremsat en grafisk afbildning af 

prisforskellen imellem Heston og BS prisen, når σ varieres.  
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Figur 2.12 

 

Af ovenstående figur 2.12 fremgår det tydeligt at prisen for ITM og OTM optioner er højest i Heston modellen, 

når σ forøges. Som vi så tidligere førte en højere værdi af σ til federe haler, hvilket altså også medfører, at ITM 

og OTM optioner, prisfastsat ud fra Heston modellen vil blive vurderet højere, relativt til BS modellen. 

For ATM optioner må det modsatte dog siges at være gældende. Her er den beregnede optionspris lavere, når 

den produceres vha. Heston modellen. Det ses ydermere, at prisforskellen imellem de to modeller øges markant, 

når σ forøges. Det må også bemærkes, at en 100% forøgelse også er relativ stor, men at forøgelsen modsvares af 

en prisforskel på mere end 300% er dog værd at bide mærke i. Årsagen til de lave kurser ved Heston modellen 

er, at sandsynligheden for ’gennemsnitlige’ slutkurser sænkes, når σ forøges.  

2.10.1 Delkonklusion på prisfastsætningsevnerne 

I dette afsnit har jeg diskuteret hvordan Heston modellen kan påvirke skævheden og topstejlheden, hvilket begge 

udvist problematikker, når blev holdt op imod den empiriske afkastfordeling. Skævheden påvirkes igennem 

korrelationsparameteren, ρ, og topstejlheden påvirkes igennem σ, der bestemmer variansens volatilitet. De to 

parametre har såvel en signifikant effekt på afkastfordelingen og de resulterende optionspriser, der produceres 

vha. Heston modellen. De i afsnittet omtalte effekter vil hjælpe til at beskrive Heston modellens indvirkning på 

den implicitte volatilitet i det kommende afsnit.  

2.11 Heston modellens parametre under implicit volatilitet 

Endnu en fordel ved Heston modellen opstår ved dens evne til at inkorporere smil eller skews i den implicitte 

volatilitet for optionspriser. Når den implicitte volatilitet plottes som en funktion af strike, er det i Heston 

modellen dens parametre, der bestemmer den endelige form. For at understøtte mine analyser har jeg produceret 

grafiske afbildninger, hvis parametre er lig dem præsenteret i tabel 2.1.  

Korrelationsparameteren bestemmer retningen af hældningen på den implicitte volatilitet, når den plottes over 

tid. Når ρ > 0 vil hældningen være positiv, mens for ρ < 0 vil hældningen derimod være negativ. For at 
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illustrere dette er der i figur 2.13 udarbejdet en figur, der viser de forskellige retninger på volatilitets skew’et for 

udvalgte værdier af ρ. 

Figur 2.13 

 

I ovenstående er der benyttet strike satser i intervallet 95 til 110 for fiktive optioner, men konklusionen er den 

samme – ρ bestemmer hældningen på den implicitte volatilitet. Som vi kan se i ovenstående fører en negativ 

værdi af ρ til en negativ hældning. Med de oprindelige resultater fra det implicitte volatilitetsplot in mente, må 

det derfor forventes at Heston parameteren også vil være negativ, når parametrene skal estimeres for den 

egentlige prisfastsætning.  

Når man derimod ændrer på værdien af σ ændrer man på krumningen af den implicitte volatilitet. Dette er 

illustreret i figur 2.14, hvor ρ er sat til 0.  

Til sidst er der foretaget samme analyse for κ, θ og ν0, der alle tre kontrollerer niveauet af smilet, når værdierne 

manipuleres for forskellige strike kurser. Resultatet fremgår i de følgende tre figurer. Det kan ses af figur 2.14, at 

κ også til en vis grad bestemmer krumningen af den implicitte volatilitet. Desto større værdi af κ, des fladere 

bliver krumningen på den implicitte volatilitet.  
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Figur 2.14 
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Figur 2.15 
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Figur 2.16 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figur 2.17 
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3. Empirisk sammenligning af optionsmodellerne 
Formålet i dette afsnit er at give empirisk analyse af, hvordan Black Scholes, den oprindelige Heston samt 

Heston-Nandi GARCH modellen opfører sig i et prisfastsætnings perspektiv. Resultatet heraf skulle gerne være 

en afdækning af Heston og Heston-Nandi modellens bidrag til den empiriske prisfastsætning af optioner. Som 

benchmark benyttes markedspriser på optioner med S&P 500 som det underliggende aktiv. De 3 modellers bud 

på den korrekte optionspris vil derfor blive holdt op imod indekset, mhp. at foretage en retfærdig vurdering af 

modellernes evne til at ’ramme rigtigt’.  

3.1 Kalibrering af Heston modellen 

I dette afsnit fokuseres på kalibreringen af de to Heston modellers parametre. Heldigvis er metoden til 

kalibrering den samme for både Heston og Heston-Nandi modellen, om end sidstnævnte kræver en mindre 

viderebehandling, før det er muligt at opnå et lukket udtryk for optionsprisen. Da Heston-Nandi modellen bygger 

ovenpå Heston kalibreringen, med tilføjelse af dens udvidelse til volatilitet, udskydes dens behandling til afsnit 

3.1.2.  

Indtil nu er Heston modellens parametre taget som givet. Før det er muligt at gennemføre en 

performancesammenligning er det derfor nødvendigt at gennemgå hvordan selve modellens parametre kalibreres 

til den tilgængelige data. 

Først præsenteres den mest benyttes metode til kalibreringsproblemet, tabsfunktionen. Tabsfunktionen 

minimerer forskellen imellem markeds- og modelpris, dvs. funktionen finder de parameterværdier, der giver den 

mindste forskel imellem de to priser. For at finde denne forskel skal der benyttes en algoritme, nøjagtigt som til 

estimeringen af den implicitte volatilitet. Hvor det førhen var muligt med en Newton-Raphson algoritme 

introduceres her en Nelder & Mead (Nelder & Mead, 1965) algoritme.  

Igennem hele afsnittet benævner vektoren Θ Heston parametrene, og Θ̂ benævner modelestimaterne af 

parametrene.  

3.1.1 Parameterestimering ved tabsfunktionen 

Som sagt er den mest populære metode til parameterestimering benyttelsen af en tabsfunktion. Som alternativ til 

minimeringen af markeds- og modelpriser, kan man også benytte implicit volatilitet. Da der dog, i bilag 1, er 

rigeligt med tilgængeligt materiale omhandlende markedspriser benyttes disse.  

Parameterestimaterne, Θ̂, er her de værdier der producerer den mindste forskel i tabsfunktionen, hvilket også er 

ensbetydende med at modelprisen er så tæt på markedsprisen, som muligt. I denne tabsfunktion (og kalibrering) 

er det dog nødvendigt, at indføre følgende restriktioner på Heston parametrene 

 κ > 0, θ > 0, σ > 0, v0 > 0, ρϵ[−1, +1] (73) 

 

Uden ovenstående restriktioner, ville modellens volatilitets estimation gå mod 0, hvilket naturligvis ikke giver 

mening i en optionsteoretisk sammenhæng. Da vi benytter markedspriser som benchmark, bør det også pointeres 

at de producerede parametre vil være såkaldt risikoneutrale Heston parametre.  

For at opstille en tabsfunktion kræves blot en simpel definition af løbetider (NT, τi(t = 1, … , NT) og strike satser 

(Kκ(k = 1, … , Nκ). For hver kombination af løbetid og strike (τ, Kκ) haves der dermed også en markedspris 
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C(τt, Kκ) = Ctκ hvortil der også skal følge et estimat af modelpriser C(τt, Kκ; Θ) = Ctk
Θ , som dannes ved hjælp af 

Heston modellen. Til hver enkelt option er det også muligt, at tildele en vægt wk.  

I praksis benyttes ofte flere forskellige tabsfunktioner, da deres modelleringsevner kan afhænge af optionens 

moneyness. Af denne grund benyttes der både MSE og RMSE tabsfunktioner i dette afsnit.  

MSE er et engelsk udtryk for ’mean error sum of squares’, dvs. gennemsnittet af de kvadrerede fejl på 

tabsfunktionen, der defineres som minimum af 

 1

N
∑ wtk

t,k

(Ctk − Ctk
Θ )

2
 

(74) 

 

Med hensyn til Heston parametrene, Θ, og hvor N er antallet af kombinationer. Den anden mulighed er RMSE, 

der står for ’relative mean square error’, som opnår sine parameterestimater igennem tabsfunktionen 

 1

N
∑ wtk

t,k

(Ctk − Ctk
Θ )

2

Ctk
 

(75) 

Og nu til tabsfunktionernes ulemper. 

En velkendt modelleringsfejl ved MSE er dog, at optioner med kort løbetid, der i forvejen er deep out of the 

money, bidrager meget lidt til summen af de kvadrerede fejl. Modsætningsvist vil optioner med lang løbetid, 

som er in the money, blive modelleret bedre, men på bekostning af de andre optioner. En mulig løsning er, at øge 

vægtningen på de kortsigtede optioner, sådan at der i gennemsnit opnås et mere ligeligt fordelt parameterestimat. 

En anden løsning er, udelukkende at benytte in the money optioner, hvis formålet er prisfastsætning af en option 

med sådanne karakteristika. 

Ved anvendelsen af RMSE opstår også vanskeligheder, i det at den modsatte effekt optræder. Årsagen skyldes 

tilstedeværelsen af Ctk i nævneren, hvilket medfører at optioner med lav markedsværdi vil få en for stor 

indflydelse på summen, relativt til hvad de burde givet deres indflydelse. Igen er et muligt løsningsforslag at 

justere vægtene efter markedsandel, om end det i praksis ofte vil være en subjektiv vurdering af hele markedet, 

der benyttes.  

Der eksisterer følgelig et væld af andre muligheder for tabsfunktioner, men der er ikke opnået nogen konsensus 

om hvilke der skulle være de bedste. Christoffersen og Jacobs påpeger dog, at man bør benytte den samme 

tabsfunktion til såvel parameterestimation som evaluering af modelfit (Christoffersen & Jacobs, 2004).  

Med udgangspunkt i de to tabsfunktioner, er det nu nødvendigt med en introduktion af Nealder-Mead 

algoritmen, der skal forklare hvordan tabsfunktionerne omskrives til en algoritme.   

3.1.2 Nealder-Mead algoritme 

Nealder Mead algoritmen kan anvendes til at finde et globalt minimum i en objektfunktion f(x): ℝn → ℝ. For at 

køre algoritmen kræves der et sæt af n + 1 initialværdier, som hver er en del af en vektor med størrelsen n. Efter 

hvert forsøg/iteration erstatter algoritmen den vektor, der producerer den værste værdi (i denne henseende den 

største værdi) af objektfunktionen, f(x) (Dréo m.fl., 2009).  
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I praksis kræver algoritmen dog indarbejdelse af 6 skridt, der skal sikre at algoritmen ikke går imod en forkert 

retning.  

1. Skridt: initiering 

Til at starte med defineres de n + 1 parametre, der skal indgå i vektoren som x0, x1, … , xn. Disse skal rangeres 

efter objektfunktionen 

 f(x0) ≤ f(x1) ≤ ⋯ ≤ f(xn−1) ≤ f(xn) (76) 

 

Ved denne opskrivning er x0 således det bedste punkt da det har den laveste værdi i objektfunktionen. 𝑥𝑛 er 

dermed det værste punkt. Dernæst beregnes gennemsnittet x = (x0 + x1 + ⋯ + xn−1)/n, hvor det bemærkes at 

xn, det værste punkt, er ekskluderet.   

2. Skridt: reflektionsreglen 

Refleksions punktet defineres og beregnes som 

 xr = x + ρ(x − xn) (77) 

 

Her gælder at hvis f(x1) ≤ f(xr) ≤ f(xn), da erstattes xn med refleksions punkt xr og der fortsættes til det næste 

forsøg, dvs. første skridt gentages. Hvis refleksionsreglen ikke opfyldes evalueres det tredje skridt i stedet.  

3. Skridt: ekspansionsreglen 

Hvis det skulle ske at f(xr) bliver mindre end eller lig med f(x0), da beregnes ekspansionspunktet som 

 xe = x + χ(xr − x) (78) 

 

Som erstatter punktet xn med xe. Dernæst gentages forsøget i 1. skridt. Hvis f(xe) > f(xr), da erstattes xn med 

refleksionspunktet xr og der fortsættes til næste iteration.  

Hvis f(xr) > f(x0), da fortsætter man videre til skridt 4.  

4. Skridt: den udvendige sammentrækningsregel 

Den udvendige sammentrækningsregel defineres og beregnes som 

 xic = x + γ(xn − x) (79) 

 

Hvis f(xn) ≤ f(xr) og f(xic) < f(xn+1), da erstattes xn med xic og der fortsættes videre til det næste forsøg, dvs. 

første skridt.  

5. Skridt: den indvendige sammentrækningsregel 

Den udvendige sammentrækningsregel defineres og beregnes som 

 xic = x + γ(xn − x) (80) 

 

Hvis f(xn) ≤ f(xr) og f(xic) < f(xn+1), da erstattes xn med xic og der fortsættes til næste iteration i 1. skridt. 

Hvis betingelsen ikke opfyldes evalueres den sjette og sidste regel. 
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6. Skridt: indsvindingsreglen 

Under denne evaluering erstattes xi med xi + σ(x0 − xi) for hvert i = 1, … , n, hvor det bemærkes at det bedste 

punkt x0 ikke undergår i reglen. De gængse værdier for de beskrevne evalueringer gives som ρ = 1 under 

refleksionen, χ = 2 under ekspansionen, γ = 1/2 for sammentrækningen, og σ = 1/2 under indsvindingen. 

Som Newton-Raphson algoritmen kræver Nealder-Mead også fastsættelse af et maksimalt antal forsøg samt 

definition af en acceptabel tærskelværdi. Jeg har valgt at køre 500 forsøg med en acceptabel grænseværdi på 

0,00001. Dette burde være rigeligt til at opnå et realistisk fit af data. Den i Excel kodede VBA funktion ses i 

bilag 3.3. 

Med en diskussion af algoritmens indhold, er det nu tid til en kort diskussion af motivationen bag de benyttede 

initialværdier til Heston modellen.  

3.1.3 Initialværdier i Nealder-Mead algoritmen 

Som det gælder med enhver optimering er det nødvendigt, at arbejde med realistiske initialværdier for at opnå et 

realistisk fit. Initialværdierne må med andre ord ikke ligge for langt fra de sande værdier. Betragter vi den 

empiriske litteratur, som i tabellen nedenfor, er det muligt at danne sig et indtryk af, hvad der er en passende 

initialværdi.   

Tabel 3.1 

 

∗1= Guillaume og Schoutens, 2012 

∗2= Gatheral, 2006 

∗3= Bakshi, m.fl., 1997 

Ud fra de parameterværdier, som andre forskere har fundet er det muligt at danne sig et indtryk af i hvilket 

område en realistisk initialværdi vil ligge. Et andet alternativ til at finde fornuftige initialværdier er, at benytte 

sig er at beregne dem efter en metode præsenteret i Gauthier og Rivailles bog ”Fitting the smile: Smart 

Parameters for SABR and Heston” (Gauthier og Rivaille, 2009), men med 500 iterationsforsøg vurderes det at de 

gennemsnitlige værdier, der er udledt i tabel 3.1, vil være tilstrækkelige til dette formål.  

Nu hvor selve parameterestimeringen i Heston modellen er introduceret, er det nu tid til en forklaring på, 

hvordan man udleder et lukket udtryk for Heston og Nandi prisfastsætningsformlen.  

3.2 Heston og Nandi-GARCH modellen 

Heston-Nandi modellen har den fordel, at når der opereres med en GARCH (1,1) version, er det muligt at udlede 

et lukket udtryk for prisen på en Europæisk option. Da der udelukkende arbejdes med en GARCH (1,1) version 

af modellen, vil fokus i dette afsnit derfor være på en udledning af netop dette lukkede udtryk.  
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Selvom løsningen til prisfastsætningen kan udledes i lukket form er det dog nødvendigt, at arbejde tilbage fra 

tidspunktet for optionens udløbstidspunkt og udlede funktionen. Så snart, at den genererende funktion er dannet, 

er fremgangsmåden dog analog til den anvendt i den oprindelige Heston (1993) model, hvor der udledes 

parameterestimater igennem en Nealder-Mead algoritme.  

Vi betragter som bekendt tilfældet hvor p = q = 1, der også benævnes en GARCH (1,1) process for variansen. 

Desuden forventes det logaritmiske afkast også at følge en GARCH (1,1) process, der drives af følgende to 

funktioner 

 rt+1 = r + λσt+1
2 + σt+1zt+1 (81) 

 σt+1
2 = ω + βσt

2 + α(zt − γσt)2 (82) 

Hvor at 

r er den risikofri rente  

σt
2 er den betingede varians 

zt er et normalfordelt fejlled => zt~N(0,1) og 

γ, ω, β, α, λ er modelparametre 

Formel 82 (den for variansen) er en variation af den oprindelige GARCH (1,1) model, som ses i formel 41. I 

stedet for at processen besidder kvadrerede afkast i leddet, der vedrører α, besidder processen nu leddet 

(zt − γσt)2. Da variansens vedholdenhed nu er målt som β + αγ2, er processen stationær, dvs. konvergerende 

tilbage imod den ubetingede varians hvis β + αγ2 < 1. Ved at isolere parametrene i formel 82, kan det ydermere 

bevises at α beskriver topstejlheden og γ beskriver skævheden.  

Desuden kan den risikoneutrale version af modellen formuleres som 

 
rt+1 = r −

1

2
σt+1

2 + σt+1Zt+1
∗   

(83) 

 σt+1
2 = ω + βσt

2 + α(zt
∗ − γ∗σt)2 (84) 

 

Den risikoneutrale proces sikres her blot ved at λ erstattes af −
1

2
 og γ erstattes af γ∗ = γ + λ +

1

2
.  

Det er nu muligt at udlede et lukket udtryk for prisen af en Europæisk call option med tiden t + T til udløb og 

strike, K, givet som 

 Call = e−rTEt
∗[(St+T − K, 0)] = StP1 − Ke−rTP2 (85) 

 

Hvor  

T er tiden til udløb 

Et
∗ er forventningen på tidspunkt t under den risikoneutrale fordeling 

St er prisen på det underliggende aktiv på tidspunkt t 

P1, P2 er den risikoneutrale sandsynlighed 



Casper Ehlers  15/01-2018 

En empirisk analyse af Heston og Heston-Nandi  

modellen som udvidelse til Black Scholes 

62 

 

Under denne model, er P1 delta på call optionen og P2 er givet som sandsynligheden for at prisen på det 

underliggende aktiv er større end strike kursen ved udløb, dvs. kan matematisk defineres som P2 =

Pr[St+T > K]. 

3.2.1 Udledning af funktion for aktivprisen 

For at udlede prisen på en call option skal værdierne af P1 og P2 fra formel 85, beregnes. Her gælder det at 

eftersom at Et[St+T
ϕ

] = Et[ϕlogSt+T], vil den generende funktion af prisen for det underliggende aktiv, f(ϕ) =

Et[St+T
ϕ

], også være den momentgenererende funktion af den naturlige logaritme til aktivet. Den genererende 

funktion f ∗(ϕ) er selvfølgelig den fundet under den risikoneutrale fordeling, sådan at f ∗(ϕ) = Et
∗[St+T

ϕ
]. Heston 

og Nandi viser da, i deres oprindelige publikation, at den genererende funktion antager den følgende log-lineære 

form for GARCH (1,1) modellen 

 f(ϕ) = St
ϕ

exp(At + Btσt+1
2 )  (86) 

 

Hvor 

 
At = At+1 + ϕr + Bt+1ω −

1

2
log(1 − 2αBt+1) 

(87) 

 

 

Bt = ϕ(λ + γ) −
1

2
γ2 + βBt +

1
2

(ϕ − γ)2

1 − 2αBt+1
 

 

(88) 

 

Både At og Bt er altså her defineret rekursivt, dvs. man beregner dem ved at beregne tilbage fra tidspunkt t + T, 

som tidligere nævnt i indledningen til dette afsnit. For at beregne leddene rekursivt, fra tidspunkt t + T, kræver 

det indarbejdelse af en betingelse om at både A og B skal være lig 0 

 At+T = Bt+T = 0 (89) 

 

Til selve prisfastsætningen skal der dog anvendes risikoneutrale termer, hvorfor at γ erstattes med −
1

2
 og γ med 

γ∗. Som førnævnt sikrer det risikoneutrale udgangspunkt, at resultaterne er gældende for alle markedsaktører.  

3.2.2 Integraler for call prisen 

Det sidste der mangler for at beregne prisen på en call option ud fra Heston-Nandi modellen, er nu lukkede 

udtryk for P1 og P2. Heston og Nandi viser, i deres oprindelige publikation, at disse to sandsynligheder antager 

følgende form 

 
P1 =

1

2
+

e−rT

πSt
∫ Re [

K−iϕf ∗(iϕ + 1)

iϕ
] dϕ

∞

0

 
(90) 

 

Og 
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P2 =

1

2
+

1

π
∫ Re [

K−iϕf ∗(iϕ)

iϕ
] dϕ

∞

0

 
(91) 

 

Med disse to sandsynligheder er det nu muligt at udlede call prisen vha. formel 65. Den tilsvarende pris på en 

Europæisk put kræver ikke selvstændig behandling, da den blot kan udledes igennem put call pariteten.  

3.3 Empirisk prissammenligning 

I dette afsnit foretages en egentlig analyse af, hvordan de tre modeller Black Scholes, Heston og Heston-Nandi 

modellen prisfastsætter ift. de empiriske markedspriser. Inden at der foretages en egentlig sammenligning 

indledes der med et par ord om den anvendte metode.   

3.3.1 Metode og data 

Igennem den empiriske prisfastsætning benyttes den samme overordnede fremgangsmåde fra Bakshi, Cao og 

Chens artikel fra 1997 (Bakshi, Cao og Chen, 1997). Det er valgt at benytte et uddrag af den samlede metode, 

som her vil bestå af tre separate evalueringsmål for de 3 modeller; et indenfor stikprøven (in-sample) samt et mål 

uden for stikprøven (out-of-sample) og til sidst et mål for modellernes evne til at hedge.  

En in-sample test afprøver modellernes evne til at modellere priser, med udgangspunkt i tilgængelige data i dag. 

For prisfastsætning af optioner d. 20. oktober benyttes derfor data fra det indeværende år til forudsigelsen af 

optionspriser, dvs. 1 januar 2017 til og med 19. oktober 2017. Under en out-of-sample test benyttes historisk 

data til at forudsige optionsprisen på et givent tidspunkt i fremtiden. Den i modelleringen benyttede data er 

derfor adskilt fra den stikprøve af markedsdata, som den skal forsøge at beskrive.  

Fordelen ved at benytte både en in-sample og en out-of-sample test er, at det er muligt at vurdere om modellens 

forudsigelsesevne er et resultat af en statistisk tilpasning. Hvis modellen performer godt i en in-sample test, men 

dårligt i en out-of-sample test kan det skyldes, at modeller med flere parametre opnår en tættere strukturel 

tilpasning af data, der ikke nødvendigvis kan videreføres på en anden stikprøve.  

For at uddybe analysen benyttes yderligere 3 overordnede beregninger, hvoraf den første er en samlet opgørelse 

af de statistiske nøgletal, som de præsenteres om et kort øjeblik. Dernæst følger en opdeling på tid til udløb, samt 

moneyness (S/K), dvs. hvor langt inde ”i pengene” optionen er. På denne måde er det således muligt, at afdække 

eventuelle mønstre og tendenser i de 3 modellers evne til at modellere priser.  

Til sidst benyttes også et mål for modellernes hedgingfejl, som skal søge at vurdere modellernes dynamiske 

evner, som i denne opgave vil være replikation ud fra et delta hedge. Formålet bliver at vurdere modellernes 

evne til at forudsige volatiliteten på det underliggende indeks, hvor Heston-Nandi modellen vil forventes at 

dominere. 

Under analysen af prisfastsætningen benyttes 3 statistiske nøgletal fra Joon Kim og Sol Kims 2004 artikel (Kim 

og Kim, 2004).  De 4 anvendte nøgletal er MAPE, MPE, MAE og MSE, der beregnes på følgende måde 

 
Mean Absolute Percentage Errors (MAPE) =

1

n
∑ |

(Ci
model − Ci

market)

Ci
market

n

i=1

 
(92) 
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Mean Absolute Errors (MAE) =

1

n
∑|(Ci

model − Ci
market)|

n

i=1

 
(93) 

 
Mean Squared Errors =

1

n
∑(Ci

model − Ci
market)

2
n

i=1

 
(94) 

 

Ci
model benævner her modellens pris og Ci

market benævner her den respektive markedspris, som de fremgår af 

bilag 2. Selvom alle 4 nøgletal indgår i analysen vil den største forklaringskraft blive lagt på MAPE, da dette er 

et udtryk for en relativ sammenligning.  

Det benyttede data er en samling af priser på Europæiske call optioner, der er hentet fra Bloomberg. Det totale 

datasæt udgør nøjagtigt 500 Europæiske call optioner, samt 500 Europæiske put optioner. Der tages udelukkende 

udgangspunkt i data vedr. call optioner, da prisen på put optionen kan beregnes ud fra put call pariteten. Igennem 

denne analyse er løbetiderne afgrænset til 3; 0,33 år, 0,7 år samt 1,22 år til udløb. Strike er også begrænset til at 

være i kurserne 2525, 2550, 2575, 2600 og 2625.  

Desuden tages også udgangspunkt i følgende optionskarakteristika med 20. oktober 2017 som t0.  

Spot Pris (S) 2575,21 

Risikofri rente (r) 1,00% 

Dividende (q) 1,86% 

Volatilitet 17,03% 

 

Spot prisen er kursen på S&P 500 indekset pr. 31 oktober 2017, hvilket også er samme dag, som 

markedspriserne på optionerne med samme underliggende aktiv er trukket fra en Bloomberg Terminal. Den 

risikofri rente sættes til 1% og antages konstant igennem hele tidsperioden. Dividenden er fastsat til de 

omdiskuterede 1,86% p.a.  De 17,03% i volatilitet er et årligt volatilitets estimat på data fra S&P 500 indekset. 

Estimatet anvendes kun som parameter i Black-Scholes modellen.  

3.3.2 Parameterestimater for Heston og Heston-Nandi modellen 

For at gennemføre parameterestimeringen ved brug af Nealder-Mead algoritmen benyttes de gennemsnitlige 

værdier i tabel 3.1, som initiale gæt for Heston modellen. På denne baggrund er det muligt at få et realistisk bud 

på de sande parametre. Heldigvis opfylder alle de initiale parametergæt restriktionerne i formel 73, som kræver 

at alle parametre, undtagen ρ, skal være positive værdier.  

De initiale gæt for parameterestimeringen ved Heston-Nandi modellen er valgt fiktivt, da de ikke spiller en 

væsentlig rolle. Som nævnt i indledningen til dette afsnit er der benyttet data fra 1. januar 2017 til og med 19 

oktober 2017 for at generere parameter estimaterne i tabellen nedenfor.  
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Tabel 3.2 

 

Det kan allerede nu bemærkes at Heston-Nandi modellens volatilitetsforecast er stationært, idet der gælder, at 

β + αγ2 = 0,6919 < 1. Modellens stationaritet sikrer, at volatilitets estimatet vil gå imod den ubetingede 

varians. Derudover bør der også bides mærke i parameterværdien ρ = −0,94 for Heston modellen. Som vi så i 

de forrige figurer, vil dette få en række implikationer for de estimerede optionspriser for ITM og OTM optioner.  

Igennem den resterende del af denne sektion vil der blive ko–mmenteret og analyseret på de priser og 

beregninger, der er tilgængelige i bilag 4 Alle beregninger bygger på de fremgangsmåder, der er blevet redegjort 

for igennem opgaven.  

3.3.4 In-sample model performance 

I tabel 3.3 ses resultaterne fra bilag 4 summeret op til en samlet totalopgørelse. Samlet set, er det Heston 

modellen, der ser ud til at klare sig bedst på alle parametre, om end den ikke performer markant bedre end 

Heston-Nandi modellen på kort sigt. Black Scholes modellen, som har kun en enkelt parameter, ser ikke ud til at 

klare sig særligt godt. Det bør dog nævnes, at den historiske volatilitet, i dette tilfælde, overvurderer den sande 

volatilitet med en meget lille faktor. Havde det historiske estimat været 1,5% point lavere, ville BS modellens 

performance være bedre end Heston og Heston-Nandi modellen målt efter MAPE, eksempelvis.  

Tabel 3.3 

 

For at få et bedre indtryk af modellernes styrker og svagheder, er der i tabel 3.4 foretaget en opdeling efter 

optionernes udløbstidspunkt, men med udgangspunkt i samme nøgletal.  
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Tabel 3.4 

 

Af ovenstående fremgår det, at Heston-Nandi modellen tydeligvis performer bedst på de to korte tidsintervaller 

med hhv. 0,28 og 0,43 år til udløb. For at forstå resultaterne kan der med fordel refereres tilbage til 

analysesektionens 2.8.4 for GARCH modellen. Her blev det bevist, at GARCH modellen forecastede en anelse 

konservativt, når dets længde lå på omkring 100 dage (T100 =
100

252
= 0,40), hvilket også er tilfældet her. At 

Heston-Nandi modellen har en tendens til at overvurdere volatiliteten en anelse kommer til udtryk i dens positive 

statistiske nøgletal, der også er en stigende funktion af T. Denne observation stemmer igen godt overens med de 

producerede konfidensintervaller, som også viste øget bredde, når forecastlængden blev forøget.  

En anden interessant observation er, at Black Scholes modellen udviser bedre modelleringsevne som en funktion 

af tiden. Dette bekræfter blot den løbetidsbias, som vi fandt i figur 1.6 hvor volatilitetssmilet var mest udtalt for 

korte løbetider. Ud fra en tidsbetragtning må det dog konkluderes, at Heston modellen er den model, der samlet 

set performer bedst.  

I tabel 3.4 fremgår en opgørelse af modellernes MAPE, når der måles efter moneyness. Her foretages opdeling af 

optionerne i 3 grupper ud fra forholdet mellem strike og kurs. Da alle markedspriserne på optionerne fra bilag 2 

har en strike omkring den nuværende kurs defineres derfor kun 3 grupper; ITM (0,98-0,99), ATM (1,00) og 

OTM (1,01-1,02). Desuden opdeles analysen yderligere i tre delementer; en med kort løbetid på 0,28 år, en med 

mellemlang løbetid på 0,65 år, og til sidst en med lang løbetid på 1,16 år.  
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I figur 3.1 fremgår det at både Heston og Black Scholes modellen udviser en tendens til at fejlmodelleringen 

øges, når moneyness stiger, når optioner med kort løbetid betragtes. For alle 3 modeller gælder det dog, at de 

modellerer optionsprisen ret effekt for optioner med strike in the money.  

Figur 3.1 

 

Foretages en direkte sammenligning af Heston og Black Scholes stemmer resultaterne overens med det 

forventede. Heston prisen er under BS prisen for OTM optioner med en stor andel, hvilket skyldes den stærkt 

negative parameterværdi ρ på -0,94. En interessant analyse hertil kunne være, at ændre ved 

korrelationsparameteren, og se om dette vil give en bedre modellering af OTM optioner. Det vurderes dog at en 

sådan undersøgelse ligger uden for formålet af dette speciale, og at undersøgelserne i 2. sektion allerede har vist 

effekten af en sådan manipulering af ρ.   

Årsagen til at der ikke observeres signifikant højere priser for Heston modellen i de lave, ITM optioner, skyldes 

at begge modeller er gode til at modellere prisen på dette niveau.  

Selvom alle 3 modeller ser ud til at modellere prisen fornuftigt på optioner ITM, ser det ud til at både Heston og 

Black Scholes modellen systematisk overvurderer optionsprisen, når optionerne bevæger sig imod ATM og 

OTM niveauer. Til sidst må det også konkluderes, at Black Scholes modellen, med færrest parametre, ser ud til 

at klare sig værst af de 3 modeller.  

I figur 3.2 er der foretaget samme analyse, blot med en mellemlang løbetid på 0,65 år. I denne omgang ses stort 

set den samme effekt fra korrelationsparameteren som før. Både Heston og Heston-Nandi modellen klarer sig i 

denne sammenligning udmærket indtil optionerne går OTM, hvor alle 3 modeller overvurderer prisen. Heston 

modellen ser ud til at klare sig bedst af de 3 modeller, mens Heston-Nandi modellen ser ud til systematisk at 

overvurdere prisen en smule. Årsagen hertil skyldes, at GARCH (1,1) processen producerer for konservative 

volatilitets estimater, når tidsperioden bliver ’for lang’.  
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I figur 3.2 er der produceret en sidste sammenligning af optionspriser efter moneyness. I denne tredje og sidste 

sammenligning for optioner med lang løbetid klarer alle 3 modeller sig fortrinligt, når de sammenlignes med 

markedsprisen. Heston-Nandi modellen overvurderer dog volatiliteten igen, men på trods af en mindre 

overvurdering klarer alle 3 modeller sig godt, taget den lange tid til udløb i betragtning.  

Figur 3.2 

 

Figur 3.3 
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3.3.5 Delkonklusion på in-sample performance 

Ud fra de empiriske resultater kan der drages et par interessante konklusioner omkring modellernes evne til at 

prisfastsætte optioner, relativt til markedet, men også den oprindelige BS-formel. Heston-Nandi modellen er, 

generelt, den model der performer bedst på kort sigt (T 0,28), mens Heston modellen performer lidt bedre på 

mellemlangt sigt (T 0,65 – T 1,16). Årsagen hertil er, at GARCH forecastet har en tendens til at overvurdere den 

sande varians, når vi bevæger os ud på mellemlangt sigt. Baggrunden for denne konklusion er afsnittet 

omhandlende GARCH forecasts sektion 2.4.8, der viste tegn på systematisk overvurdering af volatilitet ved 

længere løbetider. Uden de specifikke afsnit 2.8.1-3 vedrørende forecast med modellen ville det derfor ikke have 

været muligt, at drage en præcis konklusion omkring årsagen til ovenstående resultater.   

En anden interessant observation er parameterværdien ρ, der spiller en væsentlig rolle for Heston modellens 

prisfastsætning af OTM og ITM optioner. I denne parameter estimering er der opnået en stærkt negativ værdi for 

ρ = −0,94, hvilket har ført til at Heston modellens priser for OTM optioner ligger under BS, mens det omvendte 

gør sig gældende for ITM optioner.  

For alle modeller gælder der, at de har en tendens til at overvurdere prisen på OTM optioner, hvilket kommer til 

udtryk i en positiv og stigende MAPE, når strike går mod 1,02. Årsagen hertil kan skyldes likviditet, men også at 

der generelt er større usikkerhed forbundet med modelleringen af OTM optioner. 

Resultaterne tyder på, at både Heston og Heston-Nandi modellen er bedre end den oprindelige Black Scholes 

model, når de benyttes i kombination på korte og mellemlange løbetider. Det er derfor nu interessant at 

undersøge hvordan modellerne performer på data ’out of sample’.  

3.3.6 Out-of-sample model performance 

I denne delanalyse benyttes data fra og med 1. januar 2017 til og med 17. oktober til at prisfastsætte optionerne 

handlet d. 20. oktober 2017. Der foretages derfor en out-of-sample prisfastsætning mhp. at afklare hvorvidt 

modellernes evner skyldes et bedre fit af data, som følge af flere parametre, eller det rent faktisk skyldes en 

bedre behandling af data. 

I tabel 3.5 ses de nye estimerede parametre for Heston og Heston-Nandi modellen 

Tabel 3.5 

 

Som forventet, fordi det samme underliggende indeks benyttes, er der ikke den store forskel at spore i værdierne. 

Supplerende oplyses det at aktiekursen d. 17. oktober 2017 lå på 2.559,36 dollar. Resultaterne som funktion af 

tid er opsummeret i tabel 3.6 på næste side.  
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Alle 3 modeller udviser, ikke overraskende, større fejlmodellering, når der beskrives data out-of-sample. Vigtigst 

af alt er dog, at modellerne stadig er rimelige bud på den sande pris, mens at mønsteret hvor Heston og Heston-

Nandi modellerne dominerer BS modellen, også stadig er gældende. Det må dog igen understreges, at selvom 

Black Scholes modellen performer værst, er det ikke ensbetydende med, at det altid vil være tilfældet. I dette 

specifikke tilfælde ser det ud til at den empiriske volatilitet er en smule overvurderet. Havde den historiske 

volatilitet i stedet været lidt lavere kunne det meget vel tænkes, at mønsteret havde været et helt andet.  

Fælles for alle 3 modeller er, at de overvurderer den sande volatilitet, hvilket også var tilfældet for in-sample 

analysen, men tendensen er blot mere udtalt, når der måles på out-of-sample data.  

Tabel 3.6 

 

3.3.7 Delkonklusion på out of sample performance 

Resultaterne fra out-of-sample stikprøven minder om dem fra in-sample stikprøven. Tendensen i resultaterne 

peger dog imod, at modelleringsfejlen bliver en anelse forstørret, når der benyttes ’gammel’ data til at forudsige 

prisen. Samlet set er det samme mønster i data tilstede, hvor Heston-Nandi modellen performer bedst på kort 

sigt, og Heston modellen performer endnu på lidt længere sigt. 

3.4 Dynamisk Hedge sammenligning 

I denne, indledende sektion, gennemgås teorien som benyttes til de empiriske undersøgelser af de 3 modellers 

evne til at hedge/afdække risikoen i optioner. Foretager man en Taylor serie approksimation over ændringen af 

optionsprisen, opnår man at  
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df =

∂f

∂t
dt +

∂f

St
dSt +

∂f

∂σt
dσt +

∂f

∂rt
drt +

1

2

∂2

∂St
2

(dSt)2  
(95) 

 

Hvor de respektive led beskriver tidens, det underliggende aktivs kursudvikling, volatilitetens og den risikofri 

rentes indvirkning på optionsprisen, henholdsvis. Ovenstående afledte effekter kaldes også, indenfor 

optionsteorien, for the ”greeks”. Når man som investor har en større beholdning af optioner kan det være 

fordelagtigt, at hedge prisudviklingen på sin portefølje (af optioner) over for eksempelvis renten og 

kursudviklingen på det underliggende aktiv. I praksis ser man ofte, at større finansielle institutioner foretager et 

delta hedge, hvilket også vil være omdrejningspunktet i denne opgave.  

Udledningen af delta er dog forskellig fra de 3 optionsmodeller. Under Black Scholes opsætningen er det muligt, 

at opnå et lukket udtryk for delta. For Heston og Heston-Nandi modellen er det samme muligt, om end det 

kræver en løsning af et komplekst integrale.  

3.4.1 Delta i Black Scholes modellen 

Hvis det antages at alle parametre, undtagen St, er konstante, vil det være muligt at hedge udviklingen i 

optionsprisen vha. et Delta hedge under Black Scholes opsætningen. Ved at tage den partielle afledte af formlen 

for den Europæiske call option mht. det underliggende aktiv, St, kan det bevises at delta for call optionen kan 

udtrykkes som 

 
∆=

∂C

∂S
= N(d1) 

(96) 

 

Ovenstående er således et udtryk for hvor meget optionens værdi ændrer sig, givet en ændring i prisen på det 

underliggende aktiv. Nu præsenteres efterfølgende delta for Heston modellen.  

3.4.2. Delta i Heston og Heston-Nandi modellen 

I denne sektion præsenteres delta for Heston 1993 modellen, og dens implementeringskode til VBA findes i 

bilagene. Fra formel 28 haves det at prisen på call optionen, under Heston modellen, er givet som 

 C(K) = StP1 − K−rtP2 (97) 

 

Hvor e−r(T−t) benyttes som diskonteringsfaktor over tidsrummet P(t, T). I Bakshi, Cao og Chens artikel fra 1997 

vises det at delta for call optionen Heston modellen kan udledes til at være  

 
∆Call=

∂Call

∂S(t)
= P1 

(98) 

 (Bakshi, Cao og Chen, 1997).  

Det er dog ikke helt ligetil at beregne P1, der skal løses igennem en iterationsproces. For at gøre dette er der i 

VBA skrevet en funktion, der skal løse dette problem. Koden ses i bilag 3.4. Værdien af P1 begrænses til positive 

værdier i intervallet [0,1].  

Analogt til Heston modellen argumenterer Heston og Nandi i deres oprindelige publikation for, at delta for call 

optionen i Heston-Nandi modellen er givet ved 
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 ∆Call= P1 (99) 

 

For at løse P1 for Heston-Nandi modellen kræves en ny funktionskode i VBA, der skal løse de komplekse 

integraler. Koden er skrevet ind i bilag 3.5, der også inkluderer koden til at beregne delta for Heston modellen.  

3.4.3 Opsætning af den empiriske hedge analyse 

I denne sektion beskrives baggrunden for et delta hedge, samt fremgangsmåden for hvordan man som investor 

gør brug af et delta hedge i praksis. 

En finansiel institution eller anden større virksomhed har som regel en betydelig beholdning af optioner i deres 

portefølje. Formålet med optionsbeholdningen kan enten være spekulation eller at hedge sig imod en utilsigtet 

kursudvikling. Denne beholdning afleder en deltaeksponering, som i korte træk betyder, at beholdningens værdi 

er afhængig af kursudviklingen på optionsporteføljens underliggende aktiv. For at imødekomme denne 

eksponering kræver det, at institutionen køber/sælger tilsvarende mængder (givet ud fra optionens delta værdi) af 

det underliggende aktiv. I praksis er der således tale om at man risikoafdækker sin portefølje, men for at opnå 

resultater, der er lettere at tolke på når de 3 modeller skal sammenlignes, benyttes der i denne delanalyse enkelte 

optioner.  

Igennem analysen foretages en delta neutral hedging strategi. Strategien går ud på, at man køber en position og 

går kort (”sælger”) en tilsvarende mængde af optionens underliggende aktiv. Idéen er at man løbende tilpasser 

sin korte position i det underliggende aktiv, hvoraf termet ”dynamisk” altså udspringer. Nettoafkastet på 

strategien er derfor den risikofri rente, og det eventuelle overskydende afkast udover det risikofrie kaldes for 

delta hedge indtægterne. Den eneste overskydende risiko er nu optionens volatilitet, der også er udtrykt ved dens 

vega. Det er praksis meget svært, at finde instrumenter, der kan gøre en optionsbeholdning vega neutral (Hull, 

2005), hvorfor fokus i denne analyse vil være begrænset til at gøre positionen delta neutral.  

I empiriske undersøgelser er der fundet evidens for, at denne strategi, i gennemsnit, producerer et nulafkast for 

modeller, der opererer med stokastisk volatilitet (Bakshi og Kapadia, 2003). Fremgangsmåden i undersøgelsen 

baserer sig på en kontinuert rebalancering, men da en sådan er svær at implementere i praksis, benyttes i stedet 

en diskret daglig rebalancering baseret på de justerede lukkekurser. Den daglige rebalancering sker derfor på 

hvert tidspunkt t0, t1, … , tT, hvor t0 = 0 og tT = T. Indtægten på porteføljen kan nu defineres som 

 

π = max(ST − K, 0) − C0 − ∑ ∆tn−1

T

n=1

(Stn
− Stn−1

) − ∑ rn−1

T

n=1

(C0 − ∆tn−1
Stn−1

) 

 

(100) 

 

 (Bakshi, Kapadia og Madan, 2003).  

Hvor  

ST = Aktiekursen ved udløb 

K = Strike satsen 

C0 = Tidspunkt 0 omkostning af call option med strike K 

∆tn
= Delta af call optionen på tidspunkt tn 
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Stn
= Aktiekursen på tidspunkt tn 

rn = Den risikofri rente på tidspunkt tn 

Ligningen består af fire led, adskilt af minustegnene. Første led beskriver værdien af call optionen ved udløb, 

tidspunkt T. Første led, C0, er prisen for at exercise på tidspunktet for optionens introduktion, dvs. tidspunkt 0. 

Andet led er prisen på et delta hedge, der også angiver mængden af penge, der tabes eller vindes igennem 

bevægelser for aktiekursen. Det tredje led prisen for at skabe en strategi, når det antages at kapital kan ind- og 

udlånes hver dag til den risikofri rente. Afslutningsvis beskriver det fjedre led prisen for at skabe en strategi, når 

man antager at kapital kan ind- og udlånes hver dag til den risikofri rente. Der skal nødvendigvis foretages en 

låntagning for at købe call optionen, hvilket sker igennem lån, der forekommer, når aktien sælges med en andel 

svarende til optionens delta. I Bilag 3.5 findes de nødvendige VBA funktioner for at gennemføre beregningerne.  

3.4.4 P&L for de anvendte modeller 

P&L måles ud fra indtægten defineret i formlen ovenfor i forrige afsnit. I det følgende afsnit vil fokus være på en 

undersøgelse af, hvor effektive de 3 modeller er til at replikere optioner i praksis. Opsætningen vil følge 5 call 

optioner med forskellige strike satser fra bilag 2 over en periode på 20, 40 og 60 dage, som herfra benævnes T1, 

T2 og T3, henholdsvis. De benyttede call optioner er dem med strike fra 2565 til 2585. Hver dag rebalanceres 

delta hedge med den delta værdi, der estimeres ud fra den analyserede model, og hvis fremgangsmåde herfor er 

blevet redegjort for. De benyttede parametre i de 3 modeller svarer til dem præsenteret i tabel 3.5.  

Som performanceparameter benyttes standardafvigelsen af de daglige P&L målt over de udvalgte antal af dage. 

Alternativt kunne man også have benyttes gennemsnittet af P&L, men da denne i praksis er meget tæt på 0 

vurderes det at standardafvigelsen vil være en mere nyttig performanceparameter i denne sammenhæng.  

3.4.5 P&L for delta hedge 

I følgende figur 3.4 ser vi den daglige P&L performance målt over den korte tidsperiode.  

Af ovenstående figur ses det, at den daglige P&L er afhængig af moneyness med klart lavere standardafvigelse 

for in-the-money optioner og signifikant højere standardafvigelse for out-of-the-money optioner. Det generelle 

mønster ser ud til at være, at Black Scholes modellen performer værst, om end den er bedre end Heston-Nandi 

modellen til at hedge på at-the-money optionen. Det er imidlertid tvetydigt om enten Heston eller Heston-Nandi 

modellen performer bedst saml set, men de outperformer i hvert fald begge Black Scholes modellens noget 

simplere delta hedge.  
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Figur 3.4 

 

I figur 3.5 fremgår performance, når den måles over 40 dage. Overordnet set gør samme mønster sig gældende 

md Heston og Heston-Nandi modellen som de to bedst performende modeller. 

En anden interessant observation er, at standardafvigelsen har taget et nøk nedad, således at modellerne viser sig 

bedre til at delta hedge, når tidsperioden forlænges. Konklusionen er, at modellerne er bedre til at replikere 

optionerne, hvilket resulterer et bedre P&L, udtrykt som en lavere standardafvigelse i denne sammenhæng. 

Afslutningsvis fremgår også i figur 3.5 den daglige P&L performance for den lange 60-dages periode. På denne 

tidsperiode er standardafvigelserne endnu lavere. Under denne periode performer Black Scholes og Heston 

modellerne omtrent in-the-money optionerne, mens Heston modellerne performer marginalt bedre for out-of-the 

money optionerne.  

Figur 3.5 
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Figur 3.6 

 

3.4.6 Delkonklusion på delta hedge performance 

Heston og Heston-Nandi modellerne er generelt set de modeller, der performer bedst på den daglige delta hedge. 

Standardafvigelsen så ud til systematisk at blive højere desto kortere en periode man målte P&L over.  

Selvom både Heston og Heston-Nandi modellerne gjorde det relativt bedre end Black Scholes modellen, er det 

ikke muligt kåre en egentlig vinder af de to, udover at det må konkluderes at begge modeller var bedre end den 

oprindelige Black Scholes model, samlet set.  

Selvom resultaterne ovenfor er signifikante nok til at drage en konklusion om, at Heston modellerne klarer sig 

bedre end den oprindelige BS model, skal man være varsom ved at generalisere disse resultater. Analysen er kun 

udført på en kort serie af optioner, og i andre tilfælde kan det sagtens gælde, at resultatet vil være anderledes.  
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Konklusion 

Igennem den indledende analyse i 1. sektion er det fundet frem til, at mange af de antagelser, som blev gjort 

under den oprindelige Black Scholes opsætning, har vist sig at være usande. Blandt de tre væsentligste forhold 

blev nævnt og behandlet S&P 500 indeksets relativt symmetriske fordeling med tilhørende fede haler og for høj 

topstejlhed, i forhold til den teoretiske lognormalfordeling. De teoretiske indvirkninger, navnlig en under- og 

overvurdering af prisen på in- og out of the money optioner, blev belyst igennem en analyse af volatiliteten som 

en funktion af strike. Hertil blev der også givet forskellige forklaringer på, hvorfor den implicitte volatilitet 

afhænger af optionens strike. Blandt mulige årsager hertil blev nævnt leverage effekten, der gav et dybere 

indblik i baggrunden for Black Scholes antagelsernes motivation, nemlig at virksomhedens volatilitet skulle 

være konstant, uanset eventuelt indtrufne tab. Når man ydermere modellerer implicit som en funktion af tid, 

viste der sig også at være signifikante tendenser i volatilitets niveauet. Dette var tegn på endnu en fejlagtig 

modellering af volatilitet. 

For at imødekomme de flere særkarakteristika ved afkastseriens volatilitet og optionernes implicitte volatilitet, 

blev der i den følgende sektion introduceret 2 nye modeller til optionsprisfastsætning. Modellernes opsætning 

tager udgangspunkt i den oprindelige Black Scholes opsætning, men bygger videre på de fejl, der blev observeret 

i 1. sektion.  

Først præsenteres Heston modellen og med den efterfølgende præsentation af Heston-Nandi modellens GARCH 

udvidelse, er alle problemstillingerne fra 1. sektion nu berørt. Igennem en dybdegående analyse af GARCH-

komponenten fandtes det, at den er bedst til at forudsige data med en lang historik op til ca. 30 handelsdage. 

Udover de 30 dage var der en tydelig tendens til at variansestimaterne blev for konservative, og virkeligheden 

blot afspejlede den ubetingede varians.  

Igennem en efterfølgende analyse af Heston parametrene fandtes det også hvordan dens parameterestimaterne 

styrer resultaterne for afkastfordelingen. Blandt de mest signifikante resultater, var korrelationsparameterens 

effekt på tæthedsfordelingen. De praktiske indvirkninger var en afvigende prisfastsætning af OTM og ITM 

optioner ift. den klassiske Black Scholes model.   

I 3. sektion gav store dele af analyserne fra 2. sektion mulighed for at tolke på de resultater, der fremstod, når 

optionerne blev benyttet til at prisfastsætte. Indledningsvis blev der estimeret parametre for alle 3 modeller, som 

senere dannede baggrund for diskussion af deres effekt på resultaterne. Ud fra resultaterne, i dette eksempel, var 

det klart Heston-Nandi modellen, der klarede sig bedst på kort sigt. Årsagen hertil var, at variansens forecasts 

var klart mest pålideligt op til 30 dage, hvilket også svarede til den korte tidsperiode. På mellemlangt til langt 

sigt var det Heston modellen, der dominerede. Selvom Black Scholes modellen generelt var den værste model 

var den dog bedre til at prisfastsætte OTM optioner, grundet Heston modellens stærkt signifikante 𝜌 værdi på -

0,94.  

I den dynamiske hedge analyse blev billedet bekræftet, hvor Heston og Heston-Nandi modellen generelt 

performede bedst. For in-the-money optioner bør det dog nævnes, at BS modellen klarede sig stort set ligeså 

godt som både Heston og Heston-Nandi modellen, når der blev analyseret på mellemlangt og langt sigt. 

Samlet set har både Heston og Heston-Nandi modellen, i denne analyse, vist sig at være gode udvidelse til den 

oprindelige Black Scholes model. Om end de klarer sig bedre, er der også enkelte områder hvor de klarer sig 
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mindre godt. Disse områder er blevet nuanceret igennem dette speciale, blot eksempelvis ved Heston-Nandi 

modellens evne til at prisfastsætte optioner på lidt længere sigt.  
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