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Kapitel 1

Problemfelt, afgraensning og

problemformulering

1.1 Indledning: Investeringsstrategier gennem

tusinder af ar

”Let every man divide his money into three parts, and invest a third in land, a

third i business, and a third let him keep in reserve.” [8]

Saledes lyder investeringsradet i den jodiske Talmud formuleret og nedskrevet
omkring begyndelsen af vores tidsregning, dvs. ar nul. Fra den tidlige moderne
tid finder vi investeringsrad repreesenteret i en populaer kontekst bade i teater-
manuskripter og i ordbgger over talemader. I Shakespeares komedie fra 1597
forklarer kgbmanden Antonio sin ven Salarino, hvorledes han ved at sprede
sine investeringer over flere skibe og over forskellige tidsperioder undgar stor

bekymring om skibsforlis og konsekvenserne heraf.

"Nej, tro mig. Jeg kan takke skaebnen for, at alle mine indskud ikke hviler pa
samme kgl, og ikke pa ét sted; ej heller er min formue begrenset til min succes

i dette ene ar - min handels vilkar gor mig ikke trist.” [29]

1



KAPITEL 1. PROBLEMFELT, AFGR/AENSNING OG
2 PROBLEMFORMULERING

I moderne finansieringsteoretisk kontekst vil formuleringen vaere, at Antonio
ved at sprede sin risiko, givet visse forudssetninger, opnar en diversifikations-
gevinst i form af et usendret forventet afkast E[r] men med en lavere risiko
.

Ordsproget 'Laeg ikke alle seg i samme kurv’ optreeder pa skrift pa samme
tid, hvor det i 1662 i en bog om italienske taleméader interessant nok defineres
ud fra sadanne overvejelser om skibsfragt :

"To put all ones Eggs in a Paniard, viz. to hazard all in one bottom [ship].”
[38, 33]

Tanken om risikospredning og diversifikationsgevinster gar saledes langt for-
ud for den kvantitative, formaliserede redeggrelse. Fra det tidligst kendte inve-
steringsrad formuleret i den jgdiske Talmud til Harry Markowitz middelveerdi-
varians-analyse introduceret i 1952 [16] er der et tidsmaessigt spaend pa ca. 2.000

o

ar.

1.2 Problemfelt

Et velkendt, nutidigt investeringsrad siger, at man som ung investor skal holde
en storre andel af sin formue i aktier, og, at nar man bliver aldre, skal redu-
cere andelen og i stedet gge andelen af obligationer [28, 11, 22]. En konkret
repraesentation af dette rad er tommelfingerreglen om at veelge en procentuel

allokering til aktier pa

100 — Alder pa investor

og resten i obligationer ! [14, 39, 15].

! Antages det at investeringshorisonten T er fra nu og til investors forventede leve-
alder, kan investors alder udtrykkes ved Alder = Forventet levetid — T'. Allokeringen til
aktier er dermed lineser med haeldningskoefficient 1 i investeringshorisonten og givet ved
(100 — Forventet levealder) +T'
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Middelveerdi-varians-analysen af Markowitz bygger pa en én-periode model
og kan dermed ikke forklare dette rad. Jeg gnsker at undersgge, hvordan en
investors optimale investeringsstrategi ser ud i et dynamisk setup, og om den
optimale strategi er i overensstemmelse med det velkendte rad. Opgaven tager
afseet 1 artiklen Munk og Sgrensen (2001) ’Skal investorer med lang investe-
ringshorisont have stgrre aktieandel?’” Finans/Invest, no. 7, pp. 10-17 [22].

Spergsmalet om allokering mellem aktivklasser og om tidshorisontens be-
tydning herfor aktualiseres af et nybrud i tilgeengeligheden af investering. Med
de seneste ars udvikling i online-handelsplatforme er investeringsbeslutningen
rykket teettere pa den enkelte privatinvestor end nogensinde fgr [9]. Med blot en
app pa mobiltelefonen kan selv smainvestorer investere en del af deres formue,
monitorere deres portefglje, modtage finansielle nyheder og lgbende omggre in-
vesteringsbeslutningen. Udbydere af platforme som Nordnet, Saxo Bank, IG,
Markets.com, De Giro, ETX Capital, Avatrade, eToro m.fl. konkurrerer mod
hinanden men ogsa mod bankerne om at fa de private investorer som kunder.
Den ggede tilgeengelighed af investeringsplatforme og information ma alt andet
lige forventes at gge investeringsaktiviteten. Dget valgfrihed i forbindelse med
pensionsinvestering og usikkerhed omkring den politisk vedtagne pensionsalder
i fremtiden kan ogsa forventes at medfgre en gget bevidsthed om og interesse

for livslang investering/opsparing hos den enkelte private investor.

1.3 Scope, afgraensning og antagelser

Jeg har her i opgaven valgt at prioritere forholdsmaessigt meget plads pa at
redeggre for mit af valg af afgreensninger, da afgreensningerne er mange, og da
en inddragelse af disse afgreensningsomrader ville betyde en langt stgrre analyse,
som ligger udenfor denne HD-opgaves omfang.

Malet med denne opgave er at undersgge, om den optimale aktieandel for en
rationel, gradig og risikoavers investor afheenger af investeringshorisonten. Jeg

veelger at afgreense mig til overordnet at behandle spgrgsmalet som et alloke-
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ringsproblem mellem to brede aktivklasser, aktier og obligationer, hvor aktierne
modelleres af et bredt aktieindex og obligationerne af en enkelt risikofri inve-
stering. Dette er en betragtelig indsnaevring i forhold til den store komplette
portefgljeudveelgelsesanalyse, som en behandling med mange aktiver ville gi-
ve anledning til. Afgreensningen sker af hensyn til opgavens omfang men med
en forhabning om, at den som i Markowitz én-periode middelveerdi-varians-
analyse, hvor der geelder to-fond-separation, stadig kan opsamle kernen i pro-
blemstillingen. Investeringsmulighederne antages konstante i den forstand, at
afkastfordelingen for aktieindexet og den risikofri rente antages at veere ikke-
stokastiske og konstante i tid. Aktieafkastet og dermed kursen er saledes stoka-
stisk men afkastfordelingen konstant. Kursen pa aktieindekset eller aktieprisen
modelleres gennem opgaven som geometrisk Brownsk bevagelse.

Problemstillingen veelger jeg at behandle pa tre mader:

e Med middelveerdi-varians-analyse

e Ud fra outperformancesandsynligheder

e Med en intertemporal model baseret pa forventet nytte-teori

Hver af disse tilgange kraever sine specifikke antagelser for at veere mulige at
behandle rent matematisk og for at give meningsfulde resultater.

Det er veldokumenteret, at investorer i portefgljer bestaende af aktier og
obligationer i altovervejende grad kan karakteriseres som gradige og risikoaver-
se?. Jeg kan derfor praktisk talt uden tab af generalitet antage, at investor er
gradig og risikoavers.

Jeg vil i den intertemporale model tillade et lgbende forbrug under en raekke

rimelige bibetingelser beskrevet nedenfor. Det antages, at investor har nytte af

2Se bl.a. CGuiso og Paialla (2008) [13] som i en empirisk undersggelse afdackker, at 96
procent af en stikprgve pa 3.297 investorer er risikoaverse, 3,7 procent risikoneutrale og for-
svindende 0,5 procent risikoelskende. Dette er i overensstemelse med den gvrige litteratur,
herunder von Neuman og Morgenstern (1944), Arrow (1971) og Prat (1964) [23, 24, 26].
Zhang, Brennan og W. Lo (2014) [40] beskriver, hvordan risikoaversion er et grundleggen-
de karaktertraek for det moderne menneske, og tilmed er et af de mest hyppigt observerede
adfserdsmgnstre i dyreriget.
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det lgbende forbrug (og ikke af formuen) samt terminalformuen. Investor tillades
at rebalancere sin portefglje lgbende. Graensetilfaeldet, hvor der ikke er forbrug
men kun nytteveerdi i forbindelse med formuen i slutningen af investeringsho-
risonten, undersgges ogsa. Problemet lgses for en investor med additiv, tidsse-

parabel multiperiode-nyttefunktion og CRRA-én-periode-nyttefunktioner.

Jeg afgreenser mig fra at undersgge effekten af lgbende indkomst for investor
- mao. er hverken en konstant eller en stokastisk indkomst medtaget i modellen.
Investor antages saledes at leve af sin formue frem til en pa forhand givet in-
vesteringshorisont (investors livsleengde), og desuden antages investor at bruge

hele sin formue i lgbet af dette tidsrum.

Ydermere vil jeg afgraense analysen fra at tage hensyn til human kapital
(nutidsveerdien af investors fremtidige lgnindkomst) og anden indkomst, end
den som generes af investeringerne. Investering og opsparing i egen bolig spiller
en sarlig rolle for mange mennesker og udggr ofte storstedelen af deres inve-
stering. Fritid er i gkonomisk forstand et forbrugsgode, som har en betragtelig
nytteveerdi for individet. Med afgreensningerne ovenfor ses der i denne opgave
helt bort fra denne veerdi. Man kunne argumentere for, at en god model til
bestemmelse af den optimale investeringsstrategi skulle tage hensyn til disse
forhold; det ligger dog uden for rammerne af denne opgave at inddrage human-

kapital, boliggkonomiske aspekter og veerdien af fritid.

Der kan naeppe laves en udtgmmende liste over samtlige afgreensninger, men
listen inkluderer endvidere ting som fraveer af handelsomkostninger, fraveer af
investorvaner (habit formation), fraveeret af parameterusikkerhed, antagelse om
at investor er pristager - dvs. ikke kan pavirke aktieprisen eller den risikofri ren-
te, fraveeret af inflationsrisiko, fraveeret af beskatning, fravaeret af muligheden

for internationale aspekter og fraveaeret af elementer fra behavioural finance.
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1.4 Problemformulering og underspgrgsmal

Med udgangspunkt i problemfeltet og afgreensningen ovenfor fremstilles her pro-
blemformuleringen samt underspgrgsmal. De valgte afgraensninger er for man-
ge og for specifikke til alle eksplicit at kunne naevnes i problemformuleringen,
hvorfor jeg vil tillade mig at ngjes med her at gore leeseren opmaerksom pa, at

problemformuleringen skal leeses med disse afgraensninger in mente.

PROBLEMFORMULERING
Skal en investor med lang investeringshorisont have stgrre aktieandel

end en tilsvarende investor med en kort horisont?

UNDERSP@RGSMAL
U1l

Hvordan kan investorpreeferencer modelleres?

U2
Hvad siger middelveerdi-varians-analysen om den optimale aktieandel og om

dennes afheengighed af investeringshorisonten?

U3

Hvilke begraensninger ligger der i anvendelse af middelveerdi-varians-analysen?

U4
Hvad er sandsynligheden for, at et aktieindex outperformer et obligationsindex,
og kan denne outputperformancesandsynlighed bruges som beslutningskriteri-

um for valg af aktieandel?

Us

Hvordan kan allokeringsproblemet beskrives i et dynamisk modelsetup?
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U6
Hvad er den optimale allokeringsstrategi i en multiperiode, kontinuert-tids dy-

namisk model med lgbende rebalancering?

U7

Skal investor med lang investeringshorisont have stgrre aktieandel?

1.5 Metodeteoretiske overvejelser

Metodeteoretisk er der i denne opgave visse overlap med den aksiomatisk-
deduktive metode, men det er vigtigt at understrege, at undersggelsen helt
overordnet sker pa baggrund af modellernes ufuldkomne beskrivelse af virkeli-
geheden. Valg af modeller og modelparametre er udslagsgivende for resultaterne
og kan diskuteres og kritiseres. Det, som beskrives, er afkast, som genereres pa
baggrund af priser, som genereres pa baggrund af menneskers udbud og ef-
tersporgsel. Undersggelsen sker i alle tre hovedafsnit i opgaven ved at lave en
matematisk model og undersgge konsekvenserne heraf. Metoden er derfor mo-
dellering.

Ved at undersgge spgrgsmalet om den optimale aktieandel pa tre forskellige
mader er det hensigten at gge validiteten af undersggelsen. De tre tilgange er
forskellige men har dog visse overlap.

Alternativt kunne man have valgt en empirisk, eksperimentel tilgang, hvor
man med udgangspunkt i data for forskellige investorers faktiske, realiserede
portefgljevalg undersggte allokering mellem aktivklasserne aktier og obligatio-
ner og undersggte tidshorisontens betydning. Det vil vaere meget vanskeligt at
udfgre noget der bare delvis har karakter af et kontrolleret eksperiment. Inve-
storer er vidt forskellige fra hinanden, de eksogene variable sendrer sig over tid,
det er umuligt at gentage et eksperiment med samme setting, investorer &n-

drer adfzerd osv. Dertil kommer, at det er sveert at gennemfgre eksperimenter,
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hvor investorer stilles overfor lige sa store risici som dem, de star overfor med
deres livslange opsparing. Selv hvis der kan opsamles relevant og valid data,
endrer det dog ikke ved, at en afdaekning af hvordan investorer handler, ikke
ngdvendigvis kan bruges til at konkludere noget om, hvordan de bgr handle.
Jeg henviser til diskussionen i Campbell (2001) herom [3].

Jeg har i mit valg af kilder primeert prioriteret at anvende publicerede peer
review-artikler fra anerkendte videnskabelige journaler hvor teorier, faenomener
og lgsningsteknikker er behandlet indgaende for forste gang. For at ggre brug
af en opdateret og hensigtsmaessig udgave af de forskellige resultater og for at
forsgge at tilneerme en metodetriangulering, har jeg i alle tilfeelde ogsa valgt
at konsultere nyere videnskabelig litteratur af andre forfattere. Dette med en
underlaeggende tanke om at gge validiteten af min undersggelse. I de enkelte til-
feelde, hvor jeg referer til laerebgger, har jeg valgt nyere leerebgger af anerkendte
forlag og forfattere, hvoraf flere anvendes pa HD F og cand.merc-uddannelserne
pa Copenhagen Business School og matematikstudiet pa Kgbenhavns Univer-
sitet. Der henvises til litteraturlisten?.

Et veesentligt kritikpunkt er, at min undersggelse grundet den vidtraek-
kende afgreensning mister noget sakaldt gkologisk validitet, fordi den steerkt
afgreensede situation kun i begrenset omfang ligner den virkelighed, som in-
vestorer star overfor. Det vil vaere oplagt at bruge denne opgave som afseet til
yderligere analyse, som tager hgjde for et eller flere af aspekterne varierende in-
vesteringsmuligheder, humankapital, boliggkonomiske aspekter, renterisiko og

inflationsrisiko.

3Litteraturlisten er autogenereret med bibliography-kommandoen i LaTeX med stilen
plain-dk hvilket bl.a. betyder, at rackkefglgen er alfabetisk efter efternavn, at journalnavne
star i kursiv og at titler pa bgger star i kursiv.



Kapitel 2

En—periode—model for

investering

I denne opgave undersgger jeg, hvad den optimale aktieandel er for en gradig,
risikoavers investor. Problemet undersgges med tre forskellige modeller: Med
middelvaerdi-varians-analysen som er en én-periode-model, en model baseret
pa outperformancesandsynligheder og senere i kapitel 4 med en intertemporal
model. Falles for modellerne er, at de bygger pa pa den ene side modellering
af investorpreeferencer og pa den anden side modellering af stokastiske afkast.
Beskrivelsen af investorpraeferencer i et multiperiode-setup er blot en udvidelse
af modellen for preeferencer i et én-periode-setup. Behandlingen af preeferen-
cesiden vil derfor i stort omfang ske her i kapitlet. For at imgdekomme behovet
i kapitel 4 vil behandlingen vaere mere omfattende, end hvad der var ngdvendigt

alene til middelvaerdi-varians-analysen.

2.1 Modellering af investorpreferencer

To ngglebegreber indenfor investoradfserd er gradighed og risikoaversion.

Gradighed dackker her over, at investor foretraekker en stgrre formue fremfor en

9
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mindre, alt andet lige'. At mennesket - seerligt i situationer hvor der er meget
pa spil, evt. sit liv - har en aversion imod risiko er velkendt og intuitivt me-
ningsfuldt. Formalisering af begrebet risikoaversion og erkendelsen af dette som
vaerende ngglen til at lgse finansielle problemstillinger kan i stort omfang til-
skrives matematikeren Daniel Bernoullis arbejde i forbindelse med hans lgsning
af St. Petersborg-paradokset. Risikoaversion har siden Bernoullis arbejde vaeret
et ngglebegreb indenfor finansiering - i teori og i praksis. Eksempelvis er det i
CAPM antagelsen, at risikoaverse investorer kompenseres for den systematiske
risko, de tager ved en investering. M.a.o. kompenseres de for den del af risiko-
en som ikke kan bortdiversificeres. CAPM er et kardinalpunkt i den moderne
finansieringsteori og corporate finance og anvendes i ren og modificeret form
overalt i verden. Jeg vil i det fglgende undersgge, hvordan investorpraeferen-
cer kan modelleres og herunder, hvilken rolle risikoaversion spiller. Dette sker
som led i bestemmelsen af den optimale aktieandel og dennes afhsengighed af
investeringshorisonten.

Vi betragter en investor som gnsker at investere en del af sin formue. Inve-
steringsmulighederne antages konstante og bestar i et aktieindex og et obliga-
tionsindex modelleret som en risikofri investering. Valget af én allokering af en
investeringsformue mellem aktier og risikofri investering fremfor en anden allo-
kering ma for en rationel investor heenge sammen med en forskel i preeferencer
for de to allokeringer. Jeg vil her forholde mig til to gaengse mader at modellere

investorpraeferencer pa for risikoaverse investorer:

En middelvaerdi-varians investor hvis praeference for en investeringspor-
tefplje alene athesenger af portefoljens forventede afkast E[rp] og risiko

op = +/Var(rp) set over en given tidsperiode?.

!Senere i opgaven beskrives ogsa gradighed i termer af forbrug. Her dzekker gradigheden
tilsvarende over, at et stgrre forbrug foretraekkes frem for et mindre, alt andet lige.

2T litteraturen er det lidt forskelligt, om investors valg antages kun at afhsenge af det
forventede afkast og risiko péa dette, eller om investors valg antages kun at athzenge af den
forventede slutformue og risikoen herpa. De to szt antagelser kommer ud pa et, da de fglger
af hinanden, jf. ligningerne (2.4) og (2.5) i afsnit (2.1.2).
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En forventet nytte-maksimerende investor hvis praference for investe-
ringsportefglje afhaenger af portefgjens afkastfordeling og a priori af forste
moment samt alle de centrale momenter (orden n = 2,3,4,...) for inve-

steringsafkastet.

Sidstnaevnte modellering af investorpraeferencer tager afsset i Von Neumann-
Morgensterns forventet nytteteori og er derfor mere generel og teoretisk velfun-
deret end middelveerdi-varians-analysen [12]. Middelveerdi-varians-analysen er
den mest anvendte model i praksis bade for investorer i risikofyldte aktiver og
for virksomheder, som skal traeffe beslutninger, som indebzerer afvejning af risi-
ko og forventet afkast. Middelveerdi-varians-analysens store udberedelse skyldes
iseer, at den er enkel at forsta og anvende, intuitiv og ikke mindst, at den er en
vaesentlig forudseetning for den meget tiltalende og enkle model til bestemmelse
af afkastkravet for risikofyldte aktiver, CAPM [6, 30]. Under visse omsteendig-
heder vil de to modeller for investorpraeferencer veere sammenfaldende - dette
er eksempelvis tilfaeldet, hvis nyttefunktionen er kvadratisk i formuen (og der-
med ogsa kvadratisk i afkastet), se bl.a. Markowitz (1959) [17, p. 208] og Munk
(2016) [20, p. 209]. Ved sammenligning af de to tilgange skal man holde sig for

gje, at der er to aspekter i spil:

e Praeferencesiden: Spgrgsmalet om hvorvidt et givent saet indifferenskurver
kan udledes fra forventet-nytte-teori og omvendt. Dvs. om modellerne er
overlappende og overensstemmende, eller om de star i modssetning til

hinanden.

e Karakteren af de tilgaengelige investeringer: For investeringer hvis afkast-
fordeling er entydigt karakteriseret alene af middelveerdi og varians, kan
man anvende middelveerdi-varians-analyse, uanset hvilken udformning in-
vestors nyttefunktion har [7]. Normalfordeling af afkast er gnskveerdigt
og antages ofte, da en normalfordeling netop er entydigt bestemt af alene

dens middelveerdi og varians.
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2.1.1 Investorpraferencer i middevaerdi-varians-analyse

I middelveerdi-varians-analysen antages investor at veere rationel, gradig og ri-
sikoavers og at basere sit portefgljevalg alene pa baggrund af forventet afkast og
risiko (og ikke hgjere ordens centale momenter som eks. kurtosis og skeevhed).
Middelveerdi-varians investoren gnsker det hgjst mulige forventede afkast for et
givent niveau af risiko (variansen pa det forventede afkast), og den lavest mulige
risiko for et givent niveau af forventet afkast 3. Mere generelt er der et trade-off
mellem forventet afkast og risiko forstaet pa den made, at investor for at patage
sig storre risiko kraever en kompensation i form af et hgjere forventet afkast. I og
med at investors preeference for en portefplje (per antagelse) er givet alene ved
portefgljens forventede afkast og risiko, kan praeferencen modelleres ved hjeelp
af et seet indifferenskurver i et (o, E[r|)-diagram. Se figur (2.1). En indifferens-
kurve udtrykker en samling af forskellige portefgljer, som investor er indifferent
mellem at holde. Indifferenskurverne er ikke-overlappende og numereret, sa et
hgjere nummer svarer til, at investor har hgjere preeference for portefgljerne pa
denne indifferenskurve?.

Kort fortalt er middelveerdi-varians-lgsningen péa én-periode problemet blot,
at investor skal veelge den portefolje, som i (o, E[r])-planen ligger pa den hgjeste
indifferenskurve.

Et hyppigt optraedende eksempel pa et indifferenskurvesaet er det, som fglger
af antagelsen om at investor har en linezer afvejning af forventet afkast og risiko

givet ved beslutningskriteriet
max (E[r] — 3v0?). (2.1)

Se figur 2.1. 7 er her en konstant, som maler investors risikoaversion, idet den
bestemmer hvor hgjt risiko veegtes relativt til forventet afkast i praeferencebe-

tragtningen - populeert sagt hvor hardt investor straffer risiko pa en investering

3Dette er formaliseret i Middelveaerdi-varians-kriteriet (M-V), se Bodie, Kane, Marcus
(2011) p. 192.[2]
“Se appendix (A.1) for en formalisering af begrebet.
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[3, 20]. For en risikoavers investor gaelder derfor, at v > 0. Denne model for in-
vestors preeferencer svarer til en praeferencefunktion f (o, E[r]) = E[r| — 5707,
o > 0. Da f kun atheenger af middelveerdi og varians (eller standardafvigelse),
vil dens niveaumeengder veere niveaukurver, som er indifferenskurver i (o, E[r])-
planen. En indifferenskurve svarende til praeferenceniveauet ¢ € Vm (f) er der-

for givet ved f (o, E[r]) = ¢, ensbetydende med

Er] = %702 +ec. (2.2)
En investor med beslutningskriteriet (2.1) vil have indifferenskurver beskrevet
ved (2.2). Hver af disse indifferenskurver er altsa en parabel med toppunkt
(minimum) i (0,c¢), og dermed konveks og med positiv heeldning i hele det
relevante domaene (o > 0).

Indifferenskurveset
0.201

0.15-

E[r] 0.101

0.051

\

0.05 0.10 0.15 0.20
c

E(r) =3.06" + ¢, c=0.01,0.03, 0.05,0.07, 0.09

(=)

Figur 2.1: Udvalgte indifferenskurver i indifferenskurvesaettet for en investor
med beslutningskriteriet max (E [r] — %702) og risikoaversionsparameter v = 6
Kilde: Egen tilvirkning.

Forskellige investorer har forskellig afvejning af varians og forventet afkast
og dermed ogsa forskellige indifferenskurver. Denne modellering af investorpre-
ferencer peger ikke pa en entydig afvejning af risiko og forventet afkast for en
rationel investor - tveertimod er modellen rig nok til at indeholde en mangfol-

dighed af investorer med forskellige indifferenskurver.
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2.1.2 Investorpraferencer i forventet nytte-teori

I forventet nytte-teori modelleres investorpraeferencer ved en nyttefunktion, som
udtrykker, hvilken nyttevaerdi investor har af at hans formue (eller forbrug) har
en given stgrrelse. Hvis man betragtede stgrrelsen af formuen som mal i sig selv
for veerdien af denne (og ikke anvendte det mere abstrakte nyttebegreb), ville
man ikke kunne modellere det empiriske faktum, at veerdien af en krone i en
hvis forstand synes at veere stgrre for en fattig investor end for en rig. Med
nyttebegrebet kan denne situation modelleres som aftagende marginalnytte.
Erkendelsen, af at nyttebegrebet er ngglen til at beskrive dette fundamentale
karaktertraek for investorer, gar helt tilbage til matematikeren Daniel Bernoullis

lgsning af St. Petersborg-paradokset.

Givet at investor opfylder nogle fa aksiomer, som populeert sagt blot udtryk-
ker, at investor er rationel, da vil investors praeference for investeringer kunne
udtrykkes ved en nyttefunktion, som kun afthsenger af stgrrelsen af den formue,
de genererer, u(W). Nar afkastet og dermed slutformuen W er stokastisk, er
u(W) ogsa en stokastisk variabel, som til hvert muligt niveau af slutformuen
W knytter en nytteveerdi. Investors rangordning (formelt udtrykt gennem en
praeferencerelation) af to forskellige stokastiske investeringer kan overseettes til
et spgrgsmal om ordning i de reelle tal af investeringernes forventede nytteveer-
dier, E [u(WV)]. Den optimale investeringsbeslutning er den, som maksimerer

den forventede nytte,

max E [u(W)]. (2.3)

Se Munk (2013) [21, Kap. 5] for en udferlig, aksiomatisk behandling af forventet
nytteteori og for preecis gennemgang af forudszsetningerne for gyldigheden af en

forventet-nytte-repraesentation af investorpraeferencer.
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2.1.3 Validiteten af middelvaerdi-varians-analysen

Validiteten af middelveerdi-varians-analysen star og falder dermed specielt med
antagelsen om, at investors portefgljevalg kun afheenger af middelvaerdi og va-
rians pa afkastet. Kan denne antagelse godtggres? Jeg vil her vise, at der er to

mader, hvorpa MV-antagelsen kan holde:

1 Investors nyttefunktion har en form, som ggr, at den forventede nytte kun

afheenger af middelveerdi og varians pa slutformuen.

17 Afkastene er flerdimensionalt normalfordelte

Hver af disse ting er i sig selv nok til at sikre MV-antagelsen og dermed validite-
ten af middelveerdi-varians-analysen i det konkrete tilfeelde. ¢ lyder tillokkende,
men som forklaret nedenfor er det i praksis normalfordelingsantagelsen, som

man ma haenge sin hat pa i MV-analysen.

Udgangspunktet er, at forventet nytteteori er en valid ramme til beskrivelse
af investorpraeferencer. For at undersgge hvorledes forventet nytteteori relaterer
sig til middelveerdi-varians-analysen, kan det fgrst og fremmest bemaerkes, at
forventningsveerdi og risiko pa slutformuen i en én-periode-setting relaterer sig
til forventningsveerdi og risiko pa afkast pa simpel vis. Lader vi Wy betegne den
initiale formue, og r det stokastiske afkast pa en investering, fas W = (1 + r))W,

og dermed

EW]|=E[1+47r)Wo]=Wy(1+ E|[r]) (2.4)

E [(W —E[W] )2} — Var [W] = Var [(1 + 7)) Wo] = W2Var [r] (2.5)

Den forventede nytteveerdi E [u(W)] kan relateres til forventningsveerdien E [W]
og variansen F [(W —F [W])Q] ved at lave en Taylorudvikling af nyttefunktio-

nen u(W) omkring den forventede slutformue E[W] og derpa tage forventningen
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pa begge sider af udtrykket®. Taylorudviklingen er:

L (BWY) (W - BEW)?

u(W) = u (EW]) + ' (E[W]) (W = EW]) + 5

+Zn, W) (W — E[W])" .

Dernzest tages forventningen pa begge sider. Ved anvendelse af den grund-
leeggende egenskab Efk - X + Y] = k- E[X| + E[Y], at E[(W — E[W])] =
E[W] — E[W] = 0 samt at £ [(W B [W])2] —: Var [V] tis

E[u(W)] = u(E[W]) + %u (E[W)) Var [W]

+Z u™ (E[W)) E[(W — E[W])"] (2.6)

Den forventede nytte afhaenger saledes af fgrste moment E[W] og andenordens-
centralmomentet Var [W] men ogsa af alle de centrale momenter af hgjere orden,
E|(W — E[W])"], n € {3,4,5,...}.

Den typiske investor er gradig og risikoavers. Gradigheden udtrykkes ved
en voksende nyttefunktion, dvs. «/ (W) > 0. Risikoaversionen kan gennem et
klassisk lotteriargument® vises at haenge sammen med aftagende marginalnytte,
dvs. at /(W) er aftagende og dermed u” (W) < 0. Sammenholdes dette med 2.3
og 2.6 ses, at den forventede nytte i modellen er voksende i E[W] og aftagende
i Var[W].

For at relatere E[u(W)] direkte til middelveerdi-varians-analysens E|r| og
Var(r), udtrykkes sammenhaengen i r. Ved at anvende 2.4 og 2.5 fas

1 d?u

EfuW)]=uWy(1+ E|r])) + 2 T2 WeVar [r]

W=Wy(1+E][r])

WG E[(r — E[r])"] (2.7)
W=Wo(1+E]r])

1 d"u
+ Z n! dWm

Ovenstaende konklusion om E[u(W)] for en gradig, risikoavers én-periode-investor

geelder altsa ogsa i variablen r: Da Wy (1 + E [r]) er voksende i E[r] fas, at den

5Jeg folger her Munk (2013) [21, Kap. 5]. Det antages, at nyttefuntionen opfgrer sig tilpas
'peent’ til at den er uendelig ofte differentiabel og sumfunktion for sin Taylorraekke. Se Solovej
(2001) [32, Kap. 5] for en matematikfaglig uddybning.

5S¢ Munk (2016) [20, Kap. 7] og von Neumann og Morgenstern (1944) [23].
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forventede nytte E[u(W(r))] er voksende i Er] og aftagende i Var[r]. Dette
stemmer overens med middelvaerdi-varians-analysen og med almindelig ’bon-
delogik’. Den forventede nytte afthzenger generelt set af fgrste moment og an-
denordenscentralmomentet, hhv. E[r] og Var[r], men ogsa af alle de centrale
momenter af hgjere orden, E [(r — E[r])"], n € {3,4,5,...}. Portefgljevalg og
allokering til aktivklasser kan saledes generelt set ikke ske alene pa basis af
forventet afkast og risiko.

Der skal altsa geelde noget seerligt, specifikt for en konkret nyttefunktion,
som ggr, at den forventede nytte kun afhsenger af middelveerdi og varians. Det
er tilsyneladende szerdeles sparsomt med eksistensen af forskellige typer af nyt-
tefunktioner, hvor maksimering af den forventede nytte i en én-periode-model
reducerer til at veere at et middelveerdi-varians-problem uanset afkastfordelin-
gen. Eller ogsa er de bare vanskelige at opdage. Et eksempel er en kvadratisk

nyttefunktion,

u(W) = a+ bW — cW?,

hvor a,b og ¢ er konstanter [3, Kap. 2.1.2]. Den har dog meget urealistiske
egenskaber - bl.a. er den aftagende til hgjre for sit toppunkt - hvorfor jeg ngjes
med blot at naevne den som et eksempel. Generelt set synes det umuligt at
godtggre MV-antagelsen med en passende nyttefunktion. Heldigvis er der en
anden ‘redningsplanke’: normalfordeling af afkast.

Hyvis afkastene er flerdimensionalt normalfordelte vil ogsa portefgljeafkastene
veere det, da det er en vaegtet sum af afkast for enkeltaktiverne. Da en normal-
fordelings hgjere momenter kan udtrykkes som funktioner af kun middelvaerdi
og varians, vil afkastfordelingen for portefgljeafkastene veere karakteriseret alene
ved middelveaerdi og varians. Den forventede nytte (2.7) vil derfor kun afhaenge
af middelveerdi og varians, og MV-forudsaetningen er dermed opfyldt.

I middelveerdi-varians-analysen er det derfor normalt at antage normalfor-
delte afkast. Man skal stadig antage noget om investors praeferencer for at be-

stemme den optimale aktieandel (eller portefplje generelt). I afsnittet (2.1.1)
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arbejde jeg ud fra middelveerdi-varians-kriteriet (2.1). I afsnit (2.1.5) vil jeg
vise, at der findes en nyttefunktion, som under antagelse af normalfordeling af

afkast er i1 overensstemmelse med dette kriterium.

2.1.4 CARA-nytte

Jeg vil her vise, at under antagelse af normalfordelte afkast findes der en nyt-
tefunktion u(W), hvor maksimering af forventet nytte er ensbetydende med
middelveerdi-varians-kriteriet (2.1). Derneest vil jeg diskutere denne nyttefunk-

tion. Den negative eksponentielle nyttefunktion defineres som
u(W) = —e= W (2.8)
Den forste- og andenafledede af u er hhv.

(W) = ae= W,

u//(W) _ _a26—(zW‘

At investor er gradig og risikoavers modelleres med hhv. en voksende og konkav
nyttefunktion, hvilket er ensbetydende med a > 0.

Den absolutte risikoaversion er konstant,

UH(W) .
u(W)

ARAW) = — (2.9)

hvorfor den negative eksponentielle nyttefunktion ogsa betegnes CARA nytte-
funktion (constant absolute risk aversion). Den relative risikoaversion er pro-

portional med formuestgrrelsen,

RRA(W) = _WZ,’/((I/IW//)) = aW. (2.10)
EuW)] = —E [e V] (2.11)

Dette udtryk kan nemt evalueres, hvis W er normalfordelt. Antag normalfor-

delte afkast. Dermed er ogsa portefgljeafkastene normalfordelte hvoraf fglger, at
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slutformuen (efter én-periode-investeringen) er normalfordelt. Lad initialformu-
en veere Wy og portefljeafkastet normalfordelt ~ A (1, 02). Da er slutformuen
normalfordelt med W ~ N (W (1 + p), Weo), jf. (2.4) og (2.5). Jf. Munk (2013)

[21, Appendix B] er forventningsveerdien af e~V lig

E [U(W)] = e—aW0(1+M)+%a2W020_2

_ e(lJruf%aWoaQ)(faWo) .

Maksimering af den forventede nytte kan omformuleres til et spgrgsmal om

maksimering af en linarkombination af forventet afkast og risiko:
1 2
max E [u(W)] < maxp— iaWOU (2.12)
og da aWy = RRA(W)) ensbetydende med
1 2
max p — §RRA(W0)U . (2.13)

Dette er konstistent med middelvaerdi-varians-kriteriet (2.1). Validiteten af middelveerdi-
varians-analysen haenger i dette tilfzelde pa antagelsen om normalfordelte afkast.

Det eneste, vi har vist, er at givet normalfordelte afkast sa kan den linesere afba-
lancering af forventet afkast og varians forklares med en CRRA-nyttefunktion.

Vi har ikke undersggt implikationerne af CRRA-nyttefunktionen for andre af-
kastfordelinger. Rent teknisk er normalfordelingsantagelsen vigtig, idet den ggr

det let at evaluere E [—e‘aw].

Vi kan dog ogsé bruge undersggelsen her til at vurdere, hvorvidt denne
modellering af investorpraeferencer i det helt taget er rimelig. Betydningen af
en konstant absolut risikoaversion er, at investor uanset sin formuestgrrelse er
villig til at betale det samme belgb, f(a), for at undga et fair lotteri i absolute
termer”[20]. Dette virker ikke synderligt intuitivt eller realistisk. Jo fattigere vi
er, desto mere katastrofalt er det for os at tabe x kroner, og vi er derfor villige

til at betale mere i forsikring’ for at undga sadan et lotteri. Selvom lotteriet

er fair, laver det ikke om pa, at vores marginalnytte ved tab er stgrre end

"Dvs. med mulighed for at tabe et fast belgb, + kroner.
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ved gevinster (pga. aftagende marginalnytte). Voksende relativ risikoaversion
betyder, at investor, i takt med, at hans formue vokser, er villig til at betale en
stadig stgrre brgkdel af sin formue for at undga et fair lotteri, hvor han risikerer
at tabe en given, konstant andel af sin formue.

I kapitel (2.2.2) vil jeg analysere pa den optimale aktieandel (og ogsa opti-

male position i aktier i kroner-grer) for en investor med CARA-nytte.

2.1.5 CRRA-nytte

Intuitivt virker det mere realistisk, at investor, i takt med at han bliver mere
velhavende, bekymrer sig mindre om 'handgrer’ og méaske har samme bekym-
ring for at miste en given brgkdel af sin formue (som nu er et stgrre belgb i
absolutte termer). Sadanne investorpraeferencer svarer til en aftagende absolut
risikoaversion og en konstant relativ risikoaversion. Antag en konstant relativ

risikoaversion n > 0, dvs.

B u”(W) B
RRA(W) = -W ) "
eller
u'(W) = —n- W/ (W). (2.14)

En lgsning til denne ligning er CRRA-nyttefunktionen
u(W) = —— Wt (2.15)

Vi ma kreeve, at n # 1. Da /(W) = W™" > 0 og da vi kraever, at W > 0 ses, at
n > 0 er i overensstemmelse med kravet om en konkav nyttefunktion u” (W) < 0.
Grundet egenskaberne diskuteret ovenfor foretrackkes denne nyttefunktion ud
fra en betragtning om realisme. Der er bare det aber dabei, at den ikke egner
sig til middelvaerdi-varians-analyse. Den absolutte risikoaversion er gaende mod

uendelig for formuen gaende mod nul,

ARA(W) = RRAW)/W =n/W — oo for W — 0,
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Dette haenger sammen med, at marginalnytten er gaende mod uendelig,
W' (W) =W o for W — 0.

Fortolkningen er, at vores marginale tab ved at tabe de sidste enheder af formu-
en bliver uendeligt stort, og derfor er vi uendelig risikoaverse overfor situationer,
hvor vi risikerer at tabe hele formuen. Hvis vi antager normalfordeling af afka-
stene, er der en endelig sandsynlighed for afkast pa under 100% og dermed for
negativ formue. Begraenset heeftelse findes ikke i en verden med normalfordelte
afkast. Sammen med ovenstaende betyder dette, at investor skal placere alt i den
risikofri investering og dermed have en aktieandel pa 0. Det kraever selviglgelig
formelt set et bevis. I en MV-kontekst er CRRA-nyttefunktionen derfor uegnet.
CRRA-nyttefunktionen er imidlertid velegnet til en intertemporal model med

normalfordelte logafkast. Se kapitel (4).

2.2 Middelveerdi-varians-analyse og den optimale

portefglje

Formalet med dette kapitel er at bestemme den optimale aktieandel for en
investor, bestemt udfra middelvaerdi-varians-analyse. Problemet er enkelt: In-
vestor kan over en enkelt periode investere i et stokastisk aktieindeks og i en
risikofri obligation. Investeringsbeslutningen kan ikke omggres i lgbet af perio-
den. Investor gnsker at bestemme den optimale andel, som han skal placere i
aktieindekset.

Antagelsen om kun ét riskofyldt aktiv kan umiddelbart virke meget restrik-
tiv. Men et hovedresultat ved middelveerdi-varians-analysen, Tobins separa-
tionsseetning, siger, at selv med mange risikofyldte aktiver reduceres problemet
for alle investorer til et sporgsmal om allokering mellem én risikofyldt portefglje
og det risikofrie aktiv. Jeg vil derfor i det fglgende ikke begraense analysen til
en verden med kun ét risikofyldt aktiv.

Portefgljeproblemet er tofoldigt og omfatter
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e Karakterisering af den efficiente rand., maengden af mulige, efficiente po-

rtefgljer, der kan investeres i. Se figur 2.2 og figur 2.3.

e Karakterisering af investorpraeferencer, udtrykt ved et indifferenskurve-

saet. Se figur 2.1.

og sidst lgsning af problemet ved at sammenholde disse. Hovedresultatet af

denne undersggelse, som jeg vil lave i det fglgende, er opsummeret i ligningen

(2.20).

A Expected
Return

Aggressive
Investor

Best Mix of
Stocks and Bonds

Moderate
Investor,

Conservative
Investor

Bonds

Cash

A 4

Risk

Figur 2.2: Stiliseret figur som viser mulighedsomradet for investering uden
risikofrit aktiv udspeendt af allokering til to brede aktivklasser, aktier og ob-
ligationer. Viser endvidere den efficiente rand med et risikofrit aktiv, kapi-
talmarkedslinjen (CML), og angiver hvorledes forskellige investorpraeferencer
forer til forskellig placering pa CML. Kilde: Campbell (2001) [3, Kap. 1].

I en verden med ét risikofrit aktiv® og et antal risikofyldte aktiver siger To-
bins to-fonds-separationssaetning, at enhver risikoavers én-periode middelvaerdi-
varians-investor vil veelge en kombinationsportefglje bestaende af en hvis an-

del placeret i det risikofrie aktiv og resten i den sakaldte tangentportefglje af

8Det er ikke ngdvendigt at antage, at der kun er ét risikofrit aktiv. Er der flere risikofri
aktiver, vil aktivet med det hgjeste afkast dominere de gvrige. Ingen rationel investor vil
investere i de inferigre risikofrie aktiver, og det er saledes heller ikke muligt at ga kort i disse
- dvs. lane risikofrit til en rente som er lavere end den hgjeste risikofri rente (da der ingen
modpart er til en sddan position). Dermed vil der effektivt set kun eksistere ét risikofrit aktiv
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risikofyldte aktiver [36] [5, p. 84 og p. 293] [2, p. 225]. Nar forst tangentpor-
tefgljen er bestemt, er portefsljeproblemet derfor reduceret til et simpelt pro-
blem om allokering mellem kun to aktiver. Tangentportefgljen kan bestemmes
ved middelvaerdi-varians-analyse givet den risikofri rente, varians-kovariansmatricen
for de risikofyldte aktiver samt deres forventede afkast?. Jeg antager, at vi be-
finder os i en normal gkonomi, hvor tangentportefgljen ligger pa den gvre gren

af mulighedsomradet!?.

Udfordringen i at lave gode estimater af de forventede afkast og varians-
kovariansmatricen ud fra historiske afkastdata ofte suppleret med struktur i
form af indexmodeller, skal jeg her ikke forklejne. Jeg vil afgreense mig fra at
beskrive denne del, men henvise til Bodie (2014) og Elton (2014) for bestem-
melse af kovarianser i indexmodeller [2, 5] og ikke mindst diskussionen i Munk
(2014) om den store fplsomhed, som investors valg af portefglje har overfor
usikkerhed pa disse estimater [20].

Tangentportefgljen er karakteriseret ved at vaere den portefglje, som har den

storste Sharpe Ratio
Elr]—ry
o

A=

blandt mulige portefgljer af udelukkende risikofyldte aktiver. At en portefslje
er mulig kan beskrives kvantitativt ved, at portefgljeveegtene summer til en,
> ;wi = 1. Bestemmelse af tangentportefgljen er saledes et spgrgsmal om be-
stemmelse af ekstremum under bibetingelser. Med kun den ene bibetingelse, at
portefgljeveegtene summer til en, er problemet muligt at lgse vha. Lagrange-
optimering eller alternativt med Blacks metode. En beskrivelse af Blacks metode
findes i Elton (2014) [5, Kap. 6] og i Black (1972) [1]. En udferlig udledning af
en generel lgsning af problemet vha. Lagrange-optimering findes i Munk (2016)

[20, Kap. 7]. I praksis tilfgjes ofte yderligere bibetingelser sasom restriktioner

9Dvs. at andelen, som hver af de risikofyldte aktiver indgar med i tangentportefgljen,
bestemmes, hvorefter tangentportefgljens risiko og forventede afkast (ctan, E[rtan]) kan be-
stemmes.

OFor en diskussion af den mere teoretiske, unormale situation, hvor tangentportefgljen
ligger pa den nedre gren, henviser jeg til Munk (2016) [20, Kap. 7]
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ang. kortsalg, begraensninger i forhold til, hvor stor vaegt enkelte aktiver ma
have i portefgljen, Safety-first kriterier og VaR-kriterier. Sadanne bibetingelser
komplicerer optimeringsproblemet betydeligt, og man ma her ofte forlade sig pa
numerisk lgsning af konkrete problemer fremfor analytisk udledning af generelle
lgsningsformler [5, Kap. 6].

Tobins separationssaetning betyder, at enhver effecient portefolje (o¢, Elr¢])
er en kombinationsportefglje beliggende pa kapitalmarkedslinjen (CML), ud-

spaendt af det risikofrie aktiv (0,7¢) og tangentportefgljen (oan, E[rtan]),

B _
CML: Efrc] = [Tt;:] i oc +ry.
an

Givet investors saet af indifferenskurver og givet de ngdvendige input til bestem-
melse af CML, er mean-varians-lgsningen pa én-periode-investeringsproblemet
simpel: Investor skal valge kombinationsportefgljen, som ligger i punktet i
(0, E[r])-planen, hvor CML tangerer en indifferenskurve!! [2, Kap. 7].

Lad os vende tilbage til situationen med en investor som fglger beslutnings-
kriteriet

max (E[r] — %702) .

Der er tale om maksimering af f (o, E[r]) = E[r] — 170 under bibetingelsen,
at portefgljen ligger pa CML. Ved at indsaette bibetingelsen i f kan maksime-
ringsproblemet reduceres til et maksimeringsproblem for en funktion af kun én

variabel, uden bibetingelser:

flo,Elr]) = E[r] — 3yo? = 20l 20 o 4 — Lo = f (o).

do Otan
dvs. den praeferencemaksimerende portefglje har risikoen

O'* — E[Ttan] - /rf )
YOtan

11Se appendix for et bevis for denne pastand.
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For at bestemme vaegtene, som tangentportefgljen og det risikofrie aktiv indgar
med i denne portefslje, bemeerker vi, at kombinationsportefgljens afkast er det
vaegtede gennemsnit af afkastene for tangentportefgljen og det risikofrie aktiv,

og at variansen er summen af varianserne af de vaegtede afkast

7= Wrian + (1 —w) 7y

o =Var(r) = Var(wrean) + (1 —w) - Var(ry) = w?og,,.

Af sidste ligning fas, at 0 = |w|oan. For at undga at skulle argumentere for
fortegnet for w, er det hensigtsmaessigt at skifte til denne variabel, inden der
differentieres'? - for vi kan altid uden videre gi den anden vej fra w til o, da

o > 0. Fgrsteordensbetingelsen for maksimering af

Elr —r
h(w) = M oo+ re— %’yw2at2an
Otan

giver hovedresultatet for vores middelveerdi-varians-analyse af den optimale ak-

tieandel:

w* =

Elrean] =75 Ap

= . 2.16
’yo-t2an Y0tan ( )

Dette er den optimale aktieandel for investor'®. Investor maksimerer saledes
sin forventede nytte ved at veelge en kombinationsportefglje med andelen w*
placeret i tangentportefgljen og (1 —w™*) i det risikofrie aktiv. Jeg vil diskutere
den optimale aktieandel nedenfor i kapitel 2.2.3. Fgrst vil jeg give et konkret
eksempel pa bestemmelse af den optimale aktieandel indenfor middelvaerdi-

varians-analysen.
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Indifferenskurvesat og CML
0.107

0.084
0.064
E[r]

0.04+

0.02+

0 0.05 0.10 0.15 0.20
c

Figur 2.3: Udvalgte indifferenskurver i indifferenskurvesaettet for en inve-
stor med beslutningskriteriet max (E[r] - %702) og antaget risikoaversions-
parameter v = 6. Endvidere antages ry = 0.015 og en tangentportefglje
(0tan, E[rtan]) = (0.15,0.07), som bestemmer den viste CML. Indifferenskur-
verne vist er E(r) = 202 4 ¢ for ¢ = 0.01,0.03,0.05,0.07, samt for indifferens-

2
kurven som tangerer CML, cop¢ = 0.026204. Kilde: Egen tilvirkning.

2.2.1 Eksempel pa bestemmelse af optimal aktieandel

Lad os betragte et konkret eksempel, illustreret pa figur 2.3. Investor antages

at handle ud fra beslutningskriteriet max (E[r] — 37y0?), hvormed indifferens-

kurverne, som vist, bliver givet ved E[r] = %702 + c¢. Antag, at den risikofri

rente er 7y = 0.015 og tangentportefpljen (oan, E[rtan]) = (0.15,0.07). Risikoen

. . . Elrtan]—7rf _ 0.07—0.015
* — 0. . —
pa den praeferencemaksimerende portefglje er da o* = Yoo = 6015 —

0.06111. Dernsest kan det forventede afkast af den preeferencemaksimerende

2Se eks. Campbell (2001) [3, Kap. 2.1] eller Munk (2014) [20, p. 198] hvor f fra begyndelsen
udtrykkes i w.

13 At ekstremumspunktet er et (lokalt) maksimum for f og ikke et minimum eller saddel-
punkt fglger af andenordensbetingelsen, at den andenafledte af f (mht. o) i 0" er negativ og
at f er kontinuert i en omegn omk. o* [34]. Da f” (¢) = —y < 0 Vo (og dermed ogsa at f”
er kontinuert i en omegn af o), geelder specielt andenordensbetingelsen for et lok. max., at
f"(6*) = =y < 0, men ogsa at f' (o) > 0 for ¢ < o* og f'(¢) < 0 for ¢ > o* hvoraf det
af monotoniforholdene ses, at ekstremumspunktet er et globalt maksimum. Mere lavpraktisk
kunne man na samme konklusion ved at bemaerke, at f er et andengradspolynomium i o med
negativ o2-koefficient. Da f antager globalt max for o = o™, antager praeferencefunktionen f
ogsa globalt max i (¢*, E[r]*).
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portefolje E[r*] bestemmes vha. CML:

M'U*Jﬁ ~0.07-0.015

Elr*] = _ 0.07—-0.015
] Ttan 7= 0.15-0.06111

-+ 0.015 = 0.03741.

Vi har nu bestemt risiko og forventet afkast af den praeferencemaksimeren-
de portefglje. Hvis vi gnsker at bestemme, hvilken indifferenskurve denne po-
rtefolje ligger pa, skal vi lgse ligningen E[r*] = %7 (U*)2 + ¢ mht. ¢. Dvs.
c = % = 0.02620, og E[r] = %702 + 0.03741 er saledes den hgjeste
indifferenskurve, som investor kan na op pa givet antagelserne. Pa figur 2.3

er specielt plottet CML og denne indifferenskurve, og det ses, at de tangerer

hinanden i den nyttemaksimerende portefglje med
(c*, E[r*]) = (6.1%, 3.7%).

Andelen, som den pagaldende investor skal placere i tangentportefgljen, er da

Elrgan) —ry  0.07—0.015
yol,  0.15-0.061112

w' =

= 0.40741 ~ 40%.

Dette er den optimale aktieandel for investor, som giver investor den bedste
afvejning mellem forventet afkast og risiko. For yderligere tolkning af den op-
timale aktieandel henviser jeg til kapitel 2.2.3. Andre investorer med andre
preeferencer vil - forudsat at de er middelveerdi-varians investorer - generelt set
vaelge andre portefgljer, dog beliggende pa samme CML og derfor med samme

Sharpe-Ratio.

2.2.2 Optimal portefglje for en investor med CARA-nytte

Analysen i kapitel (2.1.4) viser, at forventet nyttemaksimering med CARA-
nyttefunktionen er i overensstemmelse med max (E[r] — %702) safremt v =
RRA(Wpy) = aWy. Vi havde i forvejen etableret en intuitiv tolkning af gamma
som veerende et mal for, hvor hardt risiko straffes. Kravet for overensstem-
melse er, at dette mal er den relative risikoaversionsparameter. Den optimale

aktieandel i tilfaeldet med normalfordelte atkast og CARA-nytte er,

«  Elran] — 7y
== _J 2.17
w aWOJtQan ( )
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Det er her overraskende, at aktieandelen aftager i formuen. Men det skyldes net-
op den aftagende relative risikoaversion (som fplger af den konstante absolutte
risikoaversion). Ved at se pa ikke den optimale aktieandel men den optimale
veerdi i kroner-gre som investors aktiebeholdning skal have, fas en anden tolk-
ning,

(2.18)

Investor skal optimalt set have den samme position i kroner-gre i aktieindekset
uanset stgrrelsen af hans formue. Hvis investors formue bliver stgrre, skal ak-
tieandelen veere mindre, sa produktet holdes konstant pa det optimale niveau
(Elrtan) — r¢) /acd,,. Fortolkningen heraf er, at dette er i trad med en konstant
absolut risikoaversion.

Fordelen ved CARA-nytten er, at praeferencesiden i middelveerdi-varians-
analysen dermed baseres pa forventet nytteteori. Dette gger i sig selv validiteten
af MV-analysen. Men en stor ulempe er, at CARA-nytten pga. den konstante
absolutte risikoaversion resulterer i et tilsyneladende urealistisk portefgljevalg,
idet aktieandelen er faldende med formue, og at aktiepositionen i kroner-gre
er konstant i formuen. Dette forhold taler for en lav validitet forstaet pa den
made, at metoden 'rammer ved siden af malet’ og ikke beskriver den investor,
vi gnsker at beskrive, men en anden. Af den grund kan der argumenteres for at

beholde ad hoc beslutningskriteriet (2.1),
max (E[r] — %702) , (2.19)

for en risikoaversionsparameter v, som ikke ngdvendigvis er lig aWj for kon-
stanten a = ARA(W)). Jeg vil her og i resten af middelveerdi-varians-analysen

i opgaven foretage netop det valg, at investorpraeferecen er givet ved (2.1).

2.2.3 Optimal aktieandel for investor

Aktieindekset omtalt i begyndelsen af kapitlet kan vi vaelge til at veere tan-

gentportefgljen. Omvendt, hvis vi er givet en verden med et aktieindeks og
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ingen andre risikofyldte aktiver, sa bliver dette indeks til tangentportefgljen.
Idet vi lader p := E[ran| 0g 0 := otan betegne hhv. forventet afkast og risiko

pa aktieindekset, kan vi altsa skrive

- A
W=t 2 (2.20)

yo? o

Investors optimale aktieandel er if. modellen voksende i afkastet pa aktieindek-
set, alt andet lige. Den er aftagende i den risikofri rente, alt andet lige. Disse
ting kan opsummeres ved at sige, at den optimale aktieandel er voksende i mer-
afkastet, excess return, u — ry, alt andet lige. Dette er intuitivt forventeligt. I
alt andet lige ligger specielt, at det er for samme risiko. Vokser merafkastet,
uden at risikoen pa aktieindekset vokser, sa vokser belgnningen som investor
far for at patage sig risiko pr. risikoenhed. Derfor er det optimale for investor
at patage sig stgrre risiko ved at gge aktieandelen.

Den optimale aktieandel er aftagende i 7. Jf. (2.1) udtrykker « populeert sagt,
hvor hardt risiko straffes af investor. Jo stgrre 7, desto storre tab af (nytte)veerdi
har hver enhed risiko, som tages. v er dermed et udtryk for risikoaversionen.
At den optimale aktieandel falder, nar investors risikoaversion vokser, er ogsa
forventeligt. Det passer med den velkendte tendens, at mange risikoaverse in-

vestorer sgger i ’sikker havn’ med en forholdsvis stor obligationsandel.

Vealger investor en stgrre eller mindre aktieandel end w*, vil investor ikke
opna en optimal afvejning mellem forventet afkast og risiko pa portefgljen. Ved
en mindre aktieandel end w* vil risikoen falde - men ikke nok til at kompensere
for faldet i forventet afkast. Ved en stgrre aktieandel end w* vil det forventede

afkast vokse, men ikke nok til at kompensere for den ggede risiko.

Specielt siger (2.20) intet om investeringshorisontens betydning. I den tradi-
tionelle middelveerdi-varians-analyse, vi har lavet her, investeres over én tidspe-
riode, og investeringsbeslutningen kan ikke omggres i lgbet af denne. At slutte
fra konklusioner om enkeltperiodeinvesteringer til multiperiodeinvesteringer er

pa ingen made trivielt.
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2.2.4 Kritik af middelvaerdi-varians-analysen

Da nyttefunktioner generelt set ikke har en form som i sig selv garanterer,
at investor alene baserer sit valg pa middelveerdi og varians af afkastet (eller
slutformuen), er man i middelveerdi-varians-analysen generelt set ngdt til at
antage normalfordelte afkast. Denne antagelse er problematisk af to grunde.
For det fgrste er der en endelig sandsynlighed for afkast under 100%, hvilket
er uoverensstemmende med den begrazensede haeftelse som en ejer af en aktie
(og dermed ogsa af et aktieindeks) har. Worst case er, at aktien er veerdilgs.
Med normalfordelingsantagelsen risikerer man et vilkarligt stort tab og at ende
med en negativ formue, som numerisk set kan veere vilkarlig stor! Vores mo-
del er dermed hvad dette angar ikke en god beskrivelse af virkeligheden. Det
andet problem er, at hvis afkastene antages uafthaengigt normalfordelte over en
hvis periodeleengde, At, sa vil afkastene set over andre periodeleengder ikke
veere normalfordelte. Det kan forklares ved, at afkastet over eks. leengere peri-
odeleengder - flerperiodeafkastet - beregnes som det geometriske gennemsnit af
enkeltperiodeafkastene. Et geometrisk gennemsnit er ikke linesert i enkeltperi-
odeafkastene og er dermed ikke en sum af normalfordelte stokastiske variable.
Det er velkendt, at en sum af uafhaengige normalfordelte stokastiske variabel
er en normalfordelt stokastisk variabel - men fordelingen af flerperiodeafkastet
er langt mere kompliceret. Betragt de tre normalfordelte enkeltperiodeatkast
T+ Aty Ti+ALI+2AL OF Ti+2AL1+3A¢- Flerperiodeafkastet fra ¢ til t + 3At er givet

ud fra det geometriske gennemsnit,

Tei+s3at = (L4 7eieae) (14 repaceraar) (14 revoarirsar) — 1, (2.21)

og er ikke en linearkombination af de normalfordelte enkeltperiodeafkast.

Man kan sa stille spgrgsmalet: Over hvilken periodelsengde er afkastene nor-
malfordelte? Kan man med stgrre ret haevde, at det er de daglige afkast end de
ugentlige eller manedlige? Kun en af dem kan vaere det. Dette er et argument

for, at det ikke er rimeligt at antage normalfordeling.
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Middelveerdi-varians-analysen er i sin formulering en én-periode-model. Er
dette en realistisk beskrivelse af det problem, investorer star i? For den typiske
investor vil investeringsbeslutningen unsegteligt heenge sammen med forbrugs-
valg og omvendt. I stort omfang investerer investor for at finansiere fremtidige
forbrug. Investeringen er et redskab til at flytte forbrug i tid. Og nar investor
forbruger er det ogsa med tanke pa, hvad den heraf fglgende reduktion af for-
muen har af konsekvenser for slutformuen og fremtidige forbrug. Dette taler
imod en model, hvor investor kun bekymrer sig om stgrrelsen af formuen pa et
givent tidspunkt (langt) ude i fremtiden. En sadan investor har specielt ogsa

nytte af det forbrug, som afholdes undervejs.

For en ikke-kort investeringshorisont vil en investor typisk justere sin por-
tefglje lgbende, i takt med at han far ny information. Selv hvis vi accepterer
antagelsen om konstante investeringsmuligheder, vil der jo komme ny informa-
tion, som tiden gar, i og med at priser og dermed afkast realiseres. Investor ma
i virkeligehedens verden antages at reagere pa denne information. Hvis aktiebe-
holdningen har outperformet obligationerne helt astronomisk over en periode,
vil investors aktieandel veere steget markant. Sa vil investor maske overveje at
seelge ud i aktiebeholdningen, sa han opnar samme aktieandel og dermed ri-
siko som tidligere. En anden investor, som har vaeret meget heldig, vil maske
efterfolgende veelge en hgjere aktieandel, da han nu har rad til at tage store
risici. En tredje investor i samme situation vil méaske derfra veelge en meget
lav aktieandel og bare "kgre den sikkert hjem’. I MV analysen har investor ikke
mulighed for at reagere pa information indenfor perioden. Modellen er derfor

seerlig problematisk til at beskrive investering over leengere perioder.

Endelig er det en svaghed, at investorpraferencer i middelvaerdi-varians-
analysen generelt set ikke kan funderes i forventet nytteteori. Vi har derfor ikke
fra et teoretisk synspunkt fast grund under fgdderne - vi kan ikke veere sikre
pa, at ad hoc formuleringer af investorpreeferencer som eks. (2.1) rent faktisk

repraesenterer konsistente, rationelle praeferencer for forbrugsplaner. Det kan
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derfor veere usikkert, i hvilken grad teorien kan bruges normativt til at sige,
hvad en rationel investor bgr gore - og i hvilken grad den blot udtrykker, hvad

investor ggr.



Kapitel 3

Outperformancesandsynlighed

som beslutningskriterium

For en investor med lang tidshorisont har jeg argumenteret for, at Markowitz
middel-varians-analyse er uhensigtsmaessig. Men hvordan skal investor sa veaclge
sin allokering mellem aktieindekset og den risikofri investering? Et bud pa et
svar pa dette spgrgsmal udspringer af at se pa sandsynligheden for, at aktie-
indekset outperformer den risikofri investering over forskellige tidshorisonter.
Bestemmelse af sadanne outperformancesandsynligheder kraever, at vi saetter

en struktur pa udviklingen i aktieindekset.

3.1 Modellering af afkastdynamikken

Jeg vil i de to fglgende underkapitler opstille modeller for afkastdynamikken
for obligations- og aktieindekset. Obligationsindekset er hurtigt klaret, da jeg
som allerede naevt modellerer det som en risikofri investering. Resultatet er

afkastdynamikken beskrevet af hhv. (3.1) og (3.2) sammen med (3.16).

33
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3.1.1 Afkastdynamik for obligationsindekset

At jeg her i opgaven afgreenser mig til at modellere et obligationsindeks som
en risikofri investering betyder, at afkastdynamikken bliver deterministisk og
meget enkel: En investering af en initial formue Wy i det risikofri aktiv med
konstant afkast (kontinuert tilskrevet rente) r til tidspunkt ¢ = 0, vil til tids-
punktet T veere vokset til

Wy = Woe'™. (3.1)

Denne ligning beskriver afkastdynamikken for obligationsindekset i vores model.

3.1.2 Afkastdynamik for aktieindekset

Lad X} betegne prisen pa aktieindekset til tidspunkt ¢. Investeres Wy i aktiein-

dekeset til t = 0, vil formuen til ¢ = T have stgrrelsen
Wr = —W, (3.2)

For at komme videre med dette udtryk, ma vi antage noget om udviklingen i
aktieprisen X;.
Jeg gnsker en model for afkastdynamikken for aktieindekset, som kan fange

fglgende generelle empiriske karakteristika for aktiepriser:
- Variabilitet
- En tendens til veekst over tid
- En tendens til procentuelle szendringer fremfor absolutte sendringer

- En tendens til at bedste prognose for aktiekursen et lille tidsskridt senere

er den nuveerende kurs
- En tendens til stgrre variabilitet over stgrre tidshorisonter
- Umulige at forudsige

- Antager veerdier i et kontinuum
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- Antager en a priori forskellig veerdi i ethvert tidspunkt i et kontinuert

tidsinterval

Dette kan modelleres med en passende kontinuert-tids stokastisk proces som
kan antage stokastiske vaerdier. For at beskrive aktiepriser, som vi oplever dem
i praksis, ville det veere nok at kraeve, at processen antog veerdier i en teellelig
(maske endda endelig) maengde og i diskret tid (for tilstraeekkelig sma tidsenhe-
der). Det er ogsa lettere at opstille og fortolke diskret-tids-processer med diskre-
te veerdier. Hvorfor sa overhovedet lave kontinuerte modeller kunne man med
rette sporge? Det viser sig at tillade en mere elegant matematisk behandling,
da der kan anvendes calculus. Ligesom differentialligninger kan veere betydelig
lettere at handtere end differensligninger i deterministiske tilfzelde, er det ogsa
geeldende for stokastiske problemstillinger [4].

Som beskrevet indledningsvis i opgaven vil jeg afgraense mig fra at undersgge
effekten af varierende investeringsmuligheder. Jeg antager saledes konstante in-
vesteringsmuligheder®.

En diskret-tids-model, som opsamler ovenstaende karakteristika, er
AX = pXAt+oXeVAt (3.3)

hvor X er aktiekursen, p og o er konstanter, At leengden pa tidsskridtet over
hvilket aktiekursen kan sendre sig, og € er en standardnormalfordelt stokastisk
variabel, € ~ N(0,1). Jeg vil forst motivere modellen og dernsest udlede kon-
sekvenserne af den. Behandlingen er delvis inspireret af Hull (2012) [10, Kap.
13].

Betragt fgrst en risikofri investering. Investor kraever et afkast som i absolut-
te termer er proportionalt med stgrrelsen pa den investerede formue. Investeres
et dobbelt sa stort belgb, kraeves et dobbelt sa stort absolut afkast. Thi ellers
- hvis afkastet var mindre end det dobblete - ville investor placere halvdelen

i en anden investering med samme risiko, og dermed effektivt fa det dobbelte

'Modellen (3.3) kan genereliseres til varierende investeringsmuligheder ved at lade u og o
afhaenge af tiden 4, dvs. AX = p; XAt 4 0; XeV At.
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afkast. Det er ikke muligt for investor at fa et storre absolut afkast ved blot at
opsplitte investeringen i et stgrre antal mindre, tilsvarende investeringer, med
samme risiko. Et sadant arbitrageargument viser, at det absolutte afkast over
tidsintervallet fra ¢; til ¢;41 er proportionalt med investeringens stgrrelse, mao.
med aktiekursen. Dvs. AX; ;11 = Xip1 — X; o< X

Investeres der i dobbelt sa lang tid, gnsker investor sig kompenseret dobbelt
sa meget og derudover ogsa for rentes-rente-effekten. I et meget kort tidsinter-
val, hvor rentes-rente-effekten er forsvindende lille (gaende mod nul), ma det
absolutte afkast veere proportionalt med tiden, hvori investor giver afkald pa
den investerede kapital, At, mao. AX; ;11 oct og dermed AX; ;41 o< X;-At. Da
investeringen antages risikofri, er der ikke risiko (standardafvigelse pa afkastet)

eller andre yderligere variable som pavirker det absolutte afkast, og vi har, at
AXi,i+1 = U~ )(Z - At (34)

hvor u er en proportionalitetsfaktor. Dette er ensbetydende med, at det relative
afkast 1 meget korte tidsintervaller (gaende mod nul) er proportionalt med tiden,
AXii1/Xi = p- At

I greensen At — 0 bliver denne differensligning til differentialligningen?
dX = pXdt, (3.5)

som let lgses ved separation af de variable. Med begyndelsesbetingelsen X (¢t =
t;) = X, fas lgsningen som er den velkendte sammenheng for en risikofri inve-
stering,

X = X;ett=t), (3.6)

Den momentane sndring i X pr. tidsenhed kaldes pa engelsk drift rate, da

den angiver, hvor meget aktieprisen ’driver’ over tid. Af ovenstaende fas, at

driftraten er % = pX. Det observeres ogsa, at u er det kontinuert tilskrevne

forventede afkast pa aktieindekset.

2En mere omsteendig formulering for dette begyndelsesveerdiproblem er integrallignin-

gen [ ));((t?) XX = fti udt med begyndelsesbetingelsen X (¢;) = X;. Lgsningen er X =

Xieu(t*ti)'
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Et aktieafkast er ikke deterministisk men stokastisk i sin natur. Vi gnsker
at tilfgje modellen en stokastisk komponent, som kan forklare den variabilitet,
der observeres i aktiekurser. Dette kan ggres ved at tilfgje et stokastisk led til
(3.1.2). Lad os for en stund betragte en investering uden drift, dvs. med drift rate
nul, som vi kan forestille os som et slags lotteri. Et simpelt arbitrageargument
tilsvarende ovenfor giver, at det absolutte afkast skal vaere proportionalt med

investeringens storrelse3. Afkastet kan dermed meget uformelt udtrykkes
AX;it1 = X; - 'Stokastisk variabel;’,

hvor der for hvert i € {0,1,2,3,..., N} er en passende stokastisk variabel, som
beskriver den ’stgj’ som driver sendringer i aktiekursen. For hvert i er X; en sto-
kastisk variabel; mere praecist den stokastiske variabel som angiver aktiekursen
til tiden ¢ = ¢;. Familien

(Xi)ie{O,I,Q,S...,N}

af stokastiske variable indekseret af tallene {0,1,2,3..., N} kaldes da en stoka-
stisk proces i diskret tid* [41, 37, 31]. Da venstresiden udtrykker sendringen i
en stgrrelse, X, fra t = t; til t = t;41, er det oplagt ogsa at udtrykke hgjresiden

som en &ndring i en stgrrelse, mao.
AX/L'J'JFl =X;- AZ/L"/L'+1 (37)

hvor AZ; i1 := Z; 41— Z; for en passende stokastisk proces (Zi)ie{0,1,2,3...,N}' En
proces Z; som kan sikre, at udviklingen i aktiekursen far de sggte egenskaber er
en sakaldt random walk, som i greensen A — 0 gar mod den stokastiske proces
i kontinuert tid som betegnes Brownsk bevegelse. En random walk opfarer sig
paent i den forstand, at det er let at slutte fra succesive sendringer over korte

perioder til den samlede sendring over hele den periode de strakker sig over.

3Dette betyder, at nar driftleddet inkluderes, s& vil det absolutte afkast altsa samlet set
veere proportionalt med aktiekursen. Dette er helt rimeligt i og med, at det er overensstem-
mende med, at man ikke kan skabe hgjere afkast samlet set ved at lave aktiesplit eller ved at
investor pa anden vis opdeler aktieinvesteringen i flere eller feerre ens dele.

1Se @ksendal (2003) [41, Kap. 2] for yderligere preecisering og formalisering af begreberne
stokastisk variabel og stokastisk proces.
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En random walk er en proces

(Zi)i€{0,1,2,3.‘.,N}

defineret ved, at zendringerne har flg. egenskaber
i Andringen AZ; ;11 ilgbet af en kort tidsperiode At = t;41 —t; er
AZii1 = €i1VAL (3.8)
hvor €; ;41 ~ N (0,1)

ii Veerdien af AZ; ;1 for to forskellige korte tidsperioder er uatheengige

Da eendringen over laengere tidsperioder er en sum af sendringen over de korte
tidsperioder, er det en sum af uafheengige normalfordelte stokastiske variable.
Andringen over leengere tidsperioder er dermed ogsa normalfordelt.

Af antagelsen fglger, at sendringen AZ; ;1 selv er normalfordelt med
AZi,i-l-l ~ N(O, At) .

Givet en veerdi af Z; til et konkret tidspunkt i, da vil vaerdien en kort tidspe-
riode senere, dvs. til tiden 7 + 1, veere bestemt alene af Z; og den realiserede
veerdi af €41, hvis afkastfordeling vi kender. Da eendringen bestemt af €; ;41
er uathaengig af tidligere (og senere) perioders sendringer, er Z en proces, hvor
kun dens aktuelle niveau er relevant for dens fremtidige veerdi. Sadan en proces
kaldes en Markov proces. Ved at antage denne proces antages derfor, at der ik-
ke er momentum i aktiemarkedet. Derudover har processen som naevnt en form
der ggr, at multiperiode-gendringer opfgrer sig peent samt at standardafgivelsen
skalerer op med kvadratroden af tiden.

Jeg vil grundet opgavens begraensede omfang her ikke ga ind i de nzermere

detaljer, men blot postulere, at der i graensen At — 0 fas en kontinuert proces

(Xi)icqo,)
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med tilsvarende engenskaber som ovenfor. Derved fas en model for en stokastisk

aktiekurs uden drift rate,
AXi,i-I—l = UXiQ,i—&-l VAL (39)

hvor o er en proportionalitetskonstant, som udtrykker aktieprisens folsomhed

overfor de stokastiske chock drevet af €; ;1. I den kontinuerte graense fas
dX = oXeVdt (3.10)

Ved at tillade savel en konstant, ikke-stokastisk drift og en fglsomhed overfor

stokastiske choks fas den endelige model for prisdynamikken for aktieindekset,
dX = pXdt + o XeVdt (3.11)

En stokastisk proces, som folger denne model, siges at have geometrisk Brownsk
bevaegelse. Dette er en kombination af ligningerne (3.5) og (3.10). Prisdynami-
kken karakteriseres saledes af de to parametre p og o, som beskriver hhv. det
forventede afkast (med kont. tilskrivning) og volatiliteten. Gradige, risikoaver-
se investorer vil kreeve en kompensation for at patage sig risiko. Derfor ma vi
forvente, at det forventede afkast u afhsenger af risikoen o, sa hgjere risiko resul-
terer i hgjere forventet afkast. Der kan ogsa argumenteres for, at p ma afhsenge
af den risikofrie rente r. Investorer har med den risikofrie rente en alternativ
investeringsmulighed. Investors kompensation for at patage sig risiko skal derfor
ske i form af noget, der ligger udover den risikofrie rente. Det er med andre ord
merafkastet (excess return), som investor sammenholder med risikoen. Dermed
afheenger det forventede afkast af den risikofrie rente. Behandlingen nedenfor er
generel og geelder saledes ogsa i tilfzelde, hvor u afhenger af o og den risikofrie
rente.

I det fglgende vil jeg for at lette notationen skrive X; for X; ;1. I diskret

tid og udtrykt i termer af den relative sendring,

AX;
% = pAt + oe; vV AL (3.12)
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Da hgjresiden af (3.12) er lineser i ¢; ~ N (0,1) fas, at hele hgjresiden er en
normalfordelt stokastisk variabel med middelveerdi pAt + o AtE [¢;] = pAt og
varians Var (uAt + oAte;) = o? AtVar (¢;) = 02At.5 Det relative afkast over et

kort tidsinterval er derfor normalfordelt med

AX;

i

~ N (uAt,0?At) . (3.13)

Da det samlede afkast over flere perioder ikke er summen af afkastene men
derimod beregnes med udgangspunkt i et produkt, vil det generelt set ikke
veere normalfordeltS. Det kan vises, at (3.13) er ensbetydende med, at veerdien
af aktieindekset, X;, til ethvert fremtidigt tidspunkt er lognormalfordelt. Vi er
saledes interesseret i dynamikken for In (X;). En sndring i denne stgrrelse er
Aln (X;), og i kontinuert formulering, d1ln (X;). For en deterministisk funktion
x = x(t), bestemmes dynamikken for In(z) let ved hjeelp af keedereglen for

differentiation af sammensatte funktioner:

dln(z) dln(z)dx
dt dr dt

1
dln(z) = ;da:

Calculus er udviklet til at handtere deterministiske problemer og kan som ud-
gangspunkt ikke anvendes pa funktioner af variable, som er stokastiske proces-
ser.

[t6’s Lemma generaliserer keedereglen til funktioner af stokastiske proces-

ser’. Ito’s Lemma er opskrevet i appendix A.3. I vores tilfeelde er ju; = puX;,

SDer henvises til Sgrensen (2003) [35, Kap. 5] for en udfgrlig matematisk behandling af
normalfordelingen.
5Det samlede afkast fra t til ¢ + nAt er

Tepenar = (L+reerae) (1 + repater2at) - .. (1 + Tt+(n—1)At,t+nAt) -1

At én-periode-afkastene 7iy;a¢,i4+(i+1)ar er normalfordelte og uafhzengige betyder ikke, at
r¢t+nat n@dvendigvis er normalfordelt. Se Munk (2016) [20, Kap. 2] for en diskussion om
flerperiodeafkast.

"Se Munk (2013) [21, Kap. 2] og Hull (2012) [10, Kap. 13] for en beskrivelse af It6’s Lemma i
samme kontekst som her. En mere udfgrlig, matematisk behandling kan bl.a. findes i @ksendal
(2003) [41, Kap. 4]. P4 samme made som differentialformen dln(z) = Zdz er et uformelt,
praktisk udtryk for en (deterministisk) integralligning, kan udtrykket dX; = p.dt+ordz: vises
at veere et uformelt udtryk for en stokastisk differentialligning. @ksendal definerer stokastiske

differentialligninger og viser pa dette veldefinerede grundlag It&’s Lemma.
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o; =0X; og ¥ :=1n(Xy) = g (X4, 1), sa Itd’s Lemma giver, at

0g 1 8% dg

0
dyr = < g (Xt t) + 55 X (Xt t) pe + 29x2 X (Xt t) oidze

9t (X, t)o )dt+

<0+1/,LX + 1( ) L (O'tXt) )dt—l—;(aXt)dzt

X 2 X? ¢
2
= <,u — 02> dt + odz

Dermed gaelder der for ethvert ¢/ >t > 0, at

0'2 /
Yo =Yy = \H— 5 (' —t) +o (20 — 2)

2

In(Xy) —In(X;) = <u - (’2> (t' =) + 0 (210 — 2)
In <))2> = <u - U;) (t' =) + 0 (200 — 2) (3.14)

Da (3.14) er linezer i den stokastiske variabel (zy — 2¢) ~ N (0, (¢’ —t)), folger at

log-afkastet over tidsrummet fra ¢ til ¢ (logaritmen til fremskrivningsfaktoren)

er normalfordelt, og at log-priserne pa aktieindekset er normalfordelt med

In (f{’;) ~N(<u—022) (t'—t),0? (t’—t))

In (Xy) ~ N <ln (X¢) + (u - 02) (' —t),0* (¢ - t)) : (3.15)

2
Specielt fas for aktieinvestering over en tidsperiode fra tiden ¢t = 0 til investe-

ringshorisonten 7', at
Xr 2 5
n(50) = (- %) )
2
In (X7) ~ N (m (Xo) + (u - “2) T, 02T> (3.16)

At logafkastene er normalfordelt med middelvaerdi og varians som givet i (3.16)
vil vi ggre brug af bade i beregning af outperformancesandsynligheder i sektion

3.2 og i den intertemporale model i kapitel (4).

3.2 Outperformancesandsynlighed

Med afkastmodelleringen pa plads er det nu muligt at se pa sandsynligheden

for, at aktieindekset over en tidshorisont fra ¢t = 0 til ¢ = T outperformer obliga-
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tionsindekset. Denne sandsynlighed, som jeg her vil betegne OPSSH, skrives
X
OPSSH = P <W0Xt > WoeTT)
0

Ved at omskrive udtrykket indeni parentesen og ved at udnytte (3.16) kan vi
opné at det er et spgrgsmal om evaluering af fordelingsfunktionen for standard-

normalfordelingen i et passende argument,

OPSSH = P (W()Xt > Woe’“T>
Xo

_ 3 (““’2/2‘7"ﬁ> (3.17)

%>7(u702/2)T
Vo?T
dardnormalfordelingen. Da ® er en voksende funktion og o > 0, vil outperfor-

In
hvor X := ( ~ N (0,1) og @ er fordelingsfunktionen for stan-

mancesandsynligheden vaere voksende i 7" hvis og kun hvis
0<p—0o?/2—r.
Manipulering af uligheden giver
rT < (n—0%/2)T
X
T < E [ln <Xig>]
X
r<FkE [ln <X€> Tl]
7 < E [Taktieindeks] (3.18)

hvor 7aitieindeks €r afkastet pa aktieindekset udtrykt med kontinuert tilskrivning,

defineret ved.
X7
Xo

— eraktieindeksT
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Da investor er gradig og risikoavers, kraever investor et hgjere forventet afkast pa
investering i det stokastiske aktieindeks end pa den risikofrie investering, m.a.o.
er (3.18) opfyldt. ® er dermed voksende i T" og outperformancesandsynligheden

voksende 1 T'.

Outperformancesandsynlighed

OPSSH (.77

0.6

0.5

0.4 . ; . ; .
10 20 30 40
T (4r)

Figur 3.1: Outperformancesandsynlighed som funktion af investeringshorizont
T, vist for forskellige niveauer af aktieindeksets drift rate, p. Kilde: Egen til-
virkning.

For (,u, — o2/ 2) — 1 svarende til en equity premium gaende mod nul fas
outperformancesandsynligheden ®(0) = 1/2, som er det viste graensetilfeelde.
Som diskuteret ovenfor er kun positive risikopraemier pa egenkapitalinvesterin-
ger meningsfulde og i overensstemmelse med, hvad der observeres i markedet.

Figur (3.1) viser hvordan outperformancesandsynligheden er voksende i ho-
risonten T for alle meningsfulde veaerdier af r, p og o. En alternativ made at
afbillede samme resultat er som underperformancesandsynligheder - sandsyn-
ligheden for at aktieindekset underperformer obligationsindekset, UPSSH =
1 — OPSSH. Denne stgrrelse spiller lidt samme rolle som risiko, idet investor
gnsker en sa lav veerdi af denne storrelse som muligt, alt andet lige. Figur (3.2)
viser, at risikoen for at det ’gar galt’ med aktieinvesteringen i den forstand,
at den klarer sig darligere end obligationsinvesteringen er aftagende mod nul i

investeringshorisonten 7', hvilket ogsa ses af udtrykket

_ 2 _
lim UPSSH =1 lim & (W\/T> —1-1=
—00

T—o0 o
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Underperformancesandsynlighed

0.5

0.4

0.39

UPSSH

0.29

0.1

0 T T T 1
10 20 30 40
T (ar)

Figur 3.2: Underperformancesandsynlighed som funktion af investeringsho-
rizont T, vist for forskellige niveauer af aktieindeksets drift rate, u. Kilde:
Egen tilvirkning.

En intuitiv forstaelse for situationen kan fas med udgangspunkt i fglgende

betragtninger®:
- Forskellen pa det forventede afkast pa aktier og obl. er linesert i T'.

- Standardafvigelsen pa forskellen pa aktieafkastet og obl.afkastet er linesert

iVT.
Da ))% er lognormalfordelt, er det enklere at betragte logaritmen til det abso-
lutte afkastet end afkastet selv. Den til tidspunkt ¢ = T forventede forskel pa
logaritmen til formuen ved en aktieinvestering og en obligationsinvestering er

E [m (Wf)i?) —1In (WoeTT)} =FE [m <§,T>] —rT=(p—0*/2—7)T

0 0

Variansen af samme differens er

X7 T Xr
Var [ln <W0XO) —1In (Woe )] = Var [ln (Xoﬂ = g°T

og standardafvigelsen dermed ogi¢ = o+/T. Den forventede forskel pa log-
formuestgrrelsen vokser proportionalt med tiden, men usikkerheden pa samme
storrelse vokser kun proportionelt med v/7T'. En oplagt intuitiv, uformel tolkning
er, at tendensen at aktier klarer sig bedre end obligationer pa lang sigt 'vinder’

over den usikkerhed, som er forbundet hermed.

8Jeg leener mig her op af Jagannathan (1996) [11].
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Undersggelsen ovenfor tyder pa, at investorer med lang tidshorisont skal
holde stgrre aktieandel end investorer med kort tidshorisont. Praemisserne er

flg.
1. At stgrre aktieandel giver hgjere forventet afkast.

2. At risikoen for at aktierne klarer sig darligere end obligationerne kan blive

vilkarlig lille ved blot at ggre investeringshorisonten tilstreekkelig stor.

hvor altsa den fgrste er en empirisk kendsgerning og den anden er vist ovenfor.

3.3 Kritik af outperformancesandsynlighed som

beslutningskriterium

Hvis man som investor - eller investeringsradgiver - heraf slutter, at investorer
med lang tidshorisont skal holde en stgrre aktieandel, sa er der yderligere to

preemisser, som man implicit har antaget:
3. At investor ikke kan rebalancere lgbende.

4. At det eneste investor bekymrer sig om, udover forventet afkast, er un-

derperformancesandsynligheden.

Generelt set har investor i et eller andet omfang mulighed for at rebalancere
lgbende og den forste antagelse er derfor ikke i god overensstemmelse med virke-
ligheden. Den fjerde preemis er meget tvivlsom. En almindelig investoradfaerd er
at have meget hgj marginalnytte, nar man er fattig. For en ikke-fattig investor
betyder det, at nyttetabet pr. krone formue tabt er lille for de forste kroner tabt
af formuen, men enormt (muligvis gaende mod uendelig) for de sidste kroner i
formuen. Investor bekymrer sig derfor ekstremt meget for muligheden for meget
store tab. Populaert sagt: At sandsynligheden for at det gar (endnu) bedre end
en obligationsinvestering er gaende mod 1 for 7" — oo ikke nok, hvis de tab,

man trods alt risikerer, er tilpas store.
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Lad os belyse situationen med et stort tab med et eksempel. P4 en ren
aktieinvestering er sandsynligheden for et massivt tab, her defineret som et

negativt afkast pa —80%, if. modellen lig

In (0.20) — (p—0?/2) T
Vo?T

fremgar sammen med sandsynligheden for et tab af 50% af formuen af figur

P (Taktier < 50%) = <

(3.3). En investor med 20 ars investeringshorisont pa en bunden aktieinvestering

0.0157
0.010+

0.005

10 20 30 40 50 60
T

Figur 3.3: Sandsynligheden for et aktieafkast pa —50% eller derunder (bla)
samt sandsynligheden for et aktieafkast pa —80% eller derunder (rg¢d). Kilde:
Egen tilvirkning.
i en verden hvor p = 0,09, o = 0,20 vil med en sandsynlighed pa 1,0% tabe
over halvdelen af formuen og med sandsynlighed 0,04% tabe over 80%. M.a.o.
vil en ud af hundrede sddanne investorer tabe over halvdelen af formuen og en
ud af 2500 tabe over 80% af formuen. Sandsynligheden for at tabe hele formuen
er ikke veldefineret i modellen, men den er gaende mod nul, uanset hvilken

(fast) tidshorisont vi betragter, idet

lim ) (hl (1= raxtier) — (1 — 0%/2) T> = lim ®(x)=0.

Paktior— —100% o?T T——00

Det lyder ikke sa skidt for investor, men jf. diskussionen ovenfor, sa ma aktie-

investeringens fordelagtighed vaere et spgrgsmal om, hvor hurtigt denne sand-
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synlighed gar mod nul for ru¢ier — —100% kontra hvor hurtigt nytteveerdien
af formuen aftager for raer — —100%.

En model for investoradfszerd hvor outputperformance er beslutningskrite-
rium for valg af aktieandel medtager slet ikke dette aspekt. En nytteteoretisk

model kan som skitseret netop tage hgjde for dette aspekt.






Kapitel 4

En multiperiode-model til
beskrivelse af

allokeringsproblemet

4.1 En intertemporal model

Investorer kan rebalancere deres portefglje lsbende, hvorfor Markowitz middelveerdi-
varians-analyse er uhensigtsmaessig til at beskrive allokeringsproblemet. Endvi-
dere kan de fleste investorers investeringsbeslutning argumenters for at haenge
sammen med livslang opsparing og livslangt forbrug. En bedre antagelse for
investoradfeerd er, at det ikke er formuen i sig selv, som skaber nytte for inve-
stor, men derimod det lgbende forbrug som muligggres af formuen. Jeg vil i det
fglgende tage udgangspunkt i formulering af en diskret-tids-model, da nytte-
funktionen og isser budgetligningen er mest intuitiv i dette setup. Efterfglgende
overseettes til en kontinuert-tids-model, da denne tillader (stokastisk) calculus

og derfor er mere hensigtsmaessig i lgsningen af allokeringsproblemet.

49
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4.2 En let spiselig analogimodel

Jeg vil her tillade mig et upraetentigst, uformelt eksempel til at illustrere den
finansielle problemstilling. Vi vinder 30 ars forbrug af islagkager! Det viser sig,
at der ikke er tale om et ubegraenset forbrug, men om et samlet, stort antal
islagkager, vi kan forbruge uden modydelse i en periode pa 30 ar. Vi ma selv
veelge, hvor mange af islagkagerne vi forbruger hvert ar!. Lad os for nemhedens
skyld antage, at vores appetit efter islagkager nulstilles hvert ar. Vi er desuden
gradige og umeettelige, idet vi foretraekker flere fremfor feerre islagkager - uanset
hvor mange islagkager vi er oppe pa.

Spiser vi dem alle det fgrste ar? Formentlig ikke. Vi har forholdsmaessigt
storre gleede af hver af de forste islagkager end vi har af islagkage nummer 17
pa et ar. Dette taler for at sprede forbruget ud, s& vi spiser lige mange islagkager
hvert ar. Dette kan forklares ved, at nyttefunktionerne for hver af de enkelte

ars forbrug har aftagende marginal nytte.

Selv hvis der ingen risiko er for, at vi ikke far islagkagerne, sa har vi maske
en lille tendens til i stgrre omfang at ville have dem her og nu fremfor senere.
Dette kunne tale for at forbruge lidt flere de forste ar og feerre de sidste ar.

Dette svarer til en tidsmaessig diskontering.

Hvis vi kan kvantificere disse effekter - og hvis ingen andre ting spiller ind pa
vores lyst til at spise islagkager - sa er det muligt at beregne en deterministisk
lgsning for, hvor mange islagkager vi skal spise hvert af de 30 ar for at fa mest

ud af det - dvs. for at fa den hgjeste samlede nytte.

Men isproducenten tilbyder at belgnne os for at udskyde vores forbrug. For
hvert ar vi udskyder forbruget, ligger producenten en hvis procentdel oveni
maengden af is, der i alt er til radighed for os. Det er derfor at betragte som
en risikofri investering af islagkagerne. Dette traekker vores optimale forbrug i

en retning, hvor der forbruges lidt mindre i starten og mere i slutningen, end

tdog under rimelige forudssetninger som at vi ikke kan forbruge samme islagkage to gange,
at vi ikke kan forbruge mere, end der er tilbage, at vi ikke kan forbruge et negativt antal osv.
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hvad der ellers ville veere tilfeeldet (dvs. alt andet lige). Vores isforbrugspro-
blem er stadig deterministisk: Vi kan med 'brute force’ gennemtaenke- og regne
alle mulige scenarier og ggre op, hvor stor samlet nytte, enhvert af de mulige
fordelinger af islagkager over de 30 ar giver os. Vi vealger den fordeling - dvs.
det forbrug hvert af arene - som giver den hgjeste samlede nytteveaerdi?. Vi ved

allerede nu preecis hvor mange islagkager, vi skal spise hvert ar de naeste 30 ar.

Isproducenten tilbyder os desuden den besynderlige mulighed at investere
hver af islagkagerne, saledes, at deres antal/storrelse folger virksomhedens ak-
tiekurs. Aktiekursen antages at beveege sig i et endeligt gitter med én beveaegelse
arligt. Gar det godt for virksomheden, far vi flere - gar det skidt, far vi feerre.
Der er en risiko forbundet med at investere - men vi kan konstatere, at det for-
ventede afkast pa islagkagerne er tilpas hgjt til at kompensere for denne risiko.
Hvor mange islagkager skal vi spise hvert af arene? Hvor mange skal vi udskyde
mod fast betaling? Hvor mange skal vi investere? Vi vil ikke risikere at tabe for
mange - men omvendt har vi ogsa nok islagkager til, at vi godt vil risikere nogle
(fa) af dem mod udsigten til at kunne fa mange flere. Maske taenker vi, at vi
de fgrste ar har mange ar til at vende et tab til en gevinst, og at vi derfor godt
kan tage lidt storre risiko her. Hvis det begynder at ga meget galt har vi jo ogsa
altid den mulighed at ’tage tabet’ og derfra tage en beslutning, som ggr, at vi
ikke risikerer at tabe yderligere islagkager. I takt med at vi neermer os det 30.
ar, forestiller vi os maske, at vi vil skrue ned for risikoen - for hvor meget far vi
ud af at vinde en hel masse iskager, som skal forbruges (yderligere) pa ganske

fa ar i forhold til hvor sergerligt det er at miste dem, vi har.

Det store spring i kompleksiteten skyldes tilfgjelsen af det stokastiske ele-
ment. Vi kan med ’brute force’ mgjsommeligt gennemga samtlige mulige kom-
binationer af forbrug, risikofri investering og risikofyldt investering for samtlige

mulige baner aktiekursen kan folge. Problemet er dog, at alt athaengig af hvilken

2Hvis vi er tilstraekkelig sofistikerede, regner vi ikke nytteveerdien ud for samtlige forde-
linger af islagkager, men lgser det som et matematisk maksimeringsproblem, og nar samme
Igsning
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bane aktiekursen ender med at folge, vil det veere et forskelliget antal islagka-
ger, som vil veere optimalt at forbruge og allokere mellem invsteringerne til
forskellige tidspunkter. Hvis aktiekursen viser sig at tage én bane, ville ét valg
have veere bedst - en anden bane, et andet valg. Vi har her brug for begrebet
forbrugsplan. En forbrugs- og investeringsplan er en plan, for hvad vi vil ggre
i hvert handlingstidspunkt, givet at aktiekursen har bevaeget sig i en bestemt
bane indtil handlingstidspunktet. En fast plan for hvordan vi vil ggre i alle mu-
lige scenarier. Sadan en plan kunne veere: Spis 1/(30 — n) af beholdningen i ar
n, hvor n er antal ar, der er gaet fra start, invester resten i en 60/40 portefolje
bestaende af 60% i risikofri inv. og resten i den risikofyldte. En anden plan er:
Spis samtlige islagkager det fgrst ar. Ger intet de naeste. En tredje plan er: Spis
hver ar 1/20 af alle islagkagerne, invester resten pa en made sa andelen i den ri-
sikofri investering falder linesert fra 100% til 0% over perioden. Planen er altsa
en beslutningsregel, som entydigt fastleegger forbrug og allokering for enhver
periode - men muligvis udfra oplysninger som fgrst er kendt ved begyndelsen af
den pagaeldende periode (sasom antallet af islagkager i beholdningen). Vi ved
ikke hvilken af planerne, som ender med at vaere bedst evalueret ex post fra
tidspunk t = 30 ar. Men alligevel rangordner vi planerne ex ante - den med at
spise alle islagkager det fgrste ar er helt klart et eksempel pa en darlig plan.
Islagkagerne antages at smage lige godt, uanset hvordan vi er 'naet dertil’ - kun
antallet vi forbruger hvert ar har betydning. For hver plan kan vi med ’bru-
te force’ bestemme nytteveerdien, som planen resulterer i for samtlige mulige
scenarier for aktiekursen, og vi kan bestemme forventningsvaerdien. Vores prae-
ferencer for planerne kan repracsenteres ved den forventede nytte for planen?.
En entydig Igsning til forbrugs- og investeringsproblemet bestar i forbrugs- og
investeringsplan, som giver den stgrste forventede nytte. Som iselskere er vi

interesseret i at vaelge den optimale plan.

3Bade eksistensen af forventningsveerdi og forventet nytte-repraesentation kraever, at visse
tekniske egenskaber skal veere opfyldt, men jeg vil her ikke ga ind i denne problemstilling men
blot antage, at de er opfyldt.
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En investor med livslang opsparing star overfor en lignende problemstilling.
Han kan ex ante ikke vide, hvilken rackke af beslutninger som ex post vil vise
sig at have givet storst nytte. Men kan - givet at han har en fuldstzendig viden
om, hvordan gkonomien kan udvikle sig - opstille alle taenkelige forbrugsplaner,
ordne disse efter deres forventede nytte, og veelge planen som giver den hgjeste
foventede nytte. I praksis kan investor ofte veere ngdt til at g& mere raffineret
til veerks end sadan en lgsning by brute force’. Det vil jeg sigte mod her med
afseet 1 iseer artiklen af Merton (1969) [18] og bggerne af Munk (2013, 2014)
[21, 19].

4.3 Forventet nytteteori i et multiperiode-setup
Nytteteorien kan handtere forbrug over tid med en multiperiode-nyttefunktion?
U(Co,Cl,CQ, PN ,CT) .

Forbruget afholdt over en periode afhasenger implicit af forbruget afholdt
over tidligere perioder og det forventede fremtidige forbrug. Det afthaenger ogsa
af de realiserede afkast pa investeringen i tidligere perioder samt forventningen
om afkast i senere perioder. Dette formaliseres i budgetligningen, som jeg vil
opstille nedenfor i afsnittet (4.4).

En simpel form, som en multiperiode-nyttefunktion kan antage, er en additiv
tidsseparabel form, som i en diskret-tids model er pa formen

T

U (coc1,0,--n0r) = > g (cr) (4.1)
1=0

hvor w; (¢¢) er nytteveerdien malt til tidspunkt ¢ = 0 af forbruget ¢; afholdt
til tidspunkt ¢. For enhver af ¢-veerdierne mellem ¢ = 0 og t = T er uy ()
en én-periode nyttefunktion, som afhsenger af forbruget over den pagsldende
periode, dog med den ’krglle’, at den maler nytten set fra tidspunkt ¢ = 0.

Denne nyttefunktion beskriver den samlede nytte af de fremtidige forbrug, set

“For en mere udfgrlig, aksiomatisk behandling henvises til Munk (2014) [19, Kap. 2]
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fra tidspunkt ¢ = 0. Tidsseparabiliteten betyder, at nytten, som investor far ved
forbrug i en periode, er uafheengig af, hvad der er forbrugt tidligere, og hvad der
forventes forbrugt senere. Tidsadditiviteten betyder, at investors samlede nytte
ved forbrug i flere tidsperioder er summen af nytten af de enkelte perioders
forbrug. Specielt antagelsen om tidsseparabiliteten kan diskuteres og kritiseres
- bl.a. kan man argumentere for at investorer opbygger vaner som ggr, at den
nytteveerdi de har af forbrug en given tidsperiode athaenger af tidligere perioders
forbrug. En stor fordel ved at antage additiv tidsseparabilitet er, at det rent
beregningsteknisk reducerer kompleksiteten betydeligt.

A priori kan nytteveerdien af et givent forbrug veere forskellig til forskellige
tidspunkter, dette er udtrykt ved, at vi for ¢ # ¢ kan have, at funktionerne
ur og uy er forskellige. Der er her to aspekter i spil: Da nyttevaerdien betrag-
tes fra tidspunkt ¢ = 0 vil den tidsmaessige forskydning i sig selv kunne give
anledning til en forskellig nyttevaerdi for ens forbrug. M.a.o. er der tale om en
tidsmeessig diskontering. Men det kunne ogsa teenkes, at nytteveerdien betrag-
tet lokalt i tid er forskellig. Jeg vil dog her i opgaven antage den simpleste form,
at der udelukkende er tale om en tidsmaessig diskontering, som udtrykker, at
investor alt andet lige har stgrre veerdi af et forbrug nu fremfor senere. En-
periode-nyttefunktionerne (set fra ¢ = 0) er da ens bortset fra en tidsmeessig
diskonteringsfaktor, e=%, § > 0.

T

U (co,c1,¢2,...,c7) = Ze_&u (ct) . (4.2)
t=0

For en investor med hele sin forventede levetid som investeringshorisont
kan gnsket om at efterlade arv pavirke beslutningen om Igbende forbrug og
investering. Nytteveerdien af den formue som er tilbage ved slutningen af inve-
steringshorisonten, T', kan medtages i modellen ved eksplicit at tilfgje et led til
multiperiode-nyttefunktionen, som beskriver dette. Jeg vil her modellere nytten

set fra tidspunkt ¢t = 0 af den efterladte formue som

e Tu (Wr) . (4.3)



4.4. BUDGETLIGNINGEN 95

Fgrste faktor udtrykker tidsmeessig diskontering. Der antages samme diskonte-
ringsfaktor som for nytten af forbrug. Modellen muligggr en nyttefunktion for
terminalformuen, som er anderledes end nyttefunktionen for forbruget. Inve-
stors veegtning af nytten af forbrug kontra nytten af terminalformue afspejles
af selve disse nyttefunktioner. Senere i opgaven vil jeg behandle et tilfeelde,
hvor begge nyttefunktioner er af CRRA-typen men med vaegte, som kan kon-
trollere investors generelle vaegtning af nytte som felge af forbrug i forhold til
terminalformue.

I en kontinuert-tids-formulering bliver multiperiode-nyttefunktionen (som

beskriver den samlede nytte set fra tidspunkt ¢ = 0)
T
/ e %u (cs) ds + e Ta (Wr) (4.4)
0

hvor(cs)ejo 7y er en forbrugsproces, dvs. for hvert s € [0,T] er ¢ en stokastisk
variabel.

De fremtidige forbrug er i mange tilfselde stokastiske. At de fremtidige for-
brug er stokastiske betyder ikke, at investor ikke har sin frie vilje - det betyder
blot, at hvordan investor i fremtiden veelger at forbruge (og har mulighed for at
forbruge) afhaenger af, hvordan den investerede formue udvikler sig. Til tiden
t' er ¢; kendt for alle ¢ < ¢/ men ukendt for alle ¢ > t/, idet disse forbrug afhaen-
ger af de stokastiske afkast pa fremtidige investeringer®. Men investor kender
de konstante investeringsmuligheder og alle de (uendelig mange) mader gkono-
mien kan udvikle sig pa og kan derfor lave forbrugs- og investeringsplaner og

rangordne disse efter forventet nytte.

4.4 Budgetligningen

Opstilling af budgetligningen er mest simpel og intuitiv i en diskret-tids-model,

hvor investor for hvert tidsskridt, At, kan veelge sit forbrug og rebalancere

5Dette kan formaliseres vha. sandsynlighedsregning pa malteoretisk grundlag ved at kreeve,
at forbrugsprocessen er tilpasset en informationsfiltrering F = (F),., pa et filtreret sandsyn-
lighedsrum (92, F, P, F). Jeg vil i denne opgave ikke ga ned i denne underleeggende matematiske
beskrivelse, men ngjes med at henvise til Munk (2014) [19] og @ksendal (2003) [41].
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portefgljen. Budgetligningen for en kontinuert-tids-model kan derefter fas ved
at tage greenseovergangen At — 0. Jeg folger her Merton (1969) [18].

Jeg antager, at beslutningen om forbrug og investering sker i begyndelsen af
hvert tidsinval. Til tidspunkt ¢y er formuen Wy,. Investor veelger her sit forbrug
for perioden fra tg til to + At. Forbruget kan karakteriseres ved en forbrugsrate,
ct,, som udtrykker forbrug pr. tidsenhed. Forbruget i perioden fra g til to + h
er dermed ¢y, - At. Den del af formuen, som forbruges, bortfalder (der kan i
modellen ikke kobes varige goder). Den del af formuen, som ikke forbruges,
Wi, — ¢, - At, investeres. Investor vaelger en allokering mellem aktieindekset
og obligationsindekset, og dermed et stokastisk afkast pa portefoljen, rp (to).
Formuen ved begyndelsen af neeste periode, dvs. tidspunktet t = tg + At, er
dermed

W (t) = (1 +7rp (to)) [Wto — Cty - At] . (4.5)

hvor t = tg + At. I det folgende betragtes allokering til to brede aktivklasser,
hvor den fgrste er et aktieindex og den anden et obligationsindex modelleret som
en risikofri investering. Lad w; s, og X;; betegne hhv. andelen af investeringen
allokeret til aktivklasse i i perioden fra t til t+At og prisen pa aktiv til tidspunkt
t. Da er portefgljeafkastet over perioden tg til tg + At det veegtede afkast af

aktivklassernes afkast,

2 2
Xi,t Xi,t
rp (to) = E Wi to X‘t —-1) = E wi,toXi — 1. (4.6)
i=1 Hto i=1

i,to
Budgetbetingelsen sammenfatter (4.5) og (4.6), og kan dermed udtrykkes

2
X
Wt = Z wwo—’t [Wto — Ctg At] (47)

i=1 bto

I det fplgende betegner aktiv 7 = 1 aktieindekset og i = 2 obligationsindekset og

w = w1 ¢. Afkastmodelleringen fra kapitel 3.1 anvendes. Dermed er ))((22(&?) =T

og ))((1 1((;2) er lognormalfordelt. Af (3.14) fas

X
Xt _ 61H<X7tt0> _ e(u—%)At—&-o’(zt—Zzo).



4.4. BUDGETLIGNINGEN o7

I lgsningen af nyttemaksimeringsproblemet far vi brug for et udtryk for formu-
etilveeksten, Wy — Wy, over tidsrummet fra ¢ til ¢ = to + At. W, er givet ved
(4.7), og det er smart - omend det umiddelbart virker omstaendigt - at skrive

Wi, pa en tilsvarende form,

2
= Zwi,to <1 Wy — ey At] + ¢ At
(4.8)

hvor vi har brugt, at portefsljeandelene summer til en. Ved at trackke (4.8) fra

(4.7) fas nu, at

2
X
Wt — Wto = Zwi,to ( ot — 1) [Wto — CtOAt] — CtOAt
=1

X’i,to
0,2
_ {wto <e(.u‘_2)At+0'(Zt—Zt0) _ 1) + (1 _ Wt()) (erAt _ 1) }
. [Wto — CtOAt] — CtOAt (49)

At fratreekke W;, pa begge sider af budgetligningen sendrer ikke pa indholdet i
ligningen, sa jeg vil i det folgende referere til (4.9) som budgetligningen.

I en kontinuert-tids-model traeffer investor til hvert gjeblik beslutninger
om forbrug og investering. Denne situation kan ses som greensetilfzeldet af
ovenstaende diskret-tids-model, hvor At — 0. For at fa tidsafheengigheden
af (zx — zy,) eksplicit udtrykt, kan vi opskrive denne faktor som (z; — zy,) =
e/t —to = et\/ﬂ, hvor €; er standardnormalfordelt. Der laves en Taylorud-
vikling af eksponentialfunktionerne omkring nul, hvorefter vi ser bort fra led af
orden hgjere end 1 i At. For at ggre det overskueligt ser jeg pa leddene hver for
sig.

Leddet som fas ved Taylorudvikling af ferste del af den krgllede parentes
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er

2 1 2 2
l1 = wy, <1+ (,u—02> At—i—aet\/At—i-i ((,u—(;) At—i—aetht)

+O(A#3?) — 1) Wy — ey At

Uanset hvilket led ¢y, At ganges ind pa, bliver produktet heraf af orden hgjere
end 1 i At, og produktet forsvinder derfor i greensen At — 0. Derfor kan vi
fjerne ¢4, At. O(At3/ %) leddet - eller rettere sagt leddene, for det dackker jo over
uendelig mange led i Taylorudviklingen. I kvadratet bliver kun kvadratet pa
andet led af orden 1 eller mindre. Alle led, som bortfalder i graensen At — 0,
sammenfattes i udtrykket o(At'), som netop betyder led af orden hgjere end 1 i
At . Det kan bemeerkes, at den omstaendige omskrivning af W;, netop giver det

ettal som gar ud med ettallet fra Taylorudviklingen af eksponentialfunktionen.

2 1 2
l1 = wy, < (u - 2) At + oV AL+ 20;6%At> Wi + o(Ath)

Leddet som fas ved Taylorudvikling af anden del af den krgllede parentes er
Iy = (1 — wy,) (1 AL+ (rAf)2 + O(AF) — 1) [Wey — er, Af]

= (1 —wyy) AL - Wy, + o(Ath)

Budgetligningen (4.9) kan derfor skrives som

Wy — Wy, = -{wto (u — 022 + O;E?) +(1— wto)r}WtO - cto} At
+ wthWtoet\/Xt + O(Atl)
= —{Wto (M - 022 + 0226? — r) + T}Wto — cto] At
+ wthWtoet\/E + o(At)

Differentialformen fas nu ved at lade At — 0,
o?  o?
th = |:{Wt0 </.L — ? + ?E% — T‘) + T‘}Wto — Ct0:| dt + UJtOO'WtOEt\/%.

(4.10)

SHer er I; blot en notation, som skal laeses 'led 1’ eller ’fgrste led’.
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Ved sammenligning med Merton (1969) [18] og Munk (2014) [19] ses, at o-

leddene i fgrste parentes bortfalder. Differentialformen bliver
AWy = [{wn, (= r) + 7} Wiy = ety | db + wry oWy V. (4.11)

Denne differentialform vil jeg vende tilbage til i forbindelse med udledningen af

Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) ligningen senere i opgaven. Se (4.20).

4.5 Formulering af nyttemaksimeringsproblemet

Vi betragter situationen, hvor investor med initialformue Wy > 0 til tidspunkt
s = 0 har et kontinuert forbrug og investering med rebalancering frem til en
tidshorisont T'. Investor har ingen nytteveerdi af forbrug efter tidspunkt 7', dog
har investor set fra tidspunkt 7" nytteveerdien u (Wr) af den del af formuen, som
til tidspunkt 7' ikke er forbrugt. Det antages, at forbrugene er ikke-negative,
cs > 0, at investor ikke pa noget tidspunkt bruger hele sin formue, hvorfor
W, > 0, samt at budgetligningen (4.10) er opfyldt.

Set fra tidspunkt s = 0 handler investor saledes, at hans forventede nytte
maksimeres under ovenstaende bibetingelser. Den hgjeste nytte, set fra tids-
punkt s = 0, som investor kan opna over hele hans levetid (som defineret i
modelsetup’et) er

T
sup E{ / e %%u (cs) ds 4+ e T a (Wr) }, (4.12)
(€sws)seio,T] 0

Her skal supremum’et tages over alle de nuvaerende og fremtidige mulige valg af
forbrug c¢s og allokering af den resterende formue mellem aktier og obligationer,
udtrykt ved aktieandelen wg, som er mulige givet bibetingelserne. Investor skal
til tiden s = 0 kun veelge c—¢ 0g ws=g, men under hensyntagen til de forventede
fremtidige valg. Forventningsveerdien skal tages til tiden s = 0.

Investor star til tiden s = 0 og skal tage en beslutning om sit forbrug
cs—o og sin allokering af den resterende formue mellem aktier og obligationer,

ws—0, over det neeste (infinitesimale) tidsinterval. Det eneste, der er kendt for
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investor er initialformuen Ws—g samt modelsetuppet her, inkl. nyttefunktionen
og afkastfordelingen. Specielt er afkastet pa aktieindeksinvesteringen ukendst.
Investor skal traeffe valg om cs—¢ 0g ws—g velvidende at viden om afkastet bliver
tilgeengelig en (infinitesimalt) tidsperiode senere. Dermed bliver ogsa stgrrelsen
af formuen kendt pa baggrund af hvilken investor skal treeffe en ny beslutning
om forbrug og allokering for det neeste (infinitesimale) tidsrum. Til tiden s =0
kan investor kun geette pa, hvad formuestgrrelsen og dermed disse beslutninger
vil vaere til dette senere tidspunkt”. Yderligere et (infinitesimalt) tidsskridt
leengere fremme gentager situationen sig. Investor skal altséd nu og her til s =0
treeffe en konkret beslutning om cs—g 0og ws—g baseret pa forventninger om
et uendeligt antal ukendte fremtidige aktieindeksafkast og et uendeligt antal
fremtidige beslutninger om forbrug og allokering, som afhaenger heraf.

En entydig lgsning af nyttemaksimeringsproblemet er den entydigt bestemte
forbrugs- og investeringsplan, som maksimerer investors forventede nytte og
dermed integralet i (4.13). Det er derfor en beslutningsproces som giver, hvordan
investor til hvert tidspunkt skal forbruge og allokere mellem aktivklasserne, i

termer af den information som er tilgeengelig pa det pageeldende tidspunkt.

4.6 Lgsning af nyttemaksimeringsproblemet

Ved at udnytte at problemet (4.13) har den sakaldte dynamiske programme-
ringsegenskab, kan det lgses vha. dynamisk programmering. Jeg vil her i det helt
overordnede billede fplge Merton (1969) [18]; dog er formuleringen af det dyna-
miske programmeringsproblem og ogséa udledningen af HJB-ligningen i denne
artikel noget ad hoc hvis ikke ligefrem tvivlsom. For at gge validiteten af min
undersggelse, vil jeg lave en lidt anden, grundigere opstilling og behandling af
det dynamiske programmeringsproblem. Det viser sig, at trods denne afvigel-
se i behandlingen, sa vil de to tilgange fra et vist punkt af veere identiske og

derfor ogsa veere i overensstemmelse hvad angar lgsningerne. I den del af min

"Udlaegningen her baserer sig pa Samuelson (1969) [28].
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undersggelse, hvor jeg afviger fra Merton henter jeg delvis inspiration i Munk
(2013 og 2014) [21, 19]. Lad J; veere defineret ved
T
Jy:=  sup Et{/ e 06Dy (¢) ds + e T Vg (W) }, (4.13)
(cs:ws) sefe, 1) ¢

og underlagt de samme bibetingelser som (4.13) for s € [t,T]. Specielt ses, at Jy
er det oprindelige problem (4.13). For et senere tidspunkt, ¢ €]0, T, beskriver
J¢ det tilsvarende problem, som investor befinder sig i til tidspunkt t. J; er
den maksimale forventede nytte set fra tidspunkt ¢ som investor kan opnaé.
Endvidere ses, at

Jr=u(Wr).

J; har en sakaldt optimal substruktur, som ggr det muligt med dynamisk
programmering at relatere problemet med at bestemme den indirekte nytte J,
til et tidspunkt, tg, til det simplere problem at bestemme den indirekte nytte
pa et tidspunkt nsermere terminaltidspunktet, eks. Ji,4a¢. Det er muligt at
udtrykke Jy, 1 Jy,4a¢ for vilkarlige to € [0,7] og At € [0,T —to]. Lad ¢ :=
to + At. Da fas

T
Jiy = sup Eto{ / ey (¢4) ds + e 0T 0) g (W) }
]

(Cs7w5)sE[t0,T to

to+At
= sup By, / e 0670)y (¢,) ds
]

(cS7w5)sE[t0,T to
T
+ / e 0670)y (¢0) ds + e 0T (W) 3,
to+At

hvor fgrste lighedstegn er definitionen af J;,, og andet lighedstegn fas ved at
opsplitte integralet, jf. indskudsseetningen for integraler. De to sidste led ligner
de led, som indgar i Jy,4+a¢, men der mangler forventningsoperatoren set fra
tidspunkt tg + At, og der mangler supremum over alle forbrugs- og investe-
ringsplaner for tidsintervallet [to + At, T]. Endelig er den tidsmaessige tilbage-
diskontering skaev. Ved at anvende szetningen om itererede forventninger, kan
den sggte forventningsoperator fas. Munk har en enkel og klar beskrivelse af

det intuitive indhold i saetningen:
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”Loosely speaking, the theorem says that what you expect today
of some variable that will be realized in two days is equal to what
you expect today that you will expect tomorrow about the same

variable.” citat, Munk (2013) [21].
Saetningen kan formuleres som
Eyy [X] = Ety [Etgrar [X]]- (4.14)

Ved anvendelse af saetningen fas,

to+At
Jiy = sup Ey, / e 0(s—to)y, (cs)ds
[t07T]

(Cs 7UJS)S€ to

T
+ Et0+At{ / e 0(s=t0)y, (cs)ds + e 0Tty (Wr) } }
¢

o+At

Ved almindelige regneregler kan vi opna, at den tidsmaessige tilbagediskontering
inde i den inderste krollede parentes sker med udgangspunkt i tidspunkt g+ At,

to+AL
Jiy = sup Ey, / e~ 0(5—to)y, (cs)ds
[to,T]

(Cs 7w5)s€ to

T
+ e—éAtEto+At{ / e 0= (ot A)y (¢g) ds + =0T~ (0t AD)g (W) }}
to+At

Da kun udtrykket i den inderste krgllede parentes afheenger af forbrug og alloke-
ring for tidspunkter i intervallet [to + At, T, kan supremum over disse forbrug
og allokeringer flyttes ind pa denne parentes,

to+At
Jiy = sup Ey, / e 0(s—to)y, (cs)ds
]

(CvaS)se[tO,tOJrAt to

T
+ e 0At sup Et0+m{ / e 0(s—(to+AL),, (cs)ds
¢

(cS,ws)se[tO+At,T] otAt
+ e 0T=(o+A0) g (W) }}

Vi har dermed opnaet at fa Jy, udtrykt i Ji,4+A¢,

to+At
Jty = sup E;, / e 0670)y () ds + e 02 T g

(cs,ws) e [tg-to+At] to

(4.15)
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Dette er Bellman-ligningen i kontinuert tid. Se eks. Munk (2013) [21, Kap.
6.6] hvor Bellman-ligningen er udledt i diskret tid. Bellman-ligningen beskri-
ver, hvordan den optimale forbrugs- og investeringsplan set fra tidspunkt tg
kan omformuleres til et spgrgsmal om forbrug og investering i kun det nseste
(infinitesimale) tidsinterval samt forbrug- og investeringsvalg set fra tidspunkt
to + At for resten af perioden. Det intuitive indhold her er, at investor til tids-
punkt ¢ty ved, at han i fremtiden vil tage en optimal investeringsbeslutning.
Samuelson (1969) [28] forklarer, hvordan man i en diskret tidsmodel dermed
kan starte bagfra, én periode for terminaltidspunktet. Lgse forbrugs- og inve-
steringsproblemet her (da det er et én-periode-problem). Derved kendes den
optimale plan for tidspunkt 7" — 1, hvorefter den optimale plan for tidspunkt
T —2 kan bestemmes osv. Bellman-ligningen beskriver pa mere generel vis denne
rekursive sammenhaeng.

Det overordnede mal er med udgangspunkt i Bellman-ligningen at komme
frem til den optimale investeringsplan, som beskriver den optimale plan for
valg af aktieandel, som investor skal fglge. Et vigtigt skridt pa vejen er at ud-
lede Hamilton-Jacobi-Bellman-ligningen (HJB). Det vil jeg gore i det fglgende.
Resultatet er HJB ligningen (4.22).

Det viser sig at veere smart at manipulere med Bellman-ligningen, sa der
kommer til at optraede et led af typen Ej, {JtOJrAt — Ji } /At inde i supremum-
parantesen. Ved anvendelse af Itd’s Lemma antager ligningen form af en (ikke-
lineser) partial differentialligning i J. Ved at gange Bellman-ligningen (4.15) med
e trackke Jy, fra, dividere med At og derefter tage graenseveerdien At — 0
fas

1 1
lim — (4 = 1) gy, = Jim
Atso At \° o= Ai50 At (co )SuP
$Ws)setg,tg+At]

to+At
Ey, {e‘mt/ e 0(s—to)y, (cs)ds + Jyg+nt — Jto} (4.16)

to
hvor leddet .J;, er blevet flyttet ind i supremumparantesen og ind under for-

ventningsoperatoren. Venstresiden er et 0/0 udtryk, og giver ved anvendelse af
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L’Hopitals regel

lim — (66At - 1) Jio = Jyy lim W
At—0 At At—0 A At
=5y, (4.17)

Det fgrste led inde i supremumparantesen pa hgjresiden kan bestemmes ved
ombytning af graenseovergange (limes ind under sup og ind under forventnings-
veerdi). Der fas et 0/0 udtryk, som kan bestemmes vha. L’Hopitals regel,

SAt [to+At  _§(s—t
e to ety (¢y) ds

hy:= E;, lim
! to At—0

At
_ ﬁ (e‘mt ttooJrAt e0(s=t0)y (¢,) ds>

= E;, lim y

At—0 @At
_ Eto i eéAtefé(to+At7to)u (Cto-i-At) + 5€5At .0

At—0 1
= Eyyu (Cto)
= u(ct,) (4.18)

Ved at flytte graenseovergangen At — 0 ind i supremumparentesen, fas leddet

Et() {Jt0+At - Jto}
lim .
At—0 At

Dette led udtrykker den forventede sendring i processen (J;) per tidsenhed til
tidspunktet to og udtrykker dermed driftraten for processen (J;). Vha. Itd’s
Lemma kan en infinitesimal sendring i processen (J;) opskrives pa en form,

hvor driftraten kan identificeres. Fra appendix A.3 og (4.11) fas

Jt = J(Wt, t)
dW; = [(wto (/.L — ’I") + ’I") Wto — Cto] dt + wtOO'WtOGt\/%

= [Ltdt + 6't€t\/(%

oJ,  oJ . 10% 0J;
_ 18%% Ot L1
dJt ( ot Towrt T ggwett ) At Gy oida (4.19)

Jeg anvender her den mere kompakte notation J; for J (W, t), % for % (Wi, t)

og tilsvarende for alle andre afledede funktioner. Heraf fremgar det, at driftsra-
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ten for J; ma veere
0 04 102,
HIe= "5 T aw "t T 2 w27t
oJ, oJ,
= 871: + 87“? [(wto (N - T) + T) Wto - Cto]
1 62Jt 2 2 2
> aa%in” Wi,

(4.20)

Ligningen (4.16) er derfor ensbetydende med

sup {u(cto) +:U’Jt}7 (421)

Ctg W

5Ty =

og helt konkret,

0J,
dJyy = sup {u(cto) + Gitt
(ctowtg)
aJ,
=+ 87‘4; [(wto (:UJ - T) + T) Wto - Cto]
1 0%,
3 8W; w?o o2 Wt20 }

(4.22)

Denne ligning kaldes Hamilton-Jacobi-Bellman-ligningen (HJB). Jeg henviser til
Munk (2014) [19] for en udledning af HJB-ligningen i et mere generelt tilfaelde.

Maksimeringen kan opsplittes i separate led,

0Jy
0Jy, = sup (u (cty) — Cy >
0 Cto 0 OaW
aJ, 104,

+Tf(é{”“““_ﬂvw°+zawéw%2mﬁ>

oJy  0Jy

— + —rW, 4.2
+ ot +8W7’ to ( 3)

Ved at traekke §Jy, fra pa begge sider og flytte udtrykket indeni supremum-

parantesen fas et udtryk, som er parallelt med (men ikke identisk med) Merton

(1969) [18],
0= sup ¢ w,Cr, W, t] (4.24)

(et )
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hvor
aJ,
2 [wta Ct7 Wtat] = { - 6Jt +u (Ct) + ait
t
oJ,
+ o (@ (=) + 1) Wi = )
1 0%,
L) 29

er en funktion, som har meget til feelles med Mertons ¢.

Fgrsteordensbetingelsen mht. ¢; for et maksimum er, at

0 aJ,
0= Pe [W:,C:,Wt,t] = % (U(Ct) —Ctm/lj) N

og dermed at

0Jy

p (4.26)

U (¢) =

Denne betingelse kaldes foldningsegenskaben. Fortolkningen er, at investor skal
veelge sit forbrug c¢;, sdledes at marginalnytten af at forbruge en enhed me-
re preaecist svarer til marginal-levetidsnytten ved istedet at investere en enhed
mere (saledes at W bliver en enhed stgrre). Hvis investor i stedet var pa et
forbrugsniveau, hvor marginalnytten af forbrug var stgrre end marginalnytten
af investering, ville investor fa mere ud af at forbruge den naeste krone end han
ville miste ved ikke at investere den. Dette virker intuitivt helt rimeligt [19,
Kap. 6].

Fgrsteordensbetingelsen mht. w; for et maksimum er, at

0= |w;, Cf, Wy, t]

= (Wi o).
- 88‘? (n—r) Wy + g;‘/]; wio WP
og dermed, at
0= % (w—r)+ S;/]gwtath. (4.27)
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De ngdvendige og tilstraekkelige betingelser for at vendepunktet for

@ [wt, Cy, Wi, t] er et maksimum er, at

Puw < 0 (4.28)

voc <0 (4.29)
C

det | 7 P90 S (4.30)
Pow PCC

Da nyttefunktionen antages at veere konkav, mao. u” (Cy) < 0,er forste betin-

gelse opfyldt:

ooc =u" (Cy) < 0. (4.31)
Anden betingelse,
Pww = aWQWtU Wi <0, (432)

holder hvis og kun hvis J; er strengt konkav i Wy, dvs. g;‘,];. Det er derfor

ogsa en betingelse for lgsningen af problemet, at J; bliver strengt konkav. Gi-
vet konkaviteten af bade nyttefunktionen og den indirekte nytte, holder tredje

betingelse ogsa,

PuwPCC — PCwPwC = PwwPCC — 0> 0. (433)

4.6.1 Om Igsning for en generel nyttefunktion

Analysen ovenfor viser, at en gradig og risikoavers investor i det givne modelse-
tup maksimerer sin forventede levetidsnytte ved at veelge en investeringsstrategi

(cf,w;) som sikrer, at

e Forsteordensbetingelserne 0 = ¢¢ [wf, Cf, Wi, t] = 0 = @, [wf, Cf, Wy, t]

er opfyldt.
e Funktionen ¢ antager veerdien nul, ¢ [w}, Cf, Wy, t] = 0.
e Randbetingelsen Jp = 4 (Wr) er opfyldt.

02 J;
aw?"

e At J; antager reelle veerdier og er strengt konkav i Wy, dvs.



KAPITEL 4. EN MULTIPERIODE-MODEL TIL BESKRIVELSE AF
68 ALLOKERINGSPROBLEMET

e At lgsningen indebsrer reelle, ikke-negative forbrug, C; > 0, og reelle,

strengt positive storrelser af formuen, Wy > 0.

Ligningerne som de to fgrsteordensbetingelser giver er algebraiske og giver
som beskrevet w; og C} udtrykt i den ukendte indirekte nyttefunktion, J; =
J[W (t),t]. Den partielle, ikke-linesere differentialligning ¢ [w;, Cf, W, t] = 0
udtrykker en sammenhaeng mellem forskellige partielt afledede af den indirekte
nyttefunktion og de gvrige stgrrelser. Dette ligningssystem er ikke lgst i form
af lukkede formeludtryk for en generel, konkav nyttefunktion. Kun for fa nyt-
tefunktioner er der udledt analytiske lgsninger, jf. Munk (2014) [19, Kap. 6].
Som beskrevet i indledningen vil jeg afgraense mig til at undersgge tilfzldet,

hvor investors praeferencer er beskrevet af en CRRA-nyttefunktion.

4.6.2 Lgsning i tilfaeldet CRRA-nytte

Af ligningerne (4.26) og (4.27) fas hhv. det optimale forbrug, C}, og den op-
timale aktieandel, w;, udtrykt i den ukendte indirekte nyttefunktion, J; =
J[W (t),t].

Jeg antager en én-periode-nyttefunktion for forbrug samt en terminalnyt-
tefunktion for terminalformuen givet ved CRRA-nyttefunktioner, multipliceret
med vaegte, €1 og €2 hvis forhold giver investors generelle vaegtning af nytten af
forbrug kontra nytten af terminalformue,

1

u(c) =€ ;cz
1
u(Wrp) = 62§W;1. (4.34)
som ogsa kan udtrykkes
_ 1 1-n
u(e) = €1y —776

_ 1 1—
u(Wrp) = €27 _nWT .

hvor n =1 — = RRA(c) er den relative risikoaversionskoefficient, som netop

er konstant for en investor med CRRA-nyttefunktion, jf. (2.14) i kapital (2.1.5).
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Specielt antages altsa samme relative risikoaversionskonstant pa forbrug og ter-
minalformue.
Indsaettelse af nyttefunktionen (4.34) i ligningen for foldningsegenskaben

(4.26) og lgsning mht. forbruget giver det optimale forbrug

P = [1 aJt]W—l) (4.35)

“7 laow
Indseettelse af nyttefunktionen i den anden fgrsteordensbetingelse, (4.27), og

lgsning mht. aktieandelen, giver den optimale aktieandel

. (p-r)on/ow

w = Ve [ (4.36)

Dette er et hovedresultat i min undersggelse. Efter at have bestemt den indirekte
nyttefunktion vil jeg vende tilbage til aktieandelen, som udtrykkes helt eksplicit
med (4.49) og derefter diskuteres.

Indsaettelse af disse optimale vaerdier af forbrug og aktieandel i ¢ [wf, CF, W, t]

gor, at funktionen antager sin maksimumveaerdi nul, m.a.o.

Ozgp[wzﬁvc;awtat]

B 111051707 oy,
=—0hteay [law] ot
oJ, (1 —1)dJ,/OW 197,107
T ow [( Wozarg,owe LT AT W 1 Sa
L1 0% [ (p—1)0J /oW QUQWtQ_
20W2 \~ Wo202J,/0W2

Ligningen kan reduceres til &

v/(v=1) _
0— |:8Jt:| 61/(177)1 v 0Jy

ow ! ~ ot
OFy . (u—r)’ [0S OW]
Tow W o 2 oW 8.Jz. (4.38)

8Her er flg. omskrivning benyttet,

1 1 v/(y—=1) 1 1/(v—1) 1 1/(v—1) 1 1 1
R O
v €1 €1 €1 Y €1

= aml=a ;7. (4.37)
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Denne ligning er HJB ligningen med de indsatte fgrsteordensbetingelser. Lig-
ningen er en ikke-lineser, partiel differentialligning, som ikke umiddelbart kan
lgses analytisk. I et forsgg pa at transformere ligningen til en simplere ligning,
er det her saedvanlig praksis at komme med et gaet pa en form, som funktionen
Ji antager og sa undersgge konsekvenserne af denne form. Merton (1969) [18]
hiver - populaert sagt - en testlgsning (trial solution) op af hatten, som viser
sig brugbar. Munk (2014) [19] kommer med et kvalificeret geet som baserer sig
pa et argument om lineariteten af formuedynamikken og omskrivning af den
forventede nyttefunktion. Jeg vil her forsgge at komme med et andet argument,
som er mere simpelt i sit udgangspunkt, men som ellers fglger samme idé som
Munks. Fgrst observeres at begge én-periode-nyttefunktioner er potensfunktio-
ner med samme eksponent . Hvis argumentet skaleres op (uanset om det er
forbrug eller terminalformue) med en faktor &, vil nytteveerdien heraf blive ska-
leret op med en faktor k7. Uden at vide hvordan en opskalering af tidspunkt
t-formuen med en faktor, k, vil pavirke investors forbrugs- og investeringsplan,
kan et simpelt geet veere, at den indirekte nytteveerdi samlet set skalerer op
med samme faktor, k7. Fortolkningen heraf er, at ggres tidspunkt ¢-formuen &
gange stgrre, sa bliver investors forventede levetidsnytte set fra tidspunkt ¢ lige

sa mange gange stgrre som:

- Investors nytte af forbrug i én (infinitesimal) tidsperiode ville blive stgrre

ved et k gange sa stort forbrug,

eller som

- Investors nytte af terminalformuen ville blive stgrre ved en k gange sa

stor terminalformue.

Idet der er antaget en form af nytte for forbrug og terminalformue, som skalerer
ens, virker det rimeligt, at den indirekte nytte skalerer pa samme made (givet

lineariteten af integralet).
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I sa fald er

JEW,t)  w(kW)  a(kw) s (kW)
JWt) — ulw)  oalw) ey kY (4.39)

hvor jeg har veeret ngdsaget til at sendre notationen for argumentet for J for

at kunne vise en @endring kun i formuen og ikke i tiden. Heraf fas
1 Y
J(W,t) = (k:) J(kW,t) (4.40)

Det er oplagt at prgve at evaluere udtrykket ved terminaltidspunktet 7', da vi
her ved, at venstresiden skal veere J(W(T),T) = EQ%W% . For at kunne relatere
dette til hojresiden er det smart at veelge skalafaktoren k = 1/W, sa forste

faktor pa hgjresiden bliver W7, samt at seette faktoren 1/~ udenfor.
1 1
TW.0) = “WI(L1) (w(u)) = W) (4.41)

hvor funktionen b(t) := yW (1,t). Evaluering i terminaltidspunktet T" giver, at

b(T') = €. Dette efterlader os med en testlpsning,

JOW.4) = b(t)iW”.

Det er nu muligt at ga tilbage til den simple notation, hvor kun det ene argument
vises for J, og hvor formuen til tidspunkt t skrives W; . Denne notation anvendes

i resten af opgaven. Testlgsningen bliver med denne notation

1
Jy = b(t);Wﬁ, (4.42)

for en ukendt funktion b(t), som opfylder randbetingelsen b(T") = e3.

Det viser sig, at HJB-ligningen, som er en ikke-linezer partiel differentiallig-
ning ved indseaettelse af denne testlgsning reducerer til en ordinger differentiallig-
ning. Testlgsningen (4.42) er - omend den star pa en lidt anden form - identisk
med den i Munk (2014) men adskiller sig fra Mertons (1969). Det er Mertons
lidt alternative formulering af det dynamiske programmeringsproblem som ggr,
at han har brug for en ekstra tidsathaengig faktor her for at randbetingelsen

ved terminaltidspunktet 7" giver, at b(T') bliver lig en konstant®.

°T Merton (1969) er B[W(T),T] := el_we_pTM. Med testlgsningen I, [W;,t] =

b(t)%efpt [Wy]" giver randbetingelsen, at b(T) = €' ~7. Faktoren e’ i testlgsningen gar ud
med den tilsvarende faktor i B.
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Indseettelse af testlgsningen(4.42) i HJB-ligningen med de indsatte

forsteordensbetingelser, (4.38), giver flg. ligning i funktionen b(t),

b(t) _1/0-D Vel — 7
0= [VW” 1} /0=

5
V) 4 809
W+ =g ()
2
@ -1 . (M—T)Q [@V[Wm 1
it UO R MWy (y—1) w2
(5b(7t) (Wi e

La@sningen af denne ligning er omfattende og omfatter bl.a. lgsning af en Bernoulli-
differentialligning. Jeg henviser til min Igsning i appendix A.4. Givet at den
indirekte nytte kan skrives som (4.42) for en passende funktion b(¢), har vi nu
fundet ud af, at funktionen b(t) skal vaere givet ved (A.17) for at HJB-ligningen
er opfyldt. Dette betyder, at testlgsningen og dermed vores kandidat til den

indirekte nyttefunktion er

e\ /0D =y
1+ | v <€> — 1| enolt=T) ;Wg (4.44)
2

Vi skal nu undersgge, om J(W,t) udover at lgse HJB-ligningen ogsa opfylder

de ngdvendige og tilstrackkelige betingelser for at veere lgsning til investerings-
problemet, se kapitel (4.6.1).

Det er klart udfra lgsningen, at J(W,t) kun antager reelle veerdier (og ikke
komplekse).

At formuen pa alle tidspunkter er ikke-negativ fglger af at indssette udtryk-
kene for det optimale forbrug og den optimale aktieandel i formuedynamikken
dW (4.11) og observere, at W; folger en geometrisk Brownsk process (ligesom
aktiepriserne ggr i vores model). Fra (3.15) haves at W; er log-normalfordelt.

Dermed er specielt W; > 0 . At det optimale forbrug (4.35) er ikke-negativt ses
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ved

: (4.45)

hvor ulighedstegnet folger af at e; > 0, b(t)/O0~Y > 0 og W; > 0. Forste
ulighed fglger pr. definition, da nytteveerdien af forbrug er positiv. Andet ulig-
hed kan ved monotoniundersggelse vises at holde for alle endelige veerdier af

terminaltidspunktet 7', se eks. Munk (2014) [19].

At J; er strengt konkav i W ses af fplgende,

% J,
ow?

= b(t) (v — 1) W,

<0, (4.46)

hvor ulighedstegnet folger af at b(t) > 0, W; > 0, og da vi har antaget, at v < 1

og dermed v — 1 < 0.

At J; opfylder randbetingelsen fglger per konstruktion af J;, men kan fint

tjekkes:

= a(Wr) (4.47)

J; 1gser HIB-ligningen og opfylder kravene for at veere en lgsning til investe-
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ringsproblemet. Det optimale forbrug er

og dermed
*

_ ~1
1 €2 v —vo(T—1)
+ | w p —1]e Wi. (4.48)

Den optimale aktieandel er

F = (w—71)0J/OW
LT Wie202d, /o2
() kW
Wio? ko (y = 1) W™

og dermed

Wi = 02(51_—?) (4.49)

Den optimale forbrugs- og allokeringsplan for investor er saledes, (¢}, w; )te[o 7]

med ¢} og w; givet som ovenfor.

4.7 Optimal aktieandel for investor

I lyset af problemets stokastiske natur ville det vaere forventeligt, at den opti-
male plan for savel forbrug som allokering ville veere saledes, at det optimale
forbrug og allokering til hvert tidspunkt afhang af formuens stgrrelse til det
pagaldende tidspunkt. Men overraskende viser det sig, at den optimale alloke-
ring kvantificeret ved aktieandelen er konstant over tid. Uanset hvordan aktie-
kursen (gkonomien) udvikler sig, og formuen udvikler sig, og uanset at tiden

gar, sa skal den rationelle investor holde den samme aktieandel,

Wi = m (4.50)

eller udtrykt i den relative risikoaversionskoefficient,

(4.51)



4.7. OPTIMAL AKTIEANDEL FOR INVESTOR 75

Specielt aftheenger aktieandelen ikke af investeringshorisonten. Dette er i mod-
strid med det geengse investeringsrad om, at investorer med lang investerings-
horisont skal holde en stgrre aktieandel. Inden for rammerne af denne model
kan investeringsradet dermed forkastes. Alt andet lige skal en investor med
lang investeringshorisont if. modellen holde preaecis samme aktieandel, som hvis

vedkommende havde haft en kort investeringshorisont.

Den optimale aktieandel er uafthaengig af investors formue. Dette haenger
sammen med antagelsen om CRRA-nytte og dermed antagelsen om en konstant
relativ risikoaversion. Nar aktieandelen er konstant i formuen betyder det, at

positionen i aktieindekset malt i kroner-gre er voksende i formuen.

Rebalancering af portefsljen spiller en veesentlig rolle. Hvis aktieafkastet
over en (infinitesimal) periode er stgrre end det risikofrie obligationsafkast, sa
vil aktiebeholdningen vokse sig forholdsmaessigt stgrre over denne periode. For
fortsat at holde den optimale aktieandel, skal investor salge et antal aktier og
investere denne kapital rikofrit, sa andelen af aktier igen udger wy. I og med
at modellen her er en kontinuert-tids-model, skal denne rebalancering ske kon-
tinuert i tid. I og med at vi med rebalanceringen lgbende har nedbragt det
absolutte antal af aktier, betyder det, at vi seelger aktieindekset, nar det er
opadgaende. Omvendt skal vi if. modellen kgbe op i aktieindekset, nar det er
nedadgaende, igen for at holde aktieandelen pa den optimale vaerdi, w;. Dette
er den velkendte ”sell winners, buy loosers” strategi. Denne strategi adskiller
sig markant fra en alternativ strategi om at kgbe aktier, som er i en opadgaende
trend. Sidstnaevnte baserer sig pa en praemis om, at der er momentum i aktie-
kursen. I afkastmodelleringen her i opgaven har jeg antaget, at aktieafkast over
en periode er uathaengig af aktieafkast over alle andre perioder. Dermed er der
i modellen ikke den autokorrelation (korrelation af aktiekurser over tid), som
er ngdvendig for at forklare momentum i kurserne. Det giver derfor mening, at
den optimale strategi ikke indeholder momentum-effekter. Lad os betragte en

investor, som i gjeblikket lider et tab pa sin lange position i aktieindekset. If.
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modellen skal han lgbende kgbe op i aktieindekset for at holde den optimale
aktieandel. Undlader han at kgbe op, vil hans aktieandel veere alt for lav, hvor-
for han samlet set eksponeres for en for lav risiko og ultimativt far en forventet
nytte, som er lavere end det maksimale niveau, han ville na ved at fglge den
optimale investeringsstrategi og kabe op.

Aktieandelen er aftagende i investors risikoaversion, udtrykt ved den relative
risikoaversionskonstant n = 1—+. At investorer med hgj risikoaversion alt andet
lige skal have en lavere aktieandel og hgjere obligationsandel er helt i trad med
almindelig intuition.

Endvidere fas en aftheengighed af merafkast og risiko, som er helt tilsvarende
resultatet fra middelveerdi-varians analysen, se (2.2.3). Jo hgjere det forventede
merafkast (excess return) er for aktieindekset, desto hgjere aktieandel skal in-
vestor have, alt andet lige. Og jo hgjere aktievolatilitet, desto lavere aktieandel,
alt andet lige. Disse to egenskaber er vaesentlige for validiteten af modellen og
undersggelsen. Vi ville have meget vanskeligt ved at acceptere en model, som
ikke var i overensstemmelse hermed.

Den optimale aktieandel afthaenger ikke af €; og €92, og dermed ikke af, hvor-
dan investor generelt set vaegter forbrug i forhold til terminalformue. En in-
vestor, som udelukkende har nytte af terminalformuen (og ikke af forbrug),
skal altsa holde samme aktieandel som en investor, der har nytteveerdi af savel

forbrug som terminalformue.

4.8 Kritik af lgsningen

Jeg har i analysen af det intertemporale problem antaget, at investors tidshori-
sont 1" var givet, og dermed at den var bade velkendt og fast. Som beskrevet er
det oplagt at se tidshorisonten som investors levetid i og med, at det i modellen
antages, at nyttevaerdien af forbrug er nul for ¢ > T'. Idet den optimale aktiean-
del for investor er konstant og uathaengig af investeringshorisonten, er det derfor

ikke et problem, at investor ikke kender sin levetid. Men det kunne jo veere, at
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investor har en tidshorisont for terminalformuen, som er kortere end investors
levetid, og hvor investor ogsa har nytte af forbrug efter denne tidshorisont. Eks.
en investor som forventer, at han om 20 ar skal betale for universitetsuddannel-
se for sit barn. Eller en investor som ved sin pension om 10 ar gnsker at have
penge til en dyr jordomrejse, hvor nytten heraf falder udenfor den almindelige
nytte som investor har af forbrug. Modellen, der er anvendt i denne opgave, er
formentlig ikke en god model til at beskrive sddanne investorer. Man kan ikke
uden videre overfgre konklusionen om den konstante, optimale aktieandel - det

krasver en nzermere analyse af situationen.

Hver af de mange afgraensninger beskrevet i kapitel 1 reducerer den sakaldte
gkologiske validitet af modellen, idet de reducerer graden, med hvilken model-
len approksimerer den virkelige verden. Listen omfatter bl.a. betydningen af
lgbende indkomst, tidsvariende investeringsmuligheder, human kapital, renteu-
sikkerhed, inflationsusikkerhed, afkastdynamik med mulighed for momentum-
effekter, boliggkonomiske aspekter og praeference ang. minimumsformue (eksi-
stensmimimum). Hvordan disse ting spiller ind og ikke mindst fplsomheden,
som den optimale aktieandel har overfor hver af disse ting, kraever saerskilte

analyser.

Lad os som et enkelt eksempel betragte human kapital, nutidsveerdien af al
fremtidige lgnindkomst. En investor ma antages at bekymre sig om risiko og
afkast pa sin samlede (effektive) position. Ved fraveer af indkomst for investor
antages hans optimale aktieandel at vaere 20%. Dersom humankapitalen kan
modelleres som svarende til en position, som er en kombination af aktier og
risikofri investering, betyder det, at investor skal regne disse dele med i hhv. sin
effektive aktiebeholdning og risikofri inv. Antag som eksempel at humankapi-
talen til ethvert tidspunkt svarer til en kombinationsportefglje af 50% aktier og
50% risikofri inv. Som tiden gar, falder investors humankapital. Investor gnsker
en risiko pa sin samlede (effektive) position svarende til en aktieandel pa 20%.

Initialt skal investor investere mindre end 20% af sin investeringsportefolje i
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aktier for at opveje, at humankapitalens del af formuen har en aktieandel pa
over 20%. Ved pension skal investors position i markedet veere 80/20, da der
ikke leengere skal kompenseres for en ’skeevhed’ stammende fra humankapita-
len. Dette betyder, at investor i lgbet af sit arbejdsliv skal gge aktieandelen i
investeringsportefgljen, i takt med at humankapitalen afvikles. Dette gar stik
imod det geengse investeringsrad. Tager investor ikke hensyn til sin humanka-
pital og holder initialt en 80/20 sammensaetning i sin finansielle portefolje, sa
vil investor i virkeligheden veere overeksponeret for risiko.

Antager man at investor gnsker en risiko svarende til 80% aktier livet igen-
nem, bliver konklusionen dog modsat: Sa skal investor lgbende nedbringe sin
finansielle position i aktier, i takt med at der skal kompenseres mindre for hu-
mankapitalens for lille risiko. Dette er ikke en stringent behandling, men det
seetter alligevel konklusionen om en konstant aktieandel i perspektiv. Eksemplet
viser, at det tyder pa, at inddragelse af humankapital kan forventes at resultere
i en tidsathesengig optimal aktieandel.

Det begraenser anvendeligheden af resultatet, at vi pa preeferencesiden har
antaget CRRA-én-periode-nyttefunktioner, og dermed ikke lgst problemet for
enhver form for investorpraeference. CRRA-nytte er med dens konstante relative
risikoaversion i overvejende omfang en god model for den geengse investors
preeferencer. I det omfang, at den virkelige nyttefunktion kan opfattes som en
mindre afvigelse fra CRRA-nyttefunktionen, kan man forvente, at den optimale
aktieandel ligeledes kun er en mindre afvigelse i forhold til det resultat, vi her
har opnéet.

Pa trods af disse kritikpunkter ma den intertemporale model siges, at veere
en fornuftig model og dermed anvendelig i praksis. Den har egenskaber, som
er i overensstemmelse med, hvad man intuitivt vil forvente: At aktieandelen er
voksende i det forventede merafkast og aftagende i investors risikoaversion, alt

andet lige.



Kapitel 5

Konklusion og perspektivering

Ifglge middelveerdi-varians-analysen er den optimale aktieandel for en gradig,

risikoavers investor givet ved

* Hw—=r
W = wa' (5.1)

Den optimale aktieandel er voksende i det forventede merafkast og aftagende
i investors risikoaversion. Modellen handterer investors afvejning af afkast og
risiko. Middelveerdi-varians-analysen er en én-periode-model og forholder sig
ikke til den problemstilling, at investor kan have en investeringshorisont, som
er leengere end denne periode og heller ikke til, at investor kunne taenkes at
ville rebalancere sin portefglje i lgbet af perioden. Det er pa ingen made givet,
at en investor med en 10-arig investeringshorisont pa en simpel made skul-
le kunne bryde investeringsspgrgsmalet ned til et spgrgsmal om eksempelvis
ti uaftheengige 1-arige én-periode-problemer. Af denne grund er middelveerdi-
varians-analysen uegnet til at undersgge, hvorledes den optimale aktieandel
afhzenger af investeringshorisonten.

Sandsynligheden for at aktieindekset outperformer et obligationsindeks kan
bestemmes for forskellige investeringshorisonter, T'. Outperformancesandsynlig-

heden er, givet en raekke forudsasetninger om afkastdynamikken, lig med

g

_52/9 _
OPSSH = ® (”"/27\/?> :

79
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hvor @ er fordelingsfunktionen for standardnormalfordelingen. Outputsandsyn-
ligheden er voksende i T'. Ud fra en tankegang om at stgrre sandsynlighed for
outperformance alt andet lige ma betyde, at det er optimalt med en stgrre ak-
tieandel, kunne det tyde pa, at investor med lsengere tidshorisont skal veelge
en storre aktieandel. Men denne tankegang fejler ved ikke at tage hgjde for,
at sandsynligheden for meget store tab ligeledes vokser. At investor kun skulle
bekymre sig om outperformancesandsynlighed (og ikke ting som risikoen for
store tab) er en alt for simpel beskrivelse af investors preeferencer til at veere en
god model for virkelige investorer. Som en model til at beskrive valg af optimal
aktieandel méa validiteten derfor siges at veere meget lav. Modellen mangler dét
vigtige element som bestar i investors afvejning af upside og downside.

Den intertemporale model tager hgjde for investors afvejning af afkast og
risiko over tid. Resultatet af undersggelsen er, at den optimale aktieandel til
ethvert tidspunkt er

W = n—r) (5.2)

o?(1—7)’

hvor 1 —« = n er den konstante relative risikoaversion. Som i middelveerdi-
varians-analysen er den optimale aktieandel ogsa her overordnet set voksende
i det forventede merafkast og aftagende med investors risikoaversion. Det er
bemaerkelsesvaerdigt, at den optimale aktieandel ikke afhsenger af tidshorison-
ten. Den afheenger heller ikke af formuestgrrelsen, hvormed den sa implicit ville
afheenge af tidshorisonten. Den optimale aktieandel for investor er saledes kon-
stant. Den intertemporale model har i modsaetning til de to andre modeller hgj
validitet i forhold til at kunne svare pa spgrgsmalet om aktieandelens afhsen-
gighed af tidshorisonten. Modellen er funderet i forventet nytteteori og tager i
sin konstruktion hgjde for det tidsmeessige perspektiv.

Hovedkonklusionen pa undersggelsen i denne opgave er flg.:

En investor med lang tidshorisont skal ikke have en stgrre aktieandel
end en tilsvarende investor med en kortere tidshorisont. Den opti-

male aktieandel er konstant og givet ved w* = (u —r) / (¢ (1 —7)).
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Resultatet (5.2) ma dog forventes at veere fglsomt overfor tilfgjelsen af de
ting, jeg har afgreenset mig fra at beskrive. Et simpelt argument, beskrevet i
kapitel 4.8, viser, at inkludering af humankapital vil kunne zndre den optimale
aktieandel bade i opadgaende og nedadgaende retning afheengig af investors ri-
sikoprofil. En valid konklusion kreever en mere stringent behandling, som ligger
uden for rammerne af denne opgave. Men eksemplet satter konklusionen om en
konstant aktieandel i perspektiv og motiverer, at inddragelse af humankapital
kan forventes at resultere i en optimal aktieandel, som er tidsafhaengig. Tilsva-
rende kan inddragelse af ting som lgbende indkomst, tidsvariende investerings-
muligheder, renteusikkerhed, inflationsusikkerhed, boliggkonomiske aspekter og
praeference ang. minimumsformue (eksistensmimimum) forventes at sendre pa,
hvad der er den optimale aktieandel, og herunder om og hvordan den atheenger

af investeringshorisonten.






Bilag A

Bilag

83



84 BILAG A. BILAG

A.1 Formalisering af begrebet indifferenskurver

I og med at investors preeference for en portefglje (per antagelse) er givet alene
ved portefgljens forventede afkast og risiko, kan praeferencen modelleres som
en funktion af to variable f (o, E[r]). Funktionsveerdien f (o, E[r]) udtrykker
indexnummeret pa den indifferenskurve, som portefgljen ligger pa og kan afbil-
ledes som en tredimensionel flade i et standardafvigelse-middelveaerdi-praeference

diagram. I (o, E[r])-planen kan man danne niveaukurver for denne flade. En ni-

Figur A.1: Eksempel pa graf og niveaukurver for en funktion af to variable,
flx,y) = (z+1)% +y?)((x — 1)% + y?). Der er her ikke tale om en funk-
tion, som udtrykker gkonomiske praeferencer af nogen art. Funktionen er valgt
udelukkende for at illustrere niveaukurver. Kilde: Solovej (2001) [32, Kap. 1.2].

veaukurve bestar af de sammenhgrende veerdier for risiko og forventet afkast,
som alle giver samme praeferenceniveau, og som investor dermed har identiske

preeferencer for og er indifferent imellem, dvs.

flo, Elr]) = ¢

for et praeferenceniveau ¢ € Vm(f). Niveaukurverne kaldes derfor indifferens-
kurver og har den fordel, at de kan repraesenteres i (o, E[r|)-planen. Her kan ogsa
de mulige investeringer repraesenteres ved deres varians og forventede afkast -
igen givet antagelsen om at kun disse to stgrrelser er af betydning i enhver in-
vestors vurdering af investeringens fordelagtighed. Niveaukurverne kan om ikke

nummereres sa indekseres, sa et hgjere nummer svarer til stgrre praeference.
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A.2 Tangentpunktet mellem CML og en

indifferenskurve

Bevis for at det optimale valg for en middelvaerdi-varians investor er
punktet i (o, E[r])-planen, hvor CML tangerer en indifferenskurve

Dette kan vises ved anvendelse af Lagranges metode. Se bl.a. Solovej (2001) [32]
for en udelukkende matematikfaglig gennemgang af Lagranges metode. Indiffe-
renskurver er per konstruktion niveaukurver for en funktion f = f (o, E[r]), der
rangordner investors praeference for investeringer med forskellig risiko og forven-
tet afkast. For et indexeret indifferenskurvesset hvor indenummeret rangordner
investors preeferencer for forskellige indifferenskurver, kan f (o, E[r]) opfattes
som indexnummeret tilhgrende den indifferenskurve som en bestemt portefslje
(0, Elr]) ligger pa. M.a.o. er det bare numre pa indifferenskurven. Nyttefunk-
tioner atheenger i forventet nytteteori af formuen (eller forbrug), og det er for-
ventningsvaerdien af denne, som kan afhsenge af o og hgjere ordens momenter.
Det kan dog vises, at funktionen f haenger sammen med en nyttefunktion. Jeg
vil her anvende de lgse begreber preferencefunktion for f og preferenceniveau
for ethvert ¢ € Vm(f). Da vil f (o, E[r]) = ¢ beskrive den indifferenskurve i
(0, Elr])-planen, som svarer til praeferenceniveauet c. Investor gnsker at mak-
simere preeferenceniveauet og dermed maksimere f. Tobins separationssatning
giver, at det er nok at maksimere f over maengden af punkter pa CML, da disse
portefgljer dominerer alle andre mulige portefgljer. CML kan omformuleres til
g(oc, E[rc]) :== Efrc]— W -0c = ry. Ved at lade funktionen g veere defi-
neret som vist her, kan CML beskrives som en niveaukurve for g. At investor er
preeferencemaksimerende betyder, at vedkommende velger en portefglje, som
er et ekstremumspunkt for f pa niveaumeengden for g. Anvendelse af Lagranges
metode kraever, at f og g er kontinuert differentiabel. Af definitionen af g ses,
at g er kontinuert differentiabel. Hvad angar f ma det sta som en antagelse, at

nyttefunktionen skal veere 'paen’ i den forstand, at den har partielt afledede g—g
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og 8(?57{1“] overalt i sin definitionsmeengde, og at disse funktioner er kontinuerte.
Da giver Lagranges metode, at de mulige kandidater er de portefgljer, som op-

fylder, at Vg (o¢, E[r¢]) = 0 eller Vf (o¢, Elrc]) = AVg (oc, Elrc]) . Forste
_E[rtan}frf 1

Otan

ligning giver Vg (o¢, Elrc]) = ( ) = (0,0) og har ingen lgsning.
Anden ligning V f = AVg udtrykker, at de to gradienter V f og Vg er parallel-
le. Dermed er ogsa niveaukurverne for f og g parallelle [32, Seetning 1.2.14] i
de punkter, som er kandidater til at veere praeferencemaksimerende portefgljer.
M.a.o. er indifferenskurverne og CML parallelle i de punkter, som er kandida-
ter som pracferencemaksimerende portefgljer. Eksistens og entydighed athaenger
af den konkrete udformning af indifferenskurverne (og CML). Dette spgrgsmal
vil jeg ikke ga ind i her men blot ngjes med at bemeaerke, at det specielt har

at ggre med konveksiteten af og den positive haeldning pa indifferenskurverne,

som felger af aftagelserne om risikoaversion og om ikke-maetning.
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A.3 Ito’s Lemma

1t0’s lemma generaliserer kaedereglen i differentialregningen til tilfszeldet hvor
en funktion afhsenger af en stokastisk Ito-proces og tiden. Jeg gengiver her
formuleringen fra Munk (2014) [19]. Lad X} = (X});5, veere en Ito-proces som

antager reelle vaerdier, og som har dynamikken
dXt = Mtdt + O'tdZt,

hvor p; og oy er processer som antager reelle vaerdier, og z er en en-dimensional
standard Brownsk bevaegelse. Lad ¢g(X, t) veere en reel funktion som er to gange
kont. diff. i X og kont. diff. i ¢. It6’s Lemma siger nu, at processen Y; = (Yt)tzo
defineret ved

Y% = g(Xtat)

er en [to-proces med dynamik

g dg 1 9% > dg
dY; = <at (Xt7t) =+ 87 (Xt,t) Lt + 5@ (Xt,t) (o dt + 87 (Xt,t) O'Z‘dZt.

(A1)
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A.4 Lgsning af HJB-ligningen i termer af b(t)

Jeg vil her lgse HBJ-ligningen (4.43) i termer af b(¢), m.a.o. undersgge hvad
der skal geelde om b(t) for at testlgsningen er en lgsning til HJB-lignignen.

Ved at samle led som indholder faktorerne b(t), b(t) og [b(t)]"/ O~V og
dividere med [W;]” fas

+ [b(t)]”’/(v_l) 6}/(1—7) l—n (A.2)

Y
/ _ . _ (U_T)Q
V() =b(t)- 46—~ IR

~ (1=’ b/ oY (A.3)

Isolering af ¥'(t) og lidt omarrangering giver

Lad & betegne konstanten i den krgllede parentes, dvs.
Ry
M:_{(S_W[www }

202 (1 —7)
V(t) = fi-b(t) — (1) e/ () /0= (A4)

Da kan (A.3) udtrykkes

svarende til ligning (23) i Merton (1969) [18] eller som
B(e) + (=) - b(t) = (3 = 1) /77 ()] /0 (A5)

I og med at terminalveerdibetingelsen! b(T) = €5 skal veere opfyldt, har vi at
gore med et begyndelsesvaerdiproblem (IVP).

Denne ordingre differentialligning er en Bernoulli-differentialligning,

Y (@) +p(@) - y(@) = q(z) - [y()]", (A.6)

hvorn € Rog p,q: I — R er kontinuerte. Disse betingelser er tydeligvis opfyldt

af (A.5). En Bernoulli-differentialligning kan lgses ved

'man vil nok i matematisk litteratur kalde det en begyndelsesvaerdibetingelse pa trods af
dens tidsmaessige beliggenhed
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e Forst at transformere den til en fgrsteordens lineser ordinser differential-

ligning.

e Dernaest at lgse den 1. ord. lin. ODE ved at transformere den til en tota-

lafledet eller ved anvendelse af den sakaldte Panserformel [25].

Forst divideres pa begge sider af (A.5) med ei/(l_w [b()] ™"/~ hvorved der

fas
&/ b TV () + /o) TR (—p) = (v —1) (AT)

Udtrykket er kompliceret, men der er en sammenhang mellem forste og andet
led, idet den afledte af e}/(vfl)b(t)p“ﬁ er lig med faktoren pa () i forste led.

Dette motiverer flg. transformation. Lad funktionen v vaere defineret ved

~

v(t) == et/ O Vp(e) 7 (A.8)

Da er

V(t) = (1 + 1_77> e/ Uy, (A.9)

og Bernoulli-differentialligningen kan udtrykkes i v som
~y -1
(1412) YO+ =6-1. (A.10)

Bibetingelsen b(T") = €3 giver flg. bibetingelse for v,

v(T) = /()
_ M) TS
_ O
/0D 5

_ /6D (1) /6D

1
€9

- (“) Vo . (A.11)

€2
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Problemet er altsa transformeret til begyndelsesveerdiproblemet
=14+ (=) vt)+ (1+——) (v -1
v = (1412 ) Cmevo+ (14725 ) 61
61>1/(’Y—1)

V(T = <62 (A.12)

hvor differentialligningen er en fgrsteordens lineser ordinger differentialligning
med konstante koefficienter.
Lgsningen, som fas ved at transformere til en totalafledet eller bare ved brug

af den sakaldte Panserformel [25, Kap. 6], er

- -1
v(t) = k-em5 Pt -T2 (A.13)

hvor k er en integrationskonstant, som er fastlagt af begyndelsbetingelsen (ter-

1/(y=1)
minalvaerdibetingelsen). Indszettelse af begyndelsesbetingelsen v(T) = (6—1)

€2

_ 1/(v—1) _
g (() . 7;) | (A1)
€2

Lgsningen er dermed

. 1/(v=1) _ _ —
v(t) = e T <<€1> + M) : €ﬁﬂ.t - L,l (A.15)

€2

giver, at

Lader vi konstanten v veere defineret ved 1y = fﬂv, kan lgsningen forenkles

til

€2

_ —vT €1 Vo= -1 vot -1
v(t)=e — -y | ey, (A.16)

Vi kan nu transformere tilbage til b(t). Af (A.8) samt lgsningen (A.16) folger,

at
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