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Abstract

The main subject of this master thesis is to study the main results of The Fundamental Theorem of
Derivative Trading (FToDT) and application of these in real option data. Let % and o™ respecti-
vely signify the realized and implied volatility. FToDT states that the purchase of an option with a
continuously rebalanced delta-hedge will yield an arbitrage opportunity, while observing the inequali-
ty 0% > ¢ and buying the option if the inequality is true. The realized volatility is however not
observable in the market, as such it is up to the trader to model this process as a function of market

data and model parameters.

The motivation for researching the application of FToDT in real option data, using several more
complex volatility models than the constant volatility approach in Black-Scholes, is (i) to profit in
arbitrage opportunities and (ii) to measure the empirical validity of the theorem. We consider (ii)
to be indispensably important, the affirmation of which may strengthen the theorem as discretely

applicable in measure of hedge portfolio profit-&-loss.

Our study utilizes a methodology of constructed P&L paths, and with this we found significant profi-
tability by usage of EGARCH or Heston volatility models. With the EGARCH model we have found
a stricly positive 95% confidence interval for the option-wise P&L results, and thus conclude the exi-
stence of an arbitrage opportunity. The Heston model yields the highest expected P&L result, and
thus exceeds EGARCH in profitability, although not concluding the same arbitrage opportunity. We
also found superior hedging performance by utilizing a minimum-variance strategy based on volatili-

ty sensitivity modelling, however this strategy is hardly profitable compared to EGARCH and Heston.

The conclusion of this study is highly applicable in option trading, but this result is somewhat thwar-
ted by the introduction of financial frictions in the market, such as transaction costs. An investor
with intent to hedge an option now faces the non-trivial choice of cost minimizing hedge frequency
given such frictions in the market - an aspect we have not focused our attention towards, but certainly

consider a viable suggestion for further studies in the matter of option hedges.
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1 INDLEDNING

1 Indledning

I verden af kvantitativ finansering, og iszer ikke-linezere finansielle produkter, er megen opmaerksomhed
lagt i kontinuerlig hedging (afdeckning) af derivativer. Siden Black & Scholes (1973)! kom med deres
grundlaeggende gennembrud i prisseetning af europaeiske optioner, har investorer fokuseret pa udvik-
ling af afdsekningsstrategier - dvs. portefgljer som replikerer selvsamme betalingsstrgm. Adskillige af
de originale antagelser i Black-Scholes modellen star dog i modstrid med empiriske resultater, f.eks.
antagelsen om konstant volatilitet. Volatilitet er empirisk et stadigt uigennemskueligt og i hgj grad

stokastisk faenomen, men uomgaeligt ikke konstant.

Under manglende kendskab til den ”sande” volatilitet er det ikke muligt at hedge optionen perfekt. Men
trods volatilitetens ukendte beskaffenhed opstiller 'The Fundamental Theorem of Derivative Trading’
(2016) (FToDT), som er det centrale fokus i denne opgave, alligevel konkrete formler for stgrrelsen pa
afdeekningsfejlen i en hedgeportefglje. FToDT-laeressetningens resultat er en funktionel form for den
afdeekkede options profit-&-tab (P&L) under afdsekningshorisonten. Betragt et konkret rentefrit ek-

sempel, hvor prisprocessen pa et enkelt dividendefrit risikofyldt aktiv, S, antages at fglge dynamikken:

dSy = St [purdt + o, dW], (1.1)
hvor pu ., ¢, & Wy angiver hhv. aktivets driftparameter, volatilitet og Brownske bevaegelse (BM), som
driver aktivets underliggende stokastik. Lad V}* vaere veerdien af en option handlet ved en given mar-
kedsimplicit volatilitet oy ;, som muligvis er aldeles forskellig fra den utilgeengelige realiserede volatilitet
ot Hvis vi sgger at afdeekke en lang position pa denne option ved brug af o;; som hedge-volatilitet,
kan vi med anvendelse af Itos formel og Black-Scholes differentialligning udlede den infinitesimale

sendring i hedge-portefgljen IT; = V! — V, VLS, til:

dil; = o (7, — 07;) S{VE Ve, (1.2)

N

hvilken generelt ikke er 0 medmindre oy; = o0¢,. Det ses i ovenstaende ligning, at en kontinuerligt
afdeekket lang position i optionen vil yde en sikker profit, safremt den realiserede volatilitet pa det
underliggende aktiv overstiger markedets implicitte volatilitet a.s. (almost surely - naesten sikkert),
dvs. P (ot, > 01;) = 1. Uden kendskab til oy, afheenger arbitragemuligheden imidlertid af vore evner
til effektivt at estimere den ud fra markedsdata og komplekse volatilitetsmodeller, hvilket vil veere

grundlaget for de senere undersggelser.

'Fischer Black & Myron Scholes (1973): The Pricing of Options and Corporate Liabilities. The Journal of Political
Economy, Vol. 81, nr. 3, maj - juni 1973, s. 637-654
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2 PROBLEMFORMULERING

2 Problemformulering

FToDT knytter tab eller gevinst pa en dynamisk afdackket position, givet hedge-, realiseret og implicit
volatilitet. Der er ikke krav om valg af hedgevolatilitet, sa leenge denne er konstant under afdseknings-
horisonten. Imidlertid vil dette kun yde en volatilitetsarbitrage, safremt der under afdsekningshorison-
ten er kendskab til dynamikken bag den realiserede volatilitet, hvilken vi grundlaeggende er komplet

uvidende om. Teoremet undersgges da nsermere ud fra folgende undersggelsesspgrgsmal:
i) Hvor empirisk anvendeligt er FToDT for europeeiske call-optioner i Equity markedet?

ii) Hvilken forskel betragtes i teoremets anvendelighed ved brug af mere komplekse modeller

end den basale Black-Scholes-modellen?

Opgaveformulering (i specialekontrakt): The Fundamental Theorem of Derivative Trading knytter tab
eller gevinst pa en dynamisk afdekket position sammen med hedge-, realiseret og implicit volatilitet. Vi
vil undersdgge teoremet naermere; dets empiriske anvendelighed, samt dets gyldighed for hedgestrategier

baseret pa mere komplekse modeller end den basale Black-Scholes-model.

2.1 Afgraensning

Hovedformalet i denne opgave er en undersggelse af FToDT og teoremets praktiske anvendelsesmulig-
heder for virkeligt optionsdata og en rakke komplekse afdeekningsmodeller. Fglgende afgraensning er

derfor sat i kraft for at holde fokus pa hovedpointerne:

i) Ved observation af lukkepriser pa S&P500 indekset og tilsvarende optionsdata er det umid-
delbart derefter muligt at kobe/szlge optionen og opsette afdekningsposition i indekset,
trods paradokset deri.

ii) Optionsdata er tilvejebragt af vejleder, Rolf Poulsen, hvorfor vi ingen kritik stiller til data-
seettets beskaffenhed.

iii) Risikoneutral prisseetning anvendes til prisseetning af optioner, vi ser bort fra estimation af

risikopraemien hgrende til det fysiske mal.

iv) Markedet antages uden finansielle friktioner, dvs. transaktionsomkostninger, restriktioner

pa positioner, skat og lignende.

V) Konkret prisszettes kun Call-optioner, da tilsvarende Put-optioner kan prissaettes via Put/Call-
pariteten.
vi) I og med det ikke har veeret muligt at fremskaffe markedspriser pa SPX-optioner anvendes

Black-Scholes formel med interpoleret implicit volatilitet til at prisssette disse.

vii) Black-Scholes modellens antagelse om konstant volatilitet vil blive bergrt, de andre anta-

gelser diskuteres ikke naermere.
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3 PRISFASTSAETTELSE AF OPTIONER 2.2 Struktur

2.2 Struktur

Ved hjzlp af en induktiv metode undersgges FToDT. I praksis er det omdannet til folgende struktur for
opgaven saledes, at afsnit 3 beskriver hvorledes prisen pa optioner baseret pa stokastiske processer bgr
fastseettes. Underafsnit 3.4 beskriver hertil den grundlseggende uoverensstemmelse mellem observeret
optionsdata i markedet og Black-Scholes modellen. Dernaest beskriver afsnit 4 hvorledes risikokilden
i optioner kan afdsekkes og betingelser for arbitrage i afdaekkede optionshandler, afsnit 5 beskriver

FToDT og dets implikationer for hedgeportefgljer.

FToDT’s resultater testes i afsnit 6 i et opstillet eksperiment (Willmott) med anvendelse af simu-
leret data, og herefter beskriver afsnit 7 det anvendte reelle optionsdata og data konstrueret pa dette.
Teorien bag lokale og stokastiske volatilitetsmodeller opstilles i hhv. afsnit 8 og 9, samt volatilitetsfrie
afdeekningsstrategier i afsnit 10, og resultater for alle disse strategier beskrives og opvejes mod resulta-
terne fra Willmott eksperimentet undervejs i afsnit 11. Herefter opstilles mal for strategiernes relative
afdeekningspraestation mod et benchmark og diverse statistikker for den numeriske afdaekningsfejl i
afsnit 12. Konklusion i afsnit 13 danner herefter en afsluttende opsamling for vores undersggelser, og

videre undersggelsesmuligheder opstilles 1 perspektivering afsnit 14.

3 Prisfastsaettelse af optioner

For vi kan tage fat pa denne afhandlings egentlige formal, skal vi have styr pa nogle af de grundlaeg-
gende teorier indenfor kontinuert prisfastsattelse af optioner. I dette afsnit vil vi praesentere nogle
af de centrale begreber, der er geeldende indenfor kontinuert finansieringsteori. Vi starter med en en
gennemgang af nogle af de vigtigste begreber omkring stokastiske processer samt en beskrivelse af to
processer, der er centrale i forbindelse med prisfastseettelsesmodellerne, som vi praesenterer i denne
afhandling. Herefter vil vi give en introdution af Black-Scholes modellen, hvor vi vil arbejde i den risi-

kofrie verden, hvor den partielle differentialligning udledes og Black-Scholes formel praesenteres.

3.1 Stokastiske processer

I dette underafsnit vil vi give en kort introduktion til nogle af de vigtigste egenskaber i en stoka-
stisk proces, som bruges til prisfastseettelse og modellering igennem afhandlingen. Vi starter med en
gennemgang af sandynlighedsrum og informationsmeaengder, og stifter i denne anledning bekendtskab
med Markov- og martingalegenskaben. Her stilles ligesa en generel gennemgang af Ito-processer og
Itos lemma. En Ito-proces er kendetegnet ved at athsengig udelukkende af tid ¢ og en risikokilde W,

hvorledes dynamikken for en arbitreer Ito-proces X; betragtes ved:
ClXt = Oé(t, Xt)dt + ﬁ(t, Xt)th, (31)

med arbitrezere drift- og diffusionskoefficienter givet ved hhv. «a(t, Xy) og B(t, X;). To eksempler pa

Ito-processer er f.eks. den geometriske Brownske beveaegelse (GBM) og Cox-Ingersoll-Ross-processen
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3 PRISFASTSATTELSE AF OPTIONER 3.1 Stokastiske processer

(CIR), som vi vil benytte os af senere i denne afhandling.

3.1.1 Sandsynlighedsrum

En stokastisk proces er kendetegnet, som en proces med tilfzeldig udvikling over tid i henhold til
et udfaldsrum €2, en informationsmaengde F og et sandsynlighedsmal P. Tilsammen danner de den
stokastiske basis (Q2, F, P), hvor der til ethvert muligt udfald w € € hgrer en betinget sandsynlighed
P (w|F) > 0.

Informationsmaengden JF; indeholder information om alle udfald i processen op til tid t. Det vil sige at
man i en stokastisk proces har kendskab til hele processens historik, og informationsmangden udvider
sig lgbende. En delmaengde af disse informationsmaengder, f.eks. F;, kaldes for filtreringen af informa-
tion i processen ved et tidspunkt 7. I og med informationsmeengden udvider sig over tid skal der for
filtreringen geelde at F;, C F3, C Fy, for t1 < to < t3. En seerlig egenskab som der er geeldende for de

stokastiske processer, vi arbejder med, er den sakaldte Markovegenskab.

Definition 3.1. Markovegenskab. Egenskaben siger, at forventningen til en fremtidig tilstand i pro-
cessen kun afhaenger af den nuveaerende tilstand og ikke af hele processens historie. Dvs. at der for
t > s geelder, at:

E (X¢|Fs) = E (X¢| X5)
Markovegenskaben er nyttig, da vi i sa fald blot bgr kende processens seneste veerdi i forventning til
dens fremtidige veerdi. En anden egenskab, der er kendetegnet ved mange stokastiske processer og iseer
benyttet i moderne finansieringsteori, er martingalegenskaben. Denne egenskab viser sig ogsa at vaere

meget vigtig i forbindelse med arbitragefri prisfastsaettelse.

Definition 3.2. Martingalegenskab. En stokastisk proces X, hvor det geelder, at E (| X;| < 00) Vs,
siges at veere et martingal med hensyn til F, hvis X er malelig med hensyn til F, og hvis der for
t > s geelder, at:

E (X:|Fs) = X,
hvor betingelsen E (| Xs| < oo) Vs sikrer at de betingede forventede veerdier er veldefinerede og malelige.

Egenskaben betyder lgst sagt, at processen ikke har noget driftkomponent.

3.1.2 Itos lemma

Kendskab til hvorledes et derivat skal prissesettes afheenger af veerdiudviklingen i derivatet. Indenfor
prisseettelse af derivater kendes denne udvikling oftest ikke, men da derivatprisen er en funktion af
tid t og prisprocessen for det underliggende aktiv, f.eks. Ito-processen X, fra ligning (3.1), kan Itos

lemma anvendes, da denne forteeller hvorledes en funktion af stokastiske processer kan differentieres.
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3 PRISFASTSATTELSE AF OPTIONER 3.1 Stokastiske processer

Fremgangsmaden for dette differentiale tager udgangspunkt i 2. ordens Taylorrackken:

ov oV OV o, OV oV
AV = i+ Xt G (@ + 5o (X)) + e (X))
ov oV 92V )
Edt + X, (aft, Xp)dt + B(t, X¢)dWy) + ox? (B(t, X¢)dWry)
ov ov , 2V oV
((% + alt, Xt)aXt (B(t, X4)) 8Xt2> dt + B(t’Xt)T&th’ (3.2)

hvor der er gjort brug af (dt)? = 0, (dW;)? = dt og (dtdW;) = 0. Ligning (3.2) er den reducerede form

af den stokastiske dynamik ofte kendt som It6’s formel for optionen V.

3.1.3 Geometrisk Brownsk bevagelse

Ofte simuleres stokastik med udgangspunkt i en brownsk beveegelse (BM), W;, for hvilken vi betragter

egenskaberne:
e Wy=0
o Vi, ta, ..., ty, er tilveeksterne Wy, — Wy,, Wy, — Wy, ..., Wy, — Wy, | uatheengige
oVt <T:Wp—W; ~N(0,(T —t)5?)
e Funktionen ¢t — W; er kontinuert

Flere variationer til den ovenstaende proces findes, f.eks. en BM uden start i 0 kan parametrises ved
Wi+ x,2z # 0. En BM med driftkomponent kan pa lignende vis parametrises Wi 4+ at, o € R. Ligesa
betragtes en standard BM nar standardafvigelsen i et vilkarligt tidsrum [t,T} svarer udelukkende
til tilveeksten T' — t. Alle BM’er besidder Markovegenskaben, og de driftfrie BM’er besidder ligesa
Martingalegenskaben vist tidligere. Hvis vi gnsker at anvende en BM til at beskrive udviklingen i
en prisproces kreeves imidlertid, at processen ikke kan blive negativ. Til dette formal anvendes den
geometriske Brownske bevaegelse (GBM), for hvilken et underliggende aktiv S; kan modelleres ved

parametriseringen:

S(t) = Spet,
hvor X; = oW, + ut er en BM med drift, og S(0) = Sp > 0 er den initial veerdi af aktivet. Det

underliggende i dette tilfaelde er lognormalfordelt.

Denne fordeling kan frembringes ved fglgende eksempel: Lad Y ~ N(u,02). Daer Z = e¥ en ikke-
negativ stokastisk variabel som fglger lognormalfordelingen. Vi finder herefter teetheden for Z, ved
at differentiere stamfunktionen F(z) = P(Z < z) = P(Y < logxz) = 6 (log%» hvor N(z) er den
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kumulative fordelingsfunktion for en standard normalfordeling?:

_(logﬂc—u)2 .
e 202 hvisz >0

f($) — oV 2T

0, hvisz <0

Da vi kan finde taethedsfunktionen, kan vi dermed bestemme hhv. 1. og 2. moment vha. den momentge-
nererende funktion. Vi ser, at E(Z) = E(e¥) og E(Z?) = E(e*Y) som kan opstilles som My (s) = E(e*Y)
af Y ~ N(u,0?) med s = 1 og s = 2. Med denne opstilling fas:

52

E(Z) =elto
E(ZQ) — e2u+20?
2

V(Z) = 21 (7 — 1)

Som resultaterne ovenfor viser, sa kan vi vha. en logtransformation af Z udlede fordelingen log Z ~
N (,u, 02). Med dette resultat kan vi opskrive dynamikken for den stokastiske variabel Xy, som en BM
med drift og skalering:

dZ; = pdt + odWy,

hvor u A o > 0 er konstante, og W; er en standard BM. Vi kan herefter bestemme et udtryk for X,

t t t
/dXs:/ uds—i—/ odW,
0 0 0

— X, = Xo + ut + odW,,

med integrationen:

hvor X; er en BM med driften p og skaleringen o, men kun hvis der geelder:
VXo€eR: Zy = Xo+ pt + cdWy

En klasse af stokastiske processer S; folger en GBM, hvis processen lgser den stokastiske differential-
ligning:
dZt = ,U,tht -+ O'thWt, (33)

hvor u A o > 0 er konstante. Hvis vi lgser (3.3) med den initielle betingelse Sy > 0, ved brug af 1to’s

Lemma med taetheden for lognormalfordelingen, frembringes udtrykket for processen:
St — Soe('u‘7%02)t+awt’

hvor S; med Sy = eX* er en GBM, hvis og kun hvis S; er en BM med drift og skalering®.

?Karl Sigman (2006): Geometric Brownian motion, Columbia University
3Arlie O. Petters & Xiaoying Dong (2016): An Introduction to Mathematical Finance with Applications, Springer-
Verlag New York, 1. version
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3.1.4 Cox-Ingersoll-Ross proces

I forbindelse med modellering af rentestrukturen har en resekke forskere udviklet rentemodeller, som
besidder mean-reversion egenskaben. Mean-reversion udtrykker for den stokastiske proces en udvik-
ling mod et bestemt middelniveau afbrudt af sporadiske udsving givet i stokastikken. Dette afbildes
ofte i stokastiske stier for processen med traeek mod middelniveauet nar processen afviger kraftigt fra
dette. Blandt disse forskere udviklede Cox, Ingersoll & Ross (1985)* den stokastiske proces (CIR-
processen):

dry = K (0 — Tt) dt + Tt@th, (34)

for den stokastiske rente r;. I CIR-processen vil renteudviklingen sgge mod langtidsniveauet 6§ med en
ikke-negativ hastighed x. Processen har derudover en reflekterende barriere i 0, hvorfor renten i denne
proces ikke kan blive negativ. Nar r, — 0% vil den stokastiske kilde dW; have mindre effekt og drift-
koefficienten k (6 — r;) vil dominere den infinitesimale renteudvikling. Det kan vises, at r; kan ramme
barrieren, safremt 02 > 26, dvs. hvis 02 < 2k (kendt som Feller-betingelsen®) vil den opadgéende

drift veere tilstreekkelig stor til at ggre barrieren utilgeengelig.

Senere har en raekke gkonomier haft lsengerevarige perioder med negativ rente, f.eks. den europaei-
ske indlansrente sat af ECB i perioden juni 2014 - september 2019%, hvorfor CIR-processen har mistet
anvendelsesmuligheder i rentestrukturer, hvor disse udfald forekommer. Imidlertid er CIR-processen
en sarligt brugbar dynamik for variansmodellering, iseer nar det gaelder prisprocesser med stokastisk
volatilitet. Varians/volatilitet er konceptuelt en positiv stgrrelse (forelgbig), hvorfor CIR-processens

anvendelsesmuligheder indenfor denne modellering er oplagte.

3.1.5 Malskiftet - Girsanovs Transformation

Girsanov transformationen muligggr, at skabe et martingalmal pa en eksisterende stokastisk proces,

som ikke i forvejen er et martingal.

Betragt den binomiale proces S med op-ssh. 0.75 og ned-ssh. 0.25. Denne proces er abenlyst ikke
arbitragefri, da E [Sy+1|F] > S;. Men det er muligt at imitere en martingalproces pa Wiener-processen
dWy knyttet til S; (vi bruger Wiener-proces omskifteligt med Brownsk beveegelse, men betegnelsen

beskriver samme stokastik). Dette kraever en transformation:

dW, = dW, + \dt

4John C. Cox, Jonathan E. Ingersoll Jr. & Stephen A. Ross (marts 1985): A Theory of the Term Structure of Interest
Rates. Econometrica, Vol. 53, nr. 2, marts 1985, s. 385-407

SWilliam Feller (28. august 1950): Two Singular Diffusion Problems. Annals of Mathematics, anden serie, Vol. 54, nr.
1, juli 1951, s. 173-182

6Key ECB interest rates (European Central Bank): https://www.ecb.europa.eu/stats/policy_and_exchange_
rates/key_ecb_interest_rates/html/index.en.html
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3 PRISFASTSATTELSE AF OPTIONER 3.1 Stokastiske processer

Processen dW; er abenlyst ikke et ”fair game”pa dWW, men med skiftet \ vil den veere fair i et andet
referencesystem. For enhver unik tilstand drevet af dW; eksisterer en unik tilstand i dW. Vi kan
dermed skrive:

dSy = puSidt + 05, (dW + )\dt)

Denne form for sendring pa en eksisterende Wiener-proces betegnes som en Girsanov-transformation.
Hvis vi nu veelger A = —£ star kun dS; = dW tilbage. Dette betyder, at vi har fjernet driften fra S;
med en transformation, saledes at d.S; er en martingal under det nye sandsynlighedsmal. Nu er dS;
fair i forhold til processen, som fglger den deterministiske udvikling i aktivet Soe(%)t.

Finansielt er dette dog ikke tilstrackkeligt, da £ udger risikopraemien for den risiko vi patager os,

og denne er ikke justeret for det risikofrie aktiv i markedet. Dette kan vi dog hurtigt tage hgjde for

_ k=T

ved at lade risikopraemien vaere A = —5

Hvis vi nu definerer et marked via Z = %, hvor B udggr pengemarkedskontoen med det unikke
martingalmal Q, betyder det at vi kan studere ethvert aktiv relativt til pengemarkedskontoen B. Lad

Q udggre tilstandsrummet for Z, vi skriver da Q-sandsynligheden for haendelsen A:

Q= / ZdP(A)
Q
Hvis vi anvender It6’s formel pa Z fas:
0z 07
dZy = —d —dB
=95 " op

1 S,
= E {utStdt + O'tStth} — Bf%?}Bﬂﬁ

= {u — r¢} Zydt + 01 ZidWy
Med Girsanov-transformationen dW; = g;dt + dV[N/t fas:

A2y = {p =11} Zedt + 0,2y { gudt + AW, }

= {p — 1 + 01g:} Zudt + 0,2, dW,
Med ¢; kan vi definere Likelihood-funktionen:

dL; = gi Ly dWy, Lo=1

t 1 t
Ly = exp {/ gsdWs — - / gzds}
0 2 Jo

som har lgsningen
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Likelihood-funktionen kaldes indenfor finansiel litteratur ofte for den Radon-Nikodym afledte, og funk-

tionen g; for Girsanov-kernen. g; ses pa samme facon som A\ leengere oppe givet ved:

T
Ot

gt =

Dette er indbegrebet af Girsanovs saetning.

Theorem 3.1. Girsanovs setning. Antag den stokastiske basis (Q, F, P) givet, hvor P udgor markeds-
sandsynlighedsmalet. Lad X vere en (F, P)-Wienerproces (Brownian Motion), og lad F; veere filtrering
genereret af denne BM. Lad ogsa L og g veere givet som ovenstaende (g tilpasset F;), og lad derudover

E[L(T)] = 1. Definer hertil Q ved dQ = L(T)dP pa filteret F. Dermed er:

t
Wy =Xy — / gsds
0
en (F,Q)-Wienerproces (dvs. en BM under QQ-malet).

3.2 Black-Scholes Teori

3.2.1 Antagelser & Formel

Black-Scholes formel er sardeles anvendt til risikoneutral prisssetning af europaeiske call-optioner. I
anvendelse af denne formel betragtes i markedet ét risikofyldt og ét risikofrit aktiv, hhv. S; A By, som

folger dynamikkerne:

dS; = /,LStdt + oS dW; (35)
dBt = T‘Btdt

Her er Sy = S og By = 1 randbetingelser defineret for hvert aktiv. For disse aktivdynamikker stilles
fglgende antagelser:
i) Pengemarkedet udbyder samme ind-og udlansrente r
ii) Markedet er friktionslgst (ingen transaktionsomkostninger)
iii) Begge aktiver er perfekt divisible (der kan tages uendeligt lange og korte positioner i begge)
iv) Ingen spring (dvs. diskontinuitet) i veerdien af det risikofyldte aktiv
V) Den risikofrie rente r, risikofyldte afkastrate u, og volatilitet o antages alle vaere konstante
vi) Ingen dividender

Black-Scholes-formlen kan dog udvides sa antagelsen om ingen dividender kan undveeres, en egenskab

vi vil vende tilbage til. En call-option med strikeprisen K, som udlgber ved tid T', kan dermed prissaettes
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til tiden t ved formlen:

CBS = §,N (dy) — Ke " T=DN (dy) (3.6)

log (%) + (r+40%) (T —t)
= dy=dy —ovVT —1t
o /7T_t ) 2 1 g

Dvs. det med Black-Scholes formlen er muligt at angive den risikoneutrale veerdi pa en vilkarlig call-

dq

option, udelukkende med kendskab til spotprisen pa det underliggende aktiv S, strikeprisen K, den
risikofrie rente r, volatiliteten o og udlgbstidspunktet T'. Black-Scholes-formel antager samtidig, at
det underliggende aktivs veerdiudvikling fglger log-normalfordelingen, hvor ds angiver call-optionens

kritiske ”in-the-money” (ITM) fraktil.

Ved hjalp af Put/Call-pariteten og Black-Scholes-prisen pa call-optionen, kan den tilsvarende put-

option ogsa prissattes:

Ci—P,=5— Ke_r(T_t) &P =0C— 85+ Ke—r(T—t)
— PP = Ke "IN (=dy) — SN (=d1)

Put/Call-pariteten er modelfri, derfor har optionspriser i denne ikke toptegn BS da disse ikke kreeves
udledt ved Black-Scholes-modellen.

3.2.2 Udledning af den funamentale PDE

Et af de mest banebrydende resultater i Black-Scholes derivatterori er givet ved den fundamentale
partielle differentialligning (PDE), da denne er bindende for alle continget-claims V' knyttet til det
underliggende aktiv S;. Den fundamentale PDE udtrykkes i ligningen:

Udledningen af PDE’en starter med opstilling af dynamikken for det underliggende aktiv S;. Derefter
defineres et derivat pa det risikofyldte aktiv, V"=V (¢,S;). V er prisen pa derivatet, som athsenger af ¢
og S¢. Dynamikken for S; folger en GBM pa formen i ligning (3.5). Med dynamikken for det risikofyldte
aktiv skal vi opstille en portefgjle, som bestar af derivatet V' og AS}. Portefgjlen er konstrueret saledes,

at vi seelger derivatet og kgber A stk. af det underliggende aktiv S;. Portefgjlens veerdi er derfor:
M=-V+AS (3.8)

Udviklingen i portefgljens veerdi har to effekter. Den ene effekt er udviklingen i derivatet V' og den
anden i det underliggende aktiv S:
dll = —dV + AdS, (3.9)

Side 10 af 131



3 PRISFASTSAETTELSE AF OPTIONER 3.2 Black-Scholes Teori

Dynamikken for derivatet V' kan med It6’s formel reduceres til:

ov oV 10°V
AV = Zrdt+ 5505+ 555

ot oS, (d5)°

I ovenstaende kan dS; erstattes med den opstillede dynamik i ligning (3.5):

oV ov ov 1 o*V
AV = Zodt + pSyoodt + 0S5 odWi + 0252

0 98, 95, " 0S? di (3.10)

Vi indsaetter ligningerne (3.10) og (3.5) ind i ligning (3.9), reducerer udtrykket og far:

ov 1 0%V ov ov
dll = |—— — = 252 S A)ldt+0S | —=o +A ) dW, 3.11

ot {957 “t< a5, * ﬂ +‘”< o5, * > t (3:-11)
Det ses nu, at hvis vores position i det underliggende aktiv er A = gTV, sa vil portefgljen udggre en
risikofri hedge. Denne er risikofri i og med A = W vil fjerne risikokilden dW;. I et effektivt marked
med ingen arbitragemuligheder, skal alle portefgljer uden markedsrisiko, tjene den risikofrie rente 7.
Hvis vi investerer portefgjlens veerdi, II, i det risikofrie aktiv vil den have en udviklingen rIIdt over

intervallet dt. Derfor méa det folge at:

2
rIldt = dIl = — ‘lv+ 2523‘/

1229V gy
at 27 71 gs?

Indseetter vi ligning (3.8) ind i ovenstaende ligning og rykker rundt pa ligningen kommer vi frem
til: 5 5 e
Vv Vo1 Vv

Si——— + —02SP—

ot TTas, T27 Vi ase

—rV =0

Denne ligning er den samme som ligning (3.7), dermed har vi vist udledningen af den fundamentale
PDE og hvad den betyder. Resultatet er essentielt derivatprisseetning i kontinuert tid, og kan for
ethvert derivat pa det underliggende aktiv S; lede til en entydig pris, givet en unik randbetingelse

knyttet til derivatet.

3.2.3 Opstilling af Black-Scholes-formel

Med den fundamentale PDE opstillet er det muligt at udlede Black-Scholes formel. Dette kraever som
for naevnt en randbetingelse for den europzeiske call-option, ®(S7) = (Sy — K)* = max (S — K, 0).
Investering i optionen kraever ligesa, at den underliggende stokastiske proces i ligning (3.5) er et
martingal, dvs. en proces som opfylder

E [ST|F:] = S

Ovenstaende betyder, at den stokastiske proces St med filtreringen JF; forventes at have samme veer-
di ved et fremtidigt tidspunkt T" som pa nuvzerende tidspunkt t. Martingalmal opfattes derfor som
sakaldte ”fair spil”, en ngdvendighed i udelukkelse af arbitragemuligheder.
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3.2.4 Lgsning til Black-Scholes

Det risikofyldte afkast p vil under det risikoneutrale sandsynlighedsmal svare til det risikofrie afkast,
r. Trods aktivets risikokilde, skal det yde samme forrentning som det risikofrie aktiv under det risiko-
neutrale sandsynlighedsmal. Brud péa dette vil resultere i arbitrage, hvilket ikke antages at forekomme

i det effektive marked. Ved anvendelse af Ito’s formel under Q frembringes for claimet V:

dv, = %Vd Z‘;d& +3 Z;‘; (dSy)?
%‘t/dt + g‘; (rSydt + o SpdWy) + 10253 g SVQ(th)Q
(%‘; + stg‘; ! 2&225) dt+aStg—gth
= rVidt + JSt%th

Dynamikken yder i sig selv ingen information om V’s veerdi, denne frembringes nu ved integration og
forventningstagen af ovenstaende udtryk. Pr. definition bliver den forventede veerdi af et stokastisk
integrale 0, nar denne ingen drift har, hvorfor vi kan reducere udtrykket og na frem til Feynman-Kacs

formel:

CPS = e "I DEL, [@(Sr)]

Forventningen E; g er med fodtegnet (¢, S) betinget af filtreringen JF;, dvs. informationen genereret
pa det risikofyldte aktiv Sy frem til tid . Med andre ord evalueres forventningen under kendskab til
udviklingen i det risikofyldte aktiv frem til tid ¢. Vi anvender notation E; s da kun denne filtrering

tages i brug i dette afsnit.

Randbetingelsen ®(S7) = (Sp — K)* er imidlertid stadig stokastisk, hvilket fordrer kendskab til
fordelingen af Sr. Det er dog muligt, og temmeligt enkelt at danne kendskab til fordelingen ud fra
dynamikken dS;. Betragt log-transformationen Z; = log S; hvor dynamikken for Z; udledes ved Ito’s

Lemma:

YA YA 10%Z7
dZ, = Edt—k a—stdst 2057

1 1
=3 (rSedt + oS, dWs) = 5 52 oS} dt

1
= (r - 202> dt + odW;

(dS)?

Hvis denne integreres fra tid ¢ til T fas:
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1
ZT:Zt+ <7’—20'2> (T—t)+U(WT—Wt)
— ST _ Ste(r—%JQ)(T—t)-i-J(WT—Wt)

= Spelr=20)T=D+ovT=tz , N(0,1) (3.12)

Vi ser dermed log-normalfordelingen log St ~ N (log S; + (r — 302) (I' — t),0% (T —t)) som ventet.

Bemaerk gerne her, at den diskonterede prisproces besidder martingalegenskaben:

—TT-OR [ST‘EFt} — o r(T—t) o Ste(r—%UQ)(T—t)+%a2(T—t)

For at simplificere de senere udregninger defineres nu to midlertidige variable til anvendelse i parame-

triseringen af St

~ _l 2
r=r-—30 — Sy = Stefr+aﬁz = S,eY
T=T—1

Hvor y = 717 + o/72 = log % Aktivet S; folger en lognormal-fordeling, for hvilken vi betragter

teethedsfunktionen:
S _ 12
1 =GR ] L ()
g (ST) = — € 2027 = — ¢ 2\ o7
oSTV 27T oStV2nT
Variablen =T er standardnormalfordelt. Denne kan ogsa frembringes ved isolering af z i Sp-udtrykket,

oT
hvorfor vi vil forkorte den med samme notation. Med anvendelse af denne kan tsethedsfunktionen

reparametriseres til den standardnormalfordelte taethed:

1 _1,2
——e¢
oStV 2T

= 5=

g(St) =

En option (call/put) med randbetingelsen ®(S7) er at-the-money (ATM) med folgende fraktil:

logsﬁt — T

oVT

StBFT—HTﬁzO —K=0 = 2z =
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Dette giver os fraktilen zy. Med denne har vi nu al ngdvendig information for at prisseette call-optionen

med Black-Scholes-modellen:

CPS = e [@(Sr)]

— /_ Z B (S) g (S)dS, {dS _ %dy _ (sTaﬁ)dz}
=e 7 /O; ® (2) g (ST) (STo/T)d2
=e 7 /0; O (2)p(2)dz=¢€¢""T /Z (Sﬂfﬁﬂfﬁz - K)+ v(z)dz

Udtrykket i {...} beskriver substitutionen; vi substituerer integrationen af S ud med integration af
z, hvilket kreever det praecise substitutionsforhold. Dernaest skal bemeerkes, at g (St) (Sro+/T) praecis
svarer til den Gaussiske teethedsfunktion ¢(z). Call-optionen har udelukkende veerdi i tilstande, hvor

den er I'TM, derfor integrerer vi fra zg til co:

oPs = e_TT/ (Ste_7:7+”ﬁz - K) ¢ (z)dz

20
o]

= Ste_”/ e TV (2) dz — Ke_”/ ¢ (z)dz

20 20

= Ste_”/ e TV (2) dz — Ke TN (—z)
20

Dernaest indseettes 7 = r — %02 i forste led. Dermed udgar diskonteringen pa forste led. Alle reste-
rende eksponenter i integranden danner tilsammen det 2-leddede kvadrat —%JQT + o012 — %22 =

—1(z— o+/7)%, hvorledes hele call-prisformlen reduceres til:

© 1 (z=ov7)?
e 2 dzx—Ke ""N(—=z
" Vo -

= SN (=20 +0V7) — Ke ""N(—20)

cBY =g,

Hvorvidt man integrerer nedre hale af std. normalfordelingen til fraktilen —zy + o/7 eller gvre hale af
N(o+/7,1)-fordelingen ned til fraktilen zy udleder samme resultat. Dermed kan vi treekke o+/7, som
agerer middelveerdi, ned i nedre integralgraense og med denne justering integrere std. normalfordelin-

gens nedre hale. Med ovenstaende udtryk er der kun tilbage at definere fraktilerne d; og ds:

log (%) + (r+40%) (T —1t)
ovIT —1

di=—z+oVvI —t= , do=—zg=dy—ovT —t
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Disse fraktiler kan substitueres ind i det tidligere udtryk, sa Black-Scholes-formlen far det vanlige

udtryk:

CBS = §;N (—zo + a\/Z/Tt) — Ke " T7IN (—2)
= SN (dy) — Ke " TN (dy)

Beviset er fuldendt da dette udtryk preecist svarer til prisformlen i ligning (3.6).
Hvis vores underliggende aktiv udbetaler en lgbende dividende, s& holder ovenstaende resultat ikke
lzengere. Som beskrevet tidligere kan vi tilpasse Black-Scholes formel, sa prisfunktionen ogsa tager
hgjde for dividender. Vi antager derfor, at vores underliggende aktiv har dividenderaten ¢, og derfor
folger P-dynamikken:

dS; = (u — q) Sdt + oS dW,

Under Q-mal leder dette til PDE’en:

v v o1,
Edt‘F(T—Q)St%‘FiU St

5 02V

Med denne PDE ender vi ud med en tilpasset prisfunktion for optioner med dividende:

CPS = er=0T=OEL (S — K)T]
= S TN (d)) — Ke " T=IN (dy) (3.14)

log (5t) + (r—q+40?) (T —t
dlzog(K) (;\/1%20-)( )? dgzdl—O'/T—t

En visuel illustration af optionsveerdien er givet i figur 1. Som det ses i nedenstaende figur, er tid

t-veerdien af call-optionen en udglatning af den ikke-linezere randbetingelse ®(S7) = (Sp — K)*.
Optionen har pa et vilkarligt tidspunkt ¢ < T til en vilkarlig spotveerdi Sy € [0, oo[ stgrre eller samme
vaerdi pa tidspunkt ¢ end T'.

Veerdi

I
Strike

Underliggende

Figur 1: BLACK-SCHOLES OPTIONSVERDI
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Alle parametre i Black-Scholes-formlen er observerbare i markedet undtagen volatiliteten o. Udledning
af Black-Scholes call-priser pa et aktiv observeret i markedet athaenger derfor af hvilken volatilitet tages

i brug.

3.2.5 Historisk vs. implicit volatilitet

I og med realiseret volatilitet er en uhandgribelig stgrrelse, ma vi ggre op med hvordan vi opfatter
volatilitet. Almindeligt kendt volatilitet kaldes ofte historisk volatilitet, hvilket kendetegnes ved den
simple standardafvigelse af historiske observationer af f.eks. log-afkast, R;, pa prisprocessen i det

underliggende aktiv:

18 1 D,
O'ht: EZ(RZ—R),

i=1
hvor R udggr middelveerdien af log-afkast over de observerede afkast. Der findes dog andre parame-

tre for volatiliteten f.eks. den implicitte volatilitet. Volatilitetsparameteren kan ikke isoleres i Black-

Scholes-formlen, men ved at finde den unikke volatilitet der lgser ligningen:
Cobs _ CBS (O_imp) 7

frembringes den markeds-implicitte volatilitet ™, hvor C°* udggr en observeret optionspris i mar-
kedet (som kan veere frembragt ved helt andre metoder f.eks. Monte-Carlo simulation) med samme
strike og udlgb som CBS (aimp). Historisk volatilitet betragtes i denne sammenhseng som udtryk
for de historiske afvigelser i prisprocessen, mens den implicitte volatilitet udggr en markedsforventet

volatilitet pa aktivet under optionens levetid.

3.3 Monte-Carlo simulation

Monte-Carlo simulation er en af mange mader at simulere udviklingen i prisprocessen i det under-
liggende aktiv, for at betragte profitabiliteten i optionen. Resultatet af dette er et antal simulerede
Sr-veerdier, som tilbagediskonteres til tid ¢ = 0. Dette giver en approksimation pa veerdien af at
exercise optionen ved udlgb, hvilket naturligvis afthsengig af antallet af simulationer. Forventningen til
dette payoff bliver dermed optionens pris for at undga en oplagt arbitragemulighed. Vi vil senere hen
benytte os af en sadan Monte-Carlo simulation til netop dette formal, men vi bliver ngdt til at forsta

teorien bag simulationen fgrst.

3.3.1 Numerisk integration

En af metoderne anvendt i Monte-Carlo er numerisk integration. Som vi naevnte vil optionens ar-
bitragefrie pris veere lig den tilbagediskonterede veerdi af det forventede payoff. Vi kan betragte det
forventede payoff som et integrale af optionens udlgbsveerdi ®(-) og teetheden i den underliggende

prisproces. Pr. definition er den empiriske forventning til ®(y) med hensyn til en tilfaeldig stokastisk
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3 PRISFASTSATTELSE AF OPTIONER 3.3 Monte-Carlo simulation

variabel Y givet ved summen:
N
1
jvsz:(b(}EL
i=1

hvor N er antal simulationer af den tilfseldige veerdi Y. Med store tals lov er denne sum ngjagtig
forventningen af payoff’et nar N — oo. For at opna holde simulationen enkel, starter vi med at

definere vores startveerdier a og b for hhv. middelveaerdien og variansen i log-prisen, St:

1
a = log(So) + pT — §J2T

b = o°T

I dette setup er p det risikofyldte afkast og o volatiliteten for det underliggende aktiv. Lad Z ~ N(0, 1)
udggre en std. normalfordelt stokastisk variabel og Y veere den eksponentielle parametrisering givet

ved:
bz
Y =e¢ +a7

hvorledes Y fglger lognormalfordelingen. Derudover udggr Y veerdien af det underliggende aktiv pa
udlgbstidspunktet St dvs. malet for simulationen. For en call-option med strike K betragtes dermed
payoff-funktionen ®(Y) = (Y — K)™. Vi omformulerer nu dette til en algoritme i R-syntaks, hvilket

fgrst kraever at vi angiver veerdierne Sy, K, u, o, T, r og N ved starttidspunktet:

a=log(S_0)+ muxT-0.5*sigma”2*T
b=sigma”~2*T

E=0

for (i im 1:N){

Z = rnorm(1)

Y = exp(bxZ+a)

E=E+max (Y-K)

}

E=E/N

V=exp (-r*T) *E

3.3.2 Simulation

Forskellen fra ovenstaende og denne metode er, at vi i denne metode benytter os af en random walk
baseret pa GBM til at generere en simuleret veerdi for S, hvor vi nu i stedet benytter det risikofrie
afkast som driftkoefficient i simulationen. Vi simulerer vaerdien for St et statistisk stort NV antal gange.
Den forventede veerdi af payoff’et findes da ved middelveerdien af samtlige simulerede Sp-veerdier.
Optionens pris er da den tilbagediskonterede veerdi af det forventede payoff. Payoff-funktionen for
call-optionen er dog stadig givet ved ®(St) = (Sp — K)T. Vi kreever kendskab til veerdierne Sy, K,
w, o, T, r og N ved starttidspunktet, men har ogsa brug for kendskab til At, som betegner leengden
af tidsenhederne i vores setup. Med disse startveerdier opstilles betragtes algoritmen i fglgende R-

syntaks:
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3 PRISFASTSAETTELSE AF OPTIONER 3.4 Fejl/mangler i Black-Scholes-modellen

E=0

for (i in 1:N){

n=T/deltat

for (t imn 1:mn){

Z_t = rnorm(1)

if (t==1) {

deltaSt = S_O*(muxdeltat+sigma*sqrt(deltat)*Z_t)
S[t] = S_O+deltaSt

}

else {

deltaSt = S[t-1]*(mu*deltat+sigmax*sqrt(deltat)*Z_t)

S[t] = S[t-1]+deltaSt
}

}

E=E+max (S[n]-K)

}

V=exp (-r*T)*E/N

3.4 Fejl/mangler i Black-Scholes-modellen

Black-Scholes-modellens antagelse om konstant volatilitet er i uoverensstemmelse med det empiriske
optionsdata. For mange aktiver er volatiliteten tidsvarierende, stokastisk og/eller afhaengig af strike-
prisen pa optionen. Forskellige call-optioner handles til forskellige implicitte volatiliteter i markedet
afhaengig af strike og levetid. Det er saledes muligt at afbilde implicit volatilitet som funktion af strike

og levetid i en 3-dimensionel flade.

3.4.1 Volatilitetsflade

Figur 2 afbilder den implicitte volatilitet i et 2D-plot som funktion af strike, et sakaldt volatilitetsskew

da 3. dimension med resterende tid til udlgb ikke indgar:

Ops

Tatm
|

T
OTM puts ATM OTM calls

Strike
Figur 2: EQUITY VOLATILITY SKEW
Forskellige strikes leder til forskellige implicitte volatiliteter, og i kraft af Put/Call-pariteten handles

bade puts og calls til samme o; nar disse har ens strike og levetid. Som det ses handles lav-strike
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3 PRISFASTSAETTELSE AF OPTIONER 3.4 Fejl/mangler i Black-Scholes-modellen

puts til hgjere implicit volatilitet end hgj-strike calls, et klart brud pa Black-Scholes antagelsen om

konstant volatilitet.

Arsagen til denne skaevvridning i den implicitte volatilitet bunder i investorers afdsckningsgnsker i
tilstande hvor aktiepriser falder drastisk. @get implicit volatilitet for visse strikekurser forteeller, at
markedet tilleegger storre sandsynlighed i disse tilstande. Indenfor Fquity-markedet tilleegges der i
dette tilfeelde storre sandsynlighed i tilstande hvor aktiepriser skulle falde - en sakaldt ”bad state”.
I sa fald vil markedsdeltagere afdsekke lange aktie-positioner ved at kgbe out-of-the-money (OTM)

puts, hvilket derfor driver likviditeten og o; pa disse optioner op.

3.4.2 Volatilitetens fdlsomhed i underliggende

Volatilitetsfladen repraesenteret 2-dimensionelt i figur 2 giver et billede af volatilitetsniveauet for for-
skellige strikes, men vi er ligesa interesseret i at betragte volatilitetens opfersel ved sendring i spotpri-

sen. Denne opfersel kan demonstreres i fglgende illustration:

O aTM,

GaTm,

[
ATM,

ATM-Strike
Figur 3: ILLUSTRATION AF VOLATILITETSEFFEKTER

Med priseendringen Sy — S7 hvor Sy < S1 observeret i underliggende aktiv forskydes volatilitets-
fladen fra A til B, antaget ingen eendringer i ATM-volatiliteten o 7. Denne effekt er forarsaget af
optionens @endrede ”"moneyness”under den nye spotpris. En ATM-option ved Sy vil ikke veere ATM
ved S1, hvorfor effekten forskyder volatilitetsfladen op (ATM-vol "rolls up the skew”, derfor kaldes
effekten ofte skew-effekt). Imidlertid er den implicitte volatilitet ikke usendret nar spotprisen sendres.
En rekke modeller opstiller backbone-effekten som mal for volatilitetens fglsomhed i den underlig-
gende prisproces. Denne fglsomhed kan ligesa beskrives ved 8027?9;”“, hvorfor backbone-effekten ofte
beskrives ved dette differentiale. Volatilitetsfladen er for Equity optioner oftest aftagende i spotpris,
hvorledes %ﬁigty’t < 0, hvilket yder en negativ backbone-effekt. Saledes flyttes fladen ikke til B men
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4 AFDAEKNING

til C, pa grund af volatilitetens fglsomhed i underliggende, og nettoeffekten af den sndrede spotpris

er en reducering i ATM-vol, ocarn, — daTM, -

4 Afdakning

En investor, der pa tidspunkt ¢ keber/szlger en call-option, er eksponeret mod forskellige risici un-
der optionens levetid. Den mest naervaerende risiko er bevaegelser i det underliggende aktiv, hvilken
investoren som beskrevet kan afdsekkes mod ved sin position i aktivet, A. Der er ligesa bade 1. & 2.
ordensrisici forbundet med de resterende parametre i Black-Scholes-formlen, opsummeret i en rackke

graeske bogstaver, hvilke hver iszer spiller en rolle i derivatets risikoprofil.

4.1 The Greeks

Nar en option er kgb/solgt, ses prisen efterfolgende at stige eller falde, hvilket skyldes en raekke
forskellige risikoprofiler. De kan pavirke prisen enten negativt eller positivt. For at forsta hvor stor
pavirkningerne er fra de forskellige risikoprofiler, opstiller vi de sakaldte Greeks, som beskriver sen-
dringerne i optionsprisen ud fra risikoprofilerne. Udviklingen i optionensprisen kan derfor beskrives

ved 2. ordens Taylorudviklingen:

o oV 1 82V oV 92 162V
av =22 d d A dS,d d
V=3 4t ag, St+2852(5t) 90 1 95,00 Sido + 5 557 (do)’
\0,./ v <~ N \1,./
A T vega vanna volga

Her ses hver partielle afledte beskrevet ved graeske bogstaver (de forste 3 gor i det mindste), hvilke
hver iseer har fglgende betydning (for et dividendefrit underliggende aktiv).

4.1.1 Delta

A er udtryk for adskillige ting i denne sammenheeng, bade position i underliggende aktiv i afdeek-
ningsportefgljen og samtidig felsomhed for bevaegelser i det underliggende aktiv. Ligesa kan den tolkes
som sandsynligheden for, at optionen ender I'TM - dvs. denne har en positiv udbetaling ved udlgb.

Den partielle afledte for call-optionen tager form:

_9CP
A= e =N(d), (4.1)
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4 AFDAKNING 4.1 The Greeks

Hvorledes differentialet med denne form sker ved:

acBs 9 dd
A= = ZISN(dy)] — Ke "T=ON/ (dy) =2
89S, 95, [SiN(dr)] - Ke (d2)ast

8d1 _ _ 8d2

=N N (d)— — Ke "T=DN(d,) —2

(dl) + S (dl)ast e (d2)85t

1 1
StO'\/T—t StO'\/T—t
SN'(dy) — Ke*“T*t)N’(dg)]

= N(dy) + S;N'(dy) — Ke "IN (dy)

1

=N(dy) + ———
(1) StO'\/T—t

Hvilket kan forkortes i og med:
Ke "IN (dy) = Ke " TN (dy — o/T — 1)
— Ke*T(Tft)N/(dl)edlo’\/Tftefédz(Tft)
S,

_ Ke—r(T—t)N/(dl)e—%az(T—t) ?terTe%UQ(T—t)

= SN'(dy)
Hvorledes A kan reduceres ned til formen i ligning (4.1). I og med A udggr ITM-sandsynligheden, er
denne ligesa afgraeenset i intervallet A € [O, 1] (for put-optioner ses A € [— 1, O] ). Folsomheden i call-

optionen er positiv overalt, da en infinitesimal stigning i spotprisen altid gger optionsprisen. Denne

fglsomhed ses afbildet i figur 4 for en option med hhv. 1 maned, 3 maneder og 1 ar til udlgb:

Figur 4: ILLUSTRATION AF A FOR CALL-OPTION

Optioner med leengere lgbetid har en fladere profil, da der i disse optioner stadig er stor sandsynlighed
for realisering af markante sendringer i den underliggende prisproces. Dette er mindre sandsynligt i
optioner med kortere tid til udlgb, hvorfor fglsomheden i disse optioner iseser vokser nar spotprisen

er i neerheden af ATM. I takt med at den resterende tid til udlgb reduceres greenser A mod step-
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4 AFDAKNING 4.1 The Greeks

funktionen:

0, Sr<K
lim A = T

=T 1, Sp>K

Derudover betragtes A ofte som tommelfingerregel for om optionen er ITM eller OTM (ogsa kaldet
optionens moneyness). Hvis optionen er ATM har den ca. A =~ 0.5 for udlgb. Det ses ligesa i green-
seveerdien, at en OTM option har A = 0, sendringer i spotprisen ikke forplanter sig i den veerdilgse
option, mens en ITM option har A = 1, da sndringer i spotprisen direkte pavirker randbetingelsen
(St — K )+. De stgrste sendringer i A ses i kortsigtede ATM-optioner, hvilket bl.a. kan betragtes i

neeste Greek, I'.

4.1.2 Gamma

I og med A beskriver folsomheden for szendringer i underliggende, beskriver I', som nesevnt tidligere,
fglsomheden for bevaegelser i A. Som 2. ordensafledt i det underliggende aktiv betragtes I' sdledes

ogsa som udtryk for optionens konveksitet / krumning i optionsveerdien. Den tager form:

F _ 82CtBS — N/(d1)¥
85152 StO'\/T—t

Denne fglsomhed ses afbildet i figur 5:

Strike

S
Figur 5: ILLUSTRATION AF I' FOR CALL-OPTION

I’ beskriver optionsprisens krumning ift. underliggende. Denne er seerligt stor for ATM- eller nzer-
ATM-optioner med kort tid til udlgb. Disse optioner bliver derfor ofte betegnet, som lange I' optioner.
I' vil gradvis aftage, jo mere I'TM eller OTM optionen er. Ligesa findes stor folsomhed i A’s hurtige
endringer, hvilket ligesa har en umiddelbar pavirkning pa rebalanceringen i en hedgeportefglje. Vi
kan f.eks. betragter en OTM-option med A = 0.25 2 dage inden udlgb, og prisen pa underliggende
stiger voldsomt 1 dag inden udlgb, hvilket ggr optionen ITM. Her vil A — 1 indenfor kort tid, hvilket

kraftigt gger optionens I'. Dermed betragtes I ogsa som accelerationen i optionsprisen.
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4 AFDAKNING 4.1 The Greeks

4.1.3 Theta

0 kaldes ofte tidsforfald/-veerdi og beskriver hvorledes optionens fglsomhed for en reducering i den
resterende tid inden udlgb. Vi ser generelt et inverteret/negativt forhold mellem I' og 6, da tidsfor-
fald reducerer optionens mulighed for at realisere store bevaegelser i underliggende - dermed svinder

udnyttelsen af optionskonveksiteten. 6 tager formen:

_ocPs
ot

o

T =t

0 = —Ke T [:N(dy) + N'(da)

og kan betragtes i figur 6:

T
Strike

St
Figur 6: ILLUSTRATION AF 6 FOR CALL-OPTION

Som figur 6 viser er # stgrst for ATM-optioner teet pa udlgb. Disse optioner er mest fglsomme i
reducering af den tilbageveerende tid, da sandsynligheden for at optionsveerdien kan ga begge veje her
er stgrst. Men i modsaetning til ' og A er 8 altid negativ, da en reducering af tid til udlgb ssenker
sandsynligheden for at realisere sendringer i den underliggende prisproces. Uden sendringer i spotprisen
bliver ATM-optionen derfor veerdilgs, nar vi nsermer os udlgb. Vi betragter ligesa en stgrre fplsomhed i
ITM optioner end OTM optioner. Verdien i disse optioner pavirkes direkte af sendringer i spotprisen,

hvorfor en reducering af lgbetiden, hvori disse sendringer kan forekomme, seenker optionsvaerdien.

4.1.4 Vega

Fglsomheden overfor sendringer i det underliggende aktivs volatilitet kaldes vega. Her spiller optionens
konveksitet ogsa en markant rolle, da denne netop beskriver fglsomheden for drastiske sendringer i
den underliggende pris. Konveksiteten medfgrer, at stigningen i optionsvaerdien, forarsaget af en stor
opadgaende beveegelse i underliggende, vil veere stgrre end faldet i optionsveerdien forarsaget af en

tilsvarende nedadgaende bevaegelse i underliggende. Denne egenskab udtrykkes simpelt i vega, da sterre
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volatilitet medfgrer stgrre beveegelser i underliggende. Vega kan beskrives ved:

ocPs :
vega = — — = SN (d)VT —t,
o

og ses afbildet i figur 7:

vega

Sirike
St

Figur 7: ILLUSTRATION AF vega FOR CALL-OPTION

Fglsomheden er positiv, men i modsaetning til I' er den stgrst for langsigtede optioner, da disse har

leengere tid til at realisere effekten af stgrre beveegelser.

Vega er typisk hgjere for optioner, der er ATM, og falder nar optionen bliver mere I'TM eller OTM.
Som i nogle af de andre Greeks, sa skyldes dette uvisheden om optionens udfald ved udlgb. 1T dette
tilfzelde vil en stgrre volatilitet ggre sandsynligheden for at forblive ATM mindre, som derfor gger
prisen pa optionen. En hgjere volatilitet er ikke en garanti pa hgjere veerdi pa det underliggende, men
derimod en garanti pa stgrre variation i veerdien af det underliggende. Dermed er der mulighed for
at vinde en stgrre gevinst, der gger prisen pa optionen. Denne effekt er mest tydeligt, nar optionen

naermer sig udlgbstidspunktet.

Det kan maske anes i figur 7, at ITM-optioner med lang tid til udlgb er mere fglsomme i gget volatili-
tet end tilsvarende OTM optioner. Denne fglsomhed kan betragtes, da effekten af stgrre bevaegelser i
underliggende bidrager direkte til veerdien pa I'TM-optioner. I OTM-optioner er der stadig vaesentlig

sandsynlighed for veerdilgse udfald, hvorfor vega-effekten gger optionsveerdien i mindre grad.

4.1.5 Vanna/Volga

I Black-Scholes antages volatiliteten konstant, hvorfor disse greeks ingen rolle spiller. Men optionsdata
viser store fglsomheder i disse greeks, iseer da volatiliteten ikke er usendret mens vi observerer &en-

dringer i spotprisen, jf. backbone-effekten i figur 3. I modeller med stokastisk volatilitet spiller disse
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folsomheder ligesa en stor rolle. Ofte er vanna knyttet til korrelationen mellem risikokilden i under-
liggende og risikokilden knyttet til volatiliteten, og volga knyttet til volatiliteten pa risikokilden i den

stokastiske proces for volatiliteten, ofte beskrevet som vol-at-vol.

4.2 A-afdeekkede portefgljer

Som det ses i figur 8 yder optionskonveksiteten en positiv veerdi for en A-afdaekket option, hele det

skravede omrade udggr optionens potentielle upside:

—— Optionsvaerdi
Veerdi af A -hedge

Veerdi

Underliggende
Figur 8: KONVEKSITETSGAVN AF A-HEDGE

Vi kan betragte den korte afdsckningsperiode givet ved den infinitesimale diskrete tidstilveekst At.
Over denne periode kan vi ignorere 3. og 4. ordens greeks, sa @endringen i optionsprisen er givet
ved:

oV oVy 10%V,

a3 a2 -2t 2
AVi = AT GaAS 45 (AS)

Efter A-hedge vil fglsomheden for bevaegelser i underliggende vaere neutraliseret, dvs. afdeekningspor-

tefoljens P&L efter tidstilveeksten At er
1
P&L = AL + 5r,f(ASt)2 (4.2)

Her er det vigtigt at antagelsen om kontinuitet i Sy passer, hvis der fremkommer diskontinuerte spring
i det underliggende vil ovenstaende approksimation for prisszendringen veere fejlagtig. I og med 6 <0
for lange positioner i optionen skal optionskonveksiteten givet i I' kompensere for dette, for at give
en positiv P&L. Den bevaegelse i det underliggende hvor de to effekter gar ud, er netop givet ved
break-even P&L’en:

(%)2 20
P&L = LA 4.

I denne ligning er venstresiden et udtryk for stgrrelsen af bevaegelse i underliggende pr. tidsenhed

asp)?
At. Stgrrelsen ( S'Att) udggr det kvadrerede afkast i spotprisen skaleret pa tidstilveeksten At, svaren-

de til den forventede umiddelbare varians i prisprocessen, o2. Optionsprisen er dermed ”fair” mod
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volatiliteten nar
1
0= 75Ft5t202 (4.4)

Markedets mal for volatiliteten som udligner effekterne er netop givet ved den implicitte volatilitet o;.

Effekterne i ligning (4.4) kommer til udtryk i figur 9, hvori folsomhederne ses for en lang position i

Underliggende

optionen.

Veerdi

Figur 9: A-HEDGE OPTION P&1L I TIDSTILVEKST At

Konveksiteten givet i I" angiver ligesa krumningen af den gjeblikkelige P&L. Kortsigtede ATM-optioner
krummer mere, dvs. hedge-vaerdien konvergerer hurtigere, imidlertid har de et omfattende tidsforfald

- man kan som optionshandler dermed ikke vinde begge effekter.

Hvis den realiserede volatilitet (volatiliteten som effektivt opleves under afdackningsperioden), o, > o;
a.s., vil underliggende bevaege sig forbi break-even punktet (pa en vilkarlig side), hvilket yder en profit
pa den afdsekkede option.

5 The Fundamental Theorem of Derivative Trading

Betragt nu et finansielt marked med et hhv. risikofrit og risikofyldt aktiv. Det risikofyldte aktiv
udbetaler en kontinuert dividende. Vi antager formelt informationsstrgommen i dette marked opfanget
i den stokastiske basis (2, F,F,P), hvor € repraesenterer alle mulige tilstande i gkonomien, P er det
fysiske sandsynlighedsmal og F = {fﬂ}tzo er en filtrering, som opfylder hgjre-kontinuitet (Ns>:Fs =
Fi,Vt > 0) og komplethed (Fy indeholder alle P tomme mengder). Prisprocessen pa det risikofyldte

aktiv antages at fglge den ”sande” dynamik:
dSt = /Lr(t, S’t)Stdt + O'T(t, St)Stth (51)

hvor W; er en BM tilpasset F. Derudover antages pu, og o, at veere deterministiske funktioner, med

tilstraekkelig ” paen” opfgrsel sa den stokastiske differentialligning har en unik steerk lgsning. Vi antager
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specifikt, at disse overholder regularitetsbetingelserne a.s. Vt < s:

/ts ur(u,S’u)Su < o0, /tS (ar(u,S’u)Su>2 < 00 (5.2)

Ovenstaende sikrer mulig integration af dynamikkens komponenter, saledes at prisprocessen i det
underliggende aktiv hverken divergerer i drift eller diffusion. Ligesa defineres S; som den (1 + m)-
dimensionelle vektor (S¢; x;) hvor x; = (Xl,t, ceey Xm,t)/ tolkes som en m-dimensionel tilstandsva-
riabel, hvis przecise dynamiske natur ikke vil vaere fokuspunktet i hvad der her fglger. I scenariet der
forlgber, nar vi afdeekker en option pa aktivet S, er vi ignorante overfor eksistensen af tilstandsvari-
ablen x; savel som formen af p,.(...) og o,(...). Vi vil specifikt forestille os, at veere sa misviste, at vi
modellerer dynamikken bag S; som en lokal volatilitetsmodel med diffusionskoefficienten oy, (t, S;). Lig-
nende antagelser vedrgrer markedet, selvom vi her angiver den implicitte diffusionskoefficient o;(t, Sy)
for at kunne skelne denne fra vore egne forestillinger. Uanset hvilken dynamisk specifikation opstilles

for aktivet, opretholder vi regularitetsbetingelser analog til ligning (5.2).

5.1 FToDT, Teorem & Bevis

Lad Vi = V (t,St) vere prisprocessen pa en europeeisk option med slutverdi ®(St), hvor det under-
liggende af dette folger dynamikken i ligning (5.1). Optionen antages at kunne handles i markedet
til den (ikke nodvendigvis unikt bestemte) implicitte volatilitet o; = o4(t, Sy). Antag nu, at vi pa tid
t = 0 agter at A-afdekke vores position. Denne afdekning opstilles under forestillingen, at volatili-
tetsfunktionen faktisk burde vere pa formen o = op(t, Sy), hvilket leder til den fair verdiproces Vth.
Dermed er nutidsverdien af profit-€-tabet vi padrager os for at holde en sadan portefalje i intervallet
T =10,T]:

.1 (T
PeLh =V Vi [ [ (o2 = o) strt] an (53)

hvor r, = r(u,Sy) er den lokale risikofrie rente.

5.1.1 Bevis

Antag at vi pa tidspunkt ¢ = 0 kgber en option V}’ ved markedets implicitte volatilitet o;, og afdsekker

h
ved at sxlge Al = %‘gﬁ enheder af underliggende med hedge-volatiliteten o = oy,(t, S¢) - dette sker

under antagelsen , at ligning (3.5) er den geeldende dynamik for det risikofyldte aktiv S;, og at denne
tilmed udbetaler en kontinuerlig dividendestrgm, ¢;. Hedge-portefsljen baseret pa denne opstilling
tager dermed formen:

' =V} — AlS, + By, (5.4)

hvor pengemarkedskontoen B; tillades en tidsvarierende sagar stokastisk forrentning r; og afstemmes
saledes, at veerdien af ovenstaende er 0 altid. Betragt nu den infinitesimale sendring i portefgljevaerdien
over intervallet [¢t,t + dt], hvor t € [0,T]. Portefgljen er konstrueret som selvfinansierende, under

selvfinansieringsbetingelsen ses dermed:
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5 THE FUNDAMENTAL THEOREM OF DERIVATIVE TRADING;.1 FToDT, Teorem & Bevis

Il = dVi — AP (dS, + q.Sidt) + i Bydt (5.5)

Ovenstaende dynamik kan udvides ved at skrive pengemarkedskontoen B; fra ligning (5.4) ud
dlll = dV;i — AP (dS; — (r¢ — q¢)Spdt) — rViidt (5.6)

Betragt optionsveerdien under hedge-volatiliteten oy,(t, S;), ved 1t6’s formel er denne:

h 1 21/7h
v = v +—02(1t,St)S§8 Vi

oV
dt + =t
ot a7 +

5 95, 15 (5.7)

hvor S; fglger dynamikken beskrevet i ligning (5.1). V;* opfylder Black-Scholes PDE’en for et dividen-
debetalende underliggende aktiv (ligning (3.13)):

oV ovPk 1, , 02V b
78; + (1 — Qt)Stiabft + io-h(ta St)Si 952 7tV (5.8)
Ved at kombinere PDE’en i ligning (5.8) med V;*-dynamikken i ligning (5.7) (f.eks. ved substitution
af 8;;) ses:
1
0= —dV + r,Vldt + A} (dS; — (¢ — q;)Sdt) + 3 [02(t, St) — o7 (t, Sp)] ST, (5.9)

Dette udtryk kan legges til hedge-dynamikken i ligning (5.6), da begge pr. konstruktion har veerdien
0:

. ) 1
I = dvi — AV} — r, (W - W) dt + 5 [o2(t, S1) — of (1, S0)) STVt

» 1
— efOt T‘udUd (6_ fot ’f‘udu(‘/tl o ‘/;h) + 5 [O’?(t, St) — U’%(t7 St)] Sgl—‘?dt (510)

Med den midlertidige variabel ©; = e~ I rudu(yi — V1) kan forste led i ovenstaende ligning ses

frembragt ved Ito’s formel:

90, 90
= 9% gy 9O gy 9Ot g
v, Vit T

— e~ fg Tudud‘/ti — e f(f T’ududv;h —e” f(f Tudu,rt (V;Z o ‘/th> dt

dO; AA

En perfekt afdackning vil resultere i ingen veerdizendring i portefsljen under afdsekningshorisonten, men

dette er tydeligvis ikke tilfaeldet. Tilbagediskontering af ligning (5.10) og integrering af de infinitesimale
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6 WILLMOTT’S HEDGE-EKSPERIMENT

komponenter leder til et netto profit-&-tab:
T t
P&l = / e~ Jorudugrrh
0

T t . T t ].
— / d (e* Jorudu(yri _ Vj‘) +/ e o Tudui [02(t,Sy) — o (t, Sy)] SETydt
0 0

o1 T
=V -Vi+ 2/ e~ Jo rudu [02(t,Sy) — o7 (t, Se)] STV dt (5.11)
0

Bemeerk V. = V{«’ = ®(S7), hvilket reducerer forste led til den initielle vaerdiforskel i optionen, V; —V;*.
Dernaest reprzesenterer 2. led fluktuationerne mellem hedgerens anvendte volatilitetsmodel oy, (t, St)

og den sande volatilitet i underliggende o, (¢, St).

5.1.2 Implikationer/Bemaerkninger

Dette er et kerneresultat indenfor optionsafdeekning, da det viser vellykket afdsekning mulig selv under

vaesentlig fejlagtighed i den anvendte afdackningsmodel. Vi bemaerker ud fra resultatet:

o Vellykket afdackning vurderes i sin helhed pa forskellen mellem hedge-volatiliteten oy,(t, S¢) og
den sande lokale volatilitet o, (r, St). F.eks. hvis vi er sa heldige at o4 (¢,S¢) < o,(t,S;) a.s. Vt,
vil afdeckningsstrategien II} tjene en profit med sandsynlighed 1. Selvom den korrekte model i
ligning (5.1) er vaesentlig forskellig fra den antagne model, safremt I'; > 0, hvilket er gaeldende

for vanilla (reguleere) call- & put-optioner.

e Hedgefejlen afthaenger ligesa af optionskonveksiteten I'y. Hvis I'; er lille vil hedgefejlen veere lille

pa trods af stor fejlagtighed i den antagne volatilitetsmodel.

e Den slutgyldige hedgefejl i ligning (5.11) atheenger af hele P&L-stien under optionens levetid -

ikke kun af terminalveerdien St.

6 Willmott’s hedge-eksperiment

Vi vil nu vise hvordan P&L’en i ligning (5.3) ser ud under kontrollerede forhold - mere praecist med
anvendelse af simuleret data for udviklingen i S; og konstant o, og o;. Det underliggende aktiv simuleres
under forudsaetningen, at dets udvikling fglger Black-Scholes antagelser. Efter vi har lavet Willmott’s
hedge-eksperiment med simuleret data, vil vi ga over til observeret data pa S&P 500 indeksoptioner
(virkeligt data). Ved forst at se pa simuleret data kan vi i et vist omfang fa dannet et overblik over

FToDT-seetningens umiddelbare fglger for hedge-portefgljer.

6.1 A-hedge med realiseret volatilitet

Som vist i afsnit 5.1 sa vil veerditilveeksten i vores hedge-portefpjle svare til ligning (5.3) pa side

27. Hvis vi skulle veere sa heldige under afdaekningen, at vores model yder en eksakt hedgevolatilitet
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6 WILLMOTT’S HEDGE-EKSPERIMENT 6.1 A-hedge med realiseret volatilitet

on(t, St) = or(t,S) vil integranden og dermed hele stokastikken udga fra ligning (5.3), hvorledes denne
reduceres til:
P&LL =V§ —V§

Det vil altsa sige, at vi pa tidspunkt O allerede kender P&L’ens tilbagediskonterede veerdi for vi
overhovedet gar i gang med at hedge. Det skal dog bemaerkes, at selvom vi kender veerdien af P&L’en,
sa er P&L-stien under afdsekningshorisonten stadig fuldsteendig stokastisk. Dette kan vi se ved at
laegge ligning (5.6) pa side 28 til ligning (5.9) pa side 28. I ligning (5.5) seettes h = 7 og i ligning (5.9)
saettes h = i. Nar vi har gjort det, far vi folgende:

dlly = TtVtidt + 1 Bydt — AY (dS; + qiSidt)

) 1 )
+ AL(dS, = (= @) Sydt) + 5 (02 (t,S¢) — o7 (t, ;)] SiTidt

Definitionerne pa B; og dS; er med realiseret hedgevolatilitet:
By = A!S, — V!
dSt = U (t, St) Stdt + o, (t, St) Stth,

hvor h’et i ligningen for By i dette tilfzelde er r og S; folger samme dynamik som i ligning (5.1). By
veelges altid som residualveerdien der udligner komponenterne i ligning (5.4) pa side 27. Sammensaettes

alle disse informationer, kan veerdisendringen i hedgeportefgljen reduceres til:

1 ) .
dII; = 3 o7 (t.50) — o (£, 80)] SFTidt + (Af = A7) (u (£, 51) = re + i) St

+ (A} = A]) 0y (2, Sp) SedWy

Som det ses af den overstaende ligning er udviklingen i hedgeportefgljen ikke deterministisk, da ét
led athsenger af risikokilden dW;. Derfor vil vejen til den deterministiske slutveerdi altid veere usikker
og praeget af tilfeeldigheder trods vores kendskab til den afsluttende P&L. Dette kommer til udtryk i

vores simulation af hedgeportefgljen.

Det skal dog bemseerkes, at den afsluttende P&L kun er deterministisk i simulationen, da vi kan
veelge den realiserede volatilitet og holde den konstant under optionens levetid. Nar vi arbejder med
reelle finansielle data vil P&L-stiens slutveerdi ikke veere deterministisk, grundet vores manglende
kendskab til den sande realiserede volatilitet. Vi kan imidlertid med mere eller mindre succes estimere
den ved brug af forskellige volatilitetsmodeller. Med en udvalgt volatilitetsmodel som grundlag for

estimationen af den realiserede volatilitet betragtes dermed P&L’en:

1T
P&Ly = V§ — Vi + 2/ e~ Jort [o2(t, 81) — 52(t, S)] SPTdt,
0
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6 WILLMOTT’S HEDGE-EKSPERIMENT 6.2 A-hedge med implicit volatilitet

hvor 6,(t, S;) udger volatilitetsmodellens estimation af den realiserede volatilitet til tid ¢.

6.2 A-hedge med implicit volatilitet

Som vist i afsnit 5.1 sa vil vores hedgeportefoljes veerdi svare til ligning (5.11) pa side 29. Hvis vi veelger
at hedge med den implicitte volatilitet, dvs. op,(t,S;) = 04(t, S¢) og VI = V&, reduceres udtrykket til
kun at indeholde integralet:

T
P&LE = % / ¢~ Jo rudu [02(t,5,) — o7 (t,S)] SiTydt
0

Denne P&L er stokastisk, da vi integrerer over den stokastiske proces S;. Nar vi afdsckker med den
implicitte volatilitet, har vi saledes ikke kendskab til resultatet - i modseetning til fgrneevnte afdeekning

med realiseret volatilitet, hvori P&L-veerdien til slut er deterministisk.

Det er dog veerd at bemeerke at selvom vores P&L er stokastisk, sa ved vi at veerdiudviklingen i
hedgeportefgljen dII; ikke afhzenger direkte af risikokilden. Dette leder til pointen ”darlige modeller
udlgser blgdning - ikke spraengning” - impulser fra den stokastiske kilde har indirekte pavirkning pa
hedgeportefgljen. Dermed iagttages ikke afdeekningsfejl direkte proportionelle med veerdisendringen i
det underliggende aktiv for darligt afdaeekkede positioner.

Hvorvidt en hedgestrategi med implicit hedgevolatilitet er rentabel, er i sig selv et meget komplekst
problem. Men vi kan iagttage, hvad der skal veere opfyldt, for at vores P&L er positiv med sandsyn-
lighed 1. Da e® > 0,2 € R, S? > 0 og I'! > 0 er den eneste komponent, der kan zendre fortegn pa
P&L’en givet ved o2(t,S;) — 02(t,St). Dermed vil 02(t,S;) — 02(t,S;) > 0, V t altid resultere i en
positiv P&L.

6.3 Simulation

Udgangspunktet for simulationen er en Black-Scholes verden, dvs. at afkastraten u og volatiliteten o
begge er konstante, og vi kan dermed let simulere udviklingen i prisprocessen for det underliggende

aktiv ud fra antagelsen, at det fglger en GBM ved dynamikken:
dSt = MStdt + O'Stth

Lgsning til denne ligning er vist i afsnit 3.2.4 under Q-malet. P4 tilsvarende vis kan vi finde lgsningen
under P-malet:

Siyar = Selbt 3o )AtHoVAIWL (6.1)

Ligning (6.1) angiver den simulerede veerdi i det underliggende aktiv efter At tid er passeret, og dan-
ner udgangspunkt for veerdiudviklingen i S; i Willmott’s hedge-eksperiment. Det antages at u og o
er kendt pa forhand, og da ligning (6.1) udtrykker prisudviklingen i det underliggende aktiv, kan o i
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6 WILLMOTT’S HEDGE-EKSPERIMENT 6.3 Simulation

eksponenten betragtes som den realiserede volatilitet.

Vi opstiller 2x10 forskellige hedge-forsgg. De forste 1x10 vil veere med anvendelse af den realisere-
de volatilitet som hedgevolatilitet, og de naeste 1x10 med implicit volatilitet som hedgevolatilitet.

Folgende parametre vil indga indga i simulationseksperimentet:

e Sy =100 o 1 =10% e ¢=0% e 0, = 30%
e K =100 e r=5% e T'=0.25 e 0; = 20%
Som udgangspunkt anvendes optioner med 3 maneder til udlgb, hvorledes T' = 1—32 = 0.25 angiver

annualiseret tid til udlgb. Renten r antages ligesa at veere konstant i denne simulation.

Nar vi nu har valgt alle vores variable, sa mangler vi blot at velge afdeekningsfrekvensen under
den 3-méaneders horisont optionen daekker over. Afdasckningsfrekvensen pa vores portefglje har stor
indflydelse pa niveauet i den afsluttende P&L. Nar vi bruger den realiserede volatilitet, vil resultatet
altid veere deterministisk, men @get frekvens vil gge preecisionen af vores resultat mod det teoretiske
resultat, jf. tabel 25 i Bilag A.

Med vores faste parametre har vi folgende optionspriser og portefgljeveerdi (for portefgljen med den

realiserede volatilitet):

o Vj =4.614997 o V] =6.583084 o " T(Vy — Vi) = 1.992843,

hvor e (V' — V{) angiver den fremdiskonterede P&L-vzerdi af den realiserede hedgeportefglje. Det-
te er den teoretiske veerdi, som vi regner med at fa med realiseret volatilitet i afdsckningen. I vores
simulation har vi valgt frekvensen 5000, hvorledes denne frekvens med 5000 afdaekninger i lgbet af 3
maneder kraever tidstilveeksten mellem hver afdeekning At = %.

Pa figur 10 er P&L-stierne for hhv. den realiserede og implicitte hedgevolatilitet afbildet. De stokastiske
fluktuationer i afdeekning med realiseret hedgevolatilitet er isser bemeerkelsesveerdige, jf. figur 10a, men
er i teorien fuldsteendigt ventede, da veerdiudviklingen i hedgeportefgljen er direkte eksponeret mod
risikokilden dW;. Ligesa ses stierne at konvergere mod den teoretiske veerdi ™ (V] — V{) = 1.992843,
efterhanden som optionens lgbetid passerer. Nogle stier ender kun approksimativt ved den teoretiske
veerdi, hvilket skyldes ikke-kontinuert afdeckning. Den diskrete frekvens pa 5000 yder afdeckning flere
gange dagligt, men er pa ingen made kontinuert, hvorfor P&L-stierne kun approksimativt ender ved
den teoretiske veerdi. I Bilag A tabel 25 er forsgget opstillet med forskellige afdaekningsfrekvenser for

10 simulerede stier.
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(a) P&L med hedge-vol: o), = o, (b) P&L med hedge-vol: o5 = Gimyp

mark-to-rmarket (PNL)
mark-to-market {PNL)

10 0
Time[Years] Time[Years]

Figur 10: SIMULEREDE P&L-STIER

I figur 10b er P&L-stierne med den implicitte volatilitet som hedgevolatilitet afbildet. Det bemeaerkel-
sesveerdige her er stiernes mere eller mindre glatte kurver med en ikke-deterministisk slutveerdi ved
udlgb. Som for nsevnt skyldes dette hedgeportefsljens indirekte eksponering mod risikokilden dW;.
Imidlertid er udlgbsveerdien stokastisk, da vi integrerer mht. den stokastiske proces dS;, og vi ved
derfor ikke, hvor meget vi tjener. Disse simulationer er dog alle rentable, da vi har valgt parametre,
der opfylder o, > o;. I Bilag A tabel 26 er forsgget opstillet med forskellige afdaekningsfrekvenser for

10 simulerede stier.

7 Data

I undersggelsen af FToDT-sstningens empiriske validitet og gyldighed for hedgestrategier anvendes
daglig S&P 500 indeksdata (under databasekoden/ticker SPX) med en raekke datafelter i perioden
2004-2009. Datasaettet er repraesentabelt for SPX-optioner af varierende lgbetid, men vi tager ud-
gangspunkt i optioner med 3 maneder til udlgb. Optionslgbetider repraesenteres ofte ved tenoren 4,

for hvilken vores 3 maneders optioner vil have tenoren f.eks. § = 3M.

Det indsamlede data omfatter ligesa datapunkter for SPX-volatilitetsfladen, for hvilken vi traditionelt
betragter strike-kursen pa den ene akse. Det er mere overskueligt i databehandlingen at repraesentere
denne akse ved strike-spot-forholdet, k = Sﬁu hvor K udggr strike-kursen og S; udger spotkursen pa
underliggende. Vi vil anvende notationen /g, for strike-spot-forholdet, en ATM-option vil saledes

have k1 = 1. Med disse overvejelser i sinde betragtes datafelterne:
i) Underliggende spotkurs (S&P 500-indeksets daglige lukkepriser)

ii) Tenor § € {1M,2M,3M,6M,...,36 M}
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iii) Udlgbsdato

iv) Ophgr (antal ar inden udlgb)

V) Datapunkter i volatilitetsfladen for strike-spot-forhold x € {0.70,0.75,...,1.30}, V4.

vi) Risikofri kortrente, 74

vii) Dividenderate pa underliggende, ¢;

viii)  Forward-spotkurs, fremdiskontering af dividendebeaerende spotkurs - dvs. Frp & Syelri—a) (T—1)
ix) ATMF-vol (implicit volatilitet for ATM-optionen med Forward-spotkurs som underliggende)

Bemeaerk, trods vores fokus pa 3 maneders optioner, skal vi stadig bruge data fra volatilitetsfladen
pa optioner med kortere tid til udlgb efterhanden som den resterende lgbetid pa vores 3M option

reduceres.

Udover vores primare data ovenfor, er der indenfor samme tidshorisont indsamlet supplerende SPDR
S&P 500 Trust ETF (under databasekoden/ticker SPY) data. Det supplerende data indeholder prisen
pa SPY, som minutigst folger SPX med en faktor % (dvs. Sspy = %Sgp x ). Frekvensen pa dette data
er gget til 5 minutter, hvorledes det mellem hver afdsckning vil vaere muligt at observere prisen pa
underliggende i intervaller af 5 minutter. Da vi udelukkende observerer disse priser, vil reprassentatio-
nen af SPY som underliggende aktiv ikke spille nogen rolle. Disse supplerende observationer anvendes
kun i opstilling af Real-A-strategien, da vi i denne strategi kresever en hgjere frekvens end daglige

observationer.

7.1 Interpolation i volatilitetsfladen

Den implicitte volatilitet varierer som fglge af en reckke ting under afdsekningshorisonten. Restlgbetiden
reduceres og underliggende bevaeger sig, hvorledes vores option ikke vil veere ATM leengere. Vores da-
tapunkter for volatilitetsfladen er som naevnt forankret i strike-spot-forholdet til givne tenorer, dvs.
vi f.eks. for 2.5 maneder resterende lgbetid, d2 517, 0g 1.01 strike-spot-forhold, 191, er ngdsaget til at
interpolere mellem tilgeengelige datapunkter pa volatilitetsfladen (i det her tilfzelde mellem 2M og 3M
pa tidsaksen og 1 og 1.05 pa strike/spot-aksen).

Vi anvender i fgrste omgang en bilineser interpolationsmetode (tosidet linezer interpolation, da vi
betragter tid og strike/spot). Betragt det tidligere eksempel med 2.5 maneders resterende lgbetid og

1.01 strike-spot-forhold, dette vil kraeve en interpolation i gitteret:

(5 \ K ‘ K1 K1.05

doM O6anr,k1 Tdanr,k1.05

d3M Oéanr,m1 Fd301,k51.05
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7 DATA 7.1 Interpolation i volatilitetsfladen

Volatilitetsinterpolationen vil forega mellem 4 gitterpunkter svarende til ovenstaende. Lad ¥ repree-
sentere ovenstaende gitter for en interpolation mellem 2 arbitreere tenorer og 2 arbitraere k’er. For
en option med restlgbetiden 0* € [djower, Oupper] 08 hvor underliggende spot danner strike-spot for-
holdet k* € [Kiowers Kupper] (hvor intervallet angiver nsermeste nedre og ¢vre datapunkt) interpoleres
volatiliteten ved:

/

(5upper —6* Rupper —K*
O o — 6upper'_5lower . 2 . Rupper —Rlower
_ 0" —biower _ K —Klower
(suppe’r*&lower Rupper —Rlower

I og med vi ikke har data for restlgbetider under 1 maned og strike-spot-ratios under 0.70 og over 1.30,
er vi ngdsaget til at ekstrapolere. I forste omgang vil denne ekstrapolation veere flad, dvs. vi antager
volatiliteten er flad fra nsermeste tilgeengelige datapunkt og ud. Interpolationen er implementeret med
fglgende R-kode:

interpolate_function <- function(strike, remtime_data,rem_timetomat, defspot = NULL, flag = 0)
{
strike_tmp <- seq(130,70,by=-5)
remtime_vector <- as.numeric(remtime_data$Maturity-remtime_data$Date) /365
strike.spot.ratio <- strike/unique(remtime_data$Spot)*100
if (!is.null (defspot)) strike.spot.ratio <- strike/defspot*100
left_timeknot <- findInterval(rem_timetomat ,remtime_vector)
time_knots <- remtime_vector[c(left_timeknot,left_timeknot+1)]
remtime_subset <- remtime_datal[remtime_vector %in’% time_knots,]
if (dim(remtime_subset) [1]==2) {
time.int <- t(c((time_knots[2]-rem_timetomat)/(time_knots[2]-time_knots[1]),
(rem_timetomat-time_knots [1])/(time_knots [2]-time_knots [1])))
}
else time.int <- diag(1l)
if (flag==1) return(as.numeric(time.int%*%remtime_subset$ZeroRate))
if (flag==2) return(as.numeric(time.int%*%remtime_subset$Div.Yield))
left_strikeknot <- findInterval(-strike.spot.ratio,-strike_tmp)
strike_knots <- strike_tmp[c(left_strikeknot+1,left_strikeknot)]
vol.grid <- as.matrix(remtime_subset[, which(strike_tmp %in’ strike_knots)+5])
if (dim(vol.grid) [2]==2) {
strike.int <- c((strike.spot.ratio-strike_knots[1])/(strike_knots[2]-strike_knots[1]),
(strike_knots [2]-strike.spot.ratio)/(strike_knots[2]-strike_knots[1]))
}
else strike.int <- diag(1)
interpolation <- as.numeric(time.int %*% vol.grid %*J, strike.int)

return(interpolation)

Hvor remtime_subset udggr en optionsdata for en given dag i dataperioden, mens optionen har den

resterende lgbetid rem_timetomat.
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8 Autoregressive processer

Adskillige modeller sgger at forudse fremtidig volatilitet ud fra den historiske information om det
underliggende aktiv, hvilket ofte er repraesenteret ved tidsserien for aktivets priser. Modellering af
volatiliteten for en tidsserie sker ofte i forbindelse med en modellering af afkast for en tidsserie.
Den autoregressive proces tillader modellering af afkast som funktion af tidligere afkast inkl. stgjled.

Hvorvidt tidsserien har konvergerende egenskaber kan betragtes i stationaritetsegenskaben:

e Staerk stationaritet: Siip, So4p,... har samme fordeling som Sy, Ss, ...

(en tidsforskydning h, kaldet lag, i tidsserien yder ingen sendringer i fordelingen)

e Svag (2. ordens) stationaritet: V¢ : E[S;] = ug, V[S;] = 0% og Corr(St, Se4n) = p(h)

(konstant middelveerdi og varians, samt korrelation givet som funktion af lag)

Her kaldes p(|h|) autokorrelationen idet den beskriver korrelationen i tidsserien ved forskellige tidsin-
deks, altsa et mal for hvor meget af tidsserien der ”gar i arv”. Til autokorrelationen p(h) anvendes
ligesa en autokovarians y(h) = Cov(Sy, Siin), som beskriver kovariationen i serien for et lag h. Et
feellestraek for mange autoregressive processer er deres anvendelse af hvidstgjsprocesser. Disse er sta-
tionaere processer ¢, med middelveerdi u (typisk 0), varians o2 (typisk 1) og samtlige autokorrelationer
p(h) = 0,V h # 0 for svag stationaritet - safremt staerk kreeves er den konstruerede hvidstgjsproces
uafheengigt identisk fordelt (iid.). Ofte anvendes den standardiserede hvidstgjsproces e, ~ WN(0,1),

som har middelveerdi 0 og varians 1.

8.1 Autoregressiv proces af 1. orden

Den simpleste autoregressive proces er en fgrsteordens autoregressiv proces, ofte forkortet AR(1),

udggr en simpel modellering af f.eks. afkast og har formen:
Zy = ¢Z1—1 + e,

hvor e; udggr en hvidstgjsproces, som er ukorreleret med Z;_1. Denne proces kan udvides uendeligt:

o0
Zy=¢Zr1+er =9 Zio+ er1 + e = Z et .
h—=0

Denne sum vil kun konvergere for |¢| < 1. Givet dette er tilfeeldet ses 2. ordens egenskaberne:

E[Z] =0
v(h) = Cov(Zy, Zyip) = o?ldih(lbz
p(h) = 128 = ¢l™,

Side 36 af 131



8 AUTOREGRESSIVE PROCESSER 8.1 Autoregressiv proces af 1. orden

hvor p(h) bemeerkes at veere aftagende i lag h, dvs. processen ”arver” mindre fra fjernere tidsindeks
i serien. Greensetilfeeldet af stationaritet for AR(1)-processen ses ved ¢ — =£1, hvor v(0) og v(h)
greenser mod uendelig, og serien da viser Random-Walk egenskaber. For |¢| > 1 vil processen udvise
eksplosive egenskaber, og om processen nogensinde vender tilbage til det initielle niveau er uklart.

Disse autoregressive processer findes i udvidelse op til arbitreer orden p og tager da form:

p
Zy = Z Gj L+ &4,
j=1

men de besidder de samme fundamentale egenskaber som fgrsteordensprocessen.

8.1.1 Moving-Average processer

I nogle processer kan det teenkes at tidligere stgj muligvis pavirker den nuveerende proces, f.eks. pga.

forsinkelser i information. Den simpleste repraesentation af en sadan proces tager formen:
Zt =&+ 0515_1

For denne proces betragtes autokavariansen:

0

T3g2- Processen kan ligesom AR-

Den eneste ikke-trivielle autokorrelation for processen er da p(1) =

processen udvides til en arbitreer orden q:
q
Zt = Z 9i5t—i + &t
i=1
Her er autokorrelationen ligesa triviel for alle lags h > q.

8.1.2 ARMA-processer

Sammensatningen af de to ovenstaende processer danner ARMA-processen:
P q
Zy=> ¢;Zij+ Y bieri+e
j=1 i=1

Ved brug af en backshift operator B {z;} = {x;—1} kan denne proces simplificeres til:

(1=¢1B == ¢pB) Z = (1+01B+--+0,B") e
= P(B)Z; = Q(B)e,
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hvor P og () udggr polynomierne i ovenstaende hhv. venstre- og hgjresides parentes. Denne omskrives
til:
Z; = P(B)"'Q(B)er,

hvor en Taylorraeekke omkring 0 kan approksimere P(B)~'Q(B) og give narmere information om
repraesentation af Z; ved P(B)~1Q(B):

00 ' [}
Zt = Z (CLZ‘BZ) &t = ZaiEt_i
=0

=0

Om denne approksimation virker afhaenger af konvergensen i » -7, a? < o0. Vi kan desveerre kun
kradse i overfladen, da meget af dette afheenger af teorien om komplekse funktioner. Forskningen in-
denfor dette omrade har fgrt til resultatet, at Taylorrackken for en ”paen” funktion er konvergent i en
skive omkring origo, hvis og kun hvis funktionen ikke har nogen singulariteter indenfor skiven. Med
antagelsen, at QQ og P ingen faellesrgdder har, vil alle singulariteter i Q/P eksistere praecis i P’s radder.
Hyvis alle disse rgdder findes udenfor enhedscirklen vil Taylorraekkens koefficienter opfylde konvergens-

kravet, repraesentationen virker og Z; er stationeer.

Hvis der findes singularitet indenfor enhedscirklen er koefficienterne ubegraensede, svarende til det
eksplosive tilfeelde af AR(1)-processen. Hvis der findes rgdder pa enhedscirklen vil processen ikke

vaere stationeer, men derimod udvise Random-Walk egenskaber ligesom tidligere beskrevet.

Dette vil dog ikke veere vores fokuspunkt, da malet i denne opgave er modellering af volatilitets-
processen. Vi ser da i det videre forlgb bort fra de begresensninger der findes i ARMA-processens

konvergenskrav.

8.2 Lokale volatilitetsmodeller

ARMA-modellen fungerer i modellering af f.eks. afkast i en tidsraekke, men passer darligt med volatili-
teten malt i finansielle data. Modellens mangelfuldhed i denne bestraebelse skyldes homoskedasticitet

i modellens volatilitet:
Zt = f (51,32, ey St—l) +€t

Volatiliteten er ikke tidsvarierende, hvilket strider mod mange observerede tidsserier for finansiel data.

Hvis vi introducerer heteroskedastisk (tidsvarierende) volatilitet tager modellen form:
Zt - f (Sla 527 cee 7St71) +o (517 525 ey Stfl) Et,

hvorledes stgjen ses influeret af den observerede tidsraekke i funktionen o(...). Dette leder op til

spgrgsmalet om hvorledes modelleringen af o(...) skal forega.
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8.2.1 ARCH

Den simpleste mulighed er auto-regressive-betingede-heteroskedastiske (ARCH) processer. I ARCH-
processer parametrises volatiliteten pa tidligere volatiliteter og en hvidstgjsproces, betragt f.eks. forsteordens
ARCH-processen:

at = 0t&¢
or=/w+ad? |, (w,a)>0,

hvor w udger interceptet i volatiliteten (et mal for den gennemsnitlige volatilitet) og o meengden
af autokorrelation i processen. Begge parametre, w og « skal veaere positive, da volatilitetsprocessen
er positiv. Her er &, ~ WN(0,1) eneste kilde til stokastik i ARCH-modellen. Processens 2. ordens

egenskaber ses:

74(0) = Viae] = Eloef] = w + aElai 1] = w + a7a(0)

11—«

Dvs. processen har positiv varians for 0 < a < 1 og betragtes i dette parameterinterval som stationger
(den er ogsa stationaer for & = 1 men har uendelig varians, hvilket ikke er brugbart i vores modelle-
ring). Autokorrelationen for denne er triviel, da p,(h) = 0,h # 0. ARCH-processen kan med denne
konstruktion forecastes med anvendelse af den betingede varians:

] 2

2
Via | a—1,a1—2,...] =w+ aa;_; = oj_;

ARCH-processens fremtidige betingede volatilitet forventes dermed at svare til den senest observerede
volatilitet, hvilket er seerdeles brugbart til forecasting af volatiliteter for det underliggende aktiv.

Volatiliteten for en ARCH-proces af hgjere orden (f.eks. orden p) kan ligesa betragtes ved:

8.2.2 GARCH

En af de urealistiske aspekter ved ARCH-modellen er, at overskydende volatilitet ofte viser sig i
korte udbrud, mens de i virkeligheden varer laengere. Den generaliserede ARCH (GARCH) model

tillader mere vedvarende volatilitet ved at fore volatiliteten tilbage i processen direkte i den udvidede
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model:

ar = Ot&t

p q
o=  |w+ Zajaf_j + Zﬁiﬁf_i, Vi,i: (w, a5, 8:) >0,
j=1 i=1

Med denne opstilling er det muligt at modellere klyngedannelse i volatilitetsprocessen (volatility cluste-
ring), dvs. persistente afvigelser fra langtidsniveauet over laeengere perioder. Finansiel data har iseer
tendens til klyngedannelse, hvorfor en generaliseret heteroskedastisk model fungerer bedre til at mo-

dellere disse egenskaber.

8.2.3 EGARCH

Fornaevnte klyngedannelse i volatiliteten er steerkt pavirket af retningen i den underliggende prisproces.
Dette finder sted, da prisprocesser dykker drastisk, men vokser langsomt. Negative afkast har derfor
stgrre indvirkning pa den realiserede volatilitet end tilsvarende positive afkast. GARCH-modellen er
blevet udsat for en raekke kritikpunkter, bl.a. at modellen ikke tager hgjde for denne asymmetriske
pavirkning af negative vs. positive afkast. Ligesad begresenses parametriseringen af kravet o, > 0
for ikke-negativ volatilitet. Intet dikterer specifikt et linezert udtryk for o2, dvs. udgangspunktet for
volatilitetsmodelleringen bgr veere at beskrive volatiliteten som funktion af tidligere observationer og

volatiliteter, med andre ord:

or = f({ar—i} ,{oe—i} [ 0), €Ny

hvor # udggr parametre anvendt i modellen.

Dette problem vil den eksponentielle GARCH udvidelse (EGARCH) tage hand om. Betragt variansen
i en GARCH(p,q)-proces:
P q
o =w+ ZajUtQ—jS%—j + Zﬁiatz—z‘
j=1 i=1

Denne kan reduceres ved rekursivt at substituere parametrene i modellen:

o0
2 _ Z 2 2
k=1
Dette sker pa samme made, som 1. ordens GARCH-processens varians o7 = w + ao?_je7 | + Bo? 4

kan reparametriseres ved:

o oo
02 =w* + po? 12, hvor w* :w—I—ZB", ¢:a25”
n=0

n=0
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P& denne made kan en af de tre parametre i GARCH-modellen udelades til fordel for en uendelig sum.

Parameterbegreensningen kan handteres ved at modellere log-volatiliteten:

o0
logor=a;+ Y Brg(erk), Pi=1, (8.1)

k=1
for en passende funktion g. Da log-volatiliteten logo; € R er malet for modelleringen, stilles ingen
krav om non-negativitet for parametrene i modellen. Funktionen g skal nu ggre det muligt at skabe

asymmetrisk pavirkning af prisfald /-stigninger, hvilket som udgangspunkt kan ggres ved:

g(et) = Ozt + 7y (lee| — Eflee]])

Pr. konstruktion er g en iid. stokastisk sekvens (antaget e, er steerk hvid stgj) med middelveerdi 0. De to

3
komponenter i g har begge middelvaerdi 0, og hvis fordelingen af ; er symmetrisk E [(‘ﬁ?) ] =0,

vil disse komponenter ligesa veere indbyrdes ortogonale /ukorrelerede. Heeldningen pa g-funktionen har

ligesa en speendende egenskab, da vi betragter

g'(er) =

0—v, —o0<eg<0
0+, 0<er <0

Dette udtryk for funktionen ¢ giver en assymetrisk pavirkning pa volatiliteten drevet af retningen
i den underliggende prisproces. Imidlertid star vi i ligning (8.1) stadig med en uendelig raekke af
parametre, hvad der umuligt lader sig estimere. Denne uendelige reckke kan dog repraesenteres pa
fplgende ARMA-form:

AR(q)

1+ 370 oL o)
MA(p)” "

log O'? = o4 + W‘Q(Et_l) =
i=1"1

Her udggr AR(q) og M A(p) hhv. en ¢’te ordens autoregressiv proces og en p’te ordens moving-average
proces. Med denne ARMA-repraesentation kan vi modellere log-volatiliteten i EGARCH-modellen

ved:

q P
logo} = w* + Zg(ét—j) + Z Bilog oy,
j=1 i=1

9(et—j) = ajer—j +v; (lee—j| — Ellee—;l]), for j € {1,...,q}

Det kraever nu kun en eksponentiel transformation af log-volatiliteten for at udlede EGARCH-modellens

volatilitetsmodellering.
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8.3 Exponentially Weighted Moving Average og dets \

En alternativ og vaesentlig simplere volatilitetsmodel er Ezponentially Weighted Moving Average (EW-
MA), som ligesom ARCH-processerne kan estimere fremtidig volatilitet ud fra historisk data. EWMA
er et specialtilfzelde af en forsteordens integreret GARCH-proces, IGARCH(1,1), hvori modelleringen
af volatilitet har udtrykket:

ay = Ot&¢
ol =w+tad | +pol,, wta+pf=1
hvor ¢, er en hvidstgjsproces. EWMA er det simplificerede specialtilfaelde af processen hvor w =0, 8 =

A og a =1 — X hvorledes volatiliteten modelleres ved:

Ay = OE¢
o7 = (1= Na; 4+ A7,
=07, P\ +(1— A)gg—l]

Variansprocessen er lineser i tidligere observerede veerdier for variansen men udsat for de chok der
fglger af hvidstgjsprocessen i a? ;. Den eksponentielle vaegt refererer til A, og hvorledes denne aftager
eksponentielt med lag i tidsserien. Variansen JtQ_ ;, Vil have veegten A i modelleringen af o?. Indflydel-

sen af denne pa en senere volatilitet er saledes eksponentielt aftaget for A\ < 1.

IGARCH(1,1), med w > 0 og w = 0, er analog til en Random Walk-proces hhv. med og uden
drift. Derfor er EWMA, hvor w = 0, en naturlig model for volatiliteten, safremt vi ikke forventer
driftkomponent i volatilitetsprocessen. Dette er dog vildledende ifglge Daniel Nelson, da variansen i
IGARCH(1,1) med w = 0 med sikkerhed kollapser og bevaeger sig mod 0, nar tiden graenser mod
uendelig”.

Det kan bemaerkes at EWMA-variansen, o7, er en martingal, da vi med itererede forventninger kan
udtrykke en fremtidig betinget varians ud fra det nuveerende variansniveau (ogsa betragtet i proces-
sens driftlgshed). Nar w > 0 bliver variansen i IGARCH(1,1) strengt stationger og ergodisk (ligesom i
mean-reversion sgger processen mod et langtidsniveau), og vil dermed ikke opfgre sig som en Random
Walk. Grunden til denne tendens, skal vi finde i modellens vedvarende chok. Der findes adskillige mal
for chokvedvarenhed i en stationeger stokastisk proces, f.eks. den numeriske forskel mellem procesveerdi-
en og langtidsniveauet eller sandsynligheden for at samme forskel er mindre end en given teerskelvaerdi.
For en given stokastisk proces fremstiller disse mal ikke altid samme konklusion om hvorvidt denne

besidder chokvedvarenhed. Dette er bl.a. arsag til, at de betingede momenter i modellen kan eksplo-

"Daniel B. Nelson (marts 1991): Conditional Heteroskedasticity in Asset Returns: A New Approach. Econometrica,
Vol. 59, nr. 2, marts 1991, s. 347-370
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dere i veerdi trods stationaritet.

Som for beskrevet kan det kvadrerede afkast, R? betragtes som den umiddelbare varians, hvorfor
vi ud fra disse derfor vil modellere variansen. Variansen i EWMA initialiseres her ved den historiske

varians af de n foregaende log-afkast:

n

1 —\2
o~ — ; (Ry—; — R) (8.2)

fOI'tZ k:(}%WMA’Hl :A6%WMA7t+(1—)\)R%, 0 < )\ < 1

hvor R er middelvaerdien af de n observerede log-afkast. Hvidstgjsprocessen er her udgaet pga. sub-
stitutionen R? = o7e?, hvorledes afkastet nu udggr stgjkilden i modellen. Alle varianser 6%y, At
udgor EWMA-modellens estimationer pa tid ¢ + 1 variansen. I ovenstaende ligning betragtes vaegten
A, og da denne angiver vaegten i processens tidligere veerdier (analog til autokorrelationen) spiller esti-
mationen af denne parameter en stor rolle i modellens approksimation af den realiserede volatilitet.

Ligesa er A\ afggrende for modellens tilpasningshastighed til sendrede forhold i det finansielle marked.

Vores estimation af A sker ud fra de to fejlstatistikker Root Mean Square Error (RMSE) og Heteroscedasticity-
adjusted Root Mean Square Error (HRMSE). Disse statistikker angiver pa hver sin form den kvadrerede
fejl mellem den estimerede og realiserede varians. Kvadreringen af gger store og reducerer sma estima-
tionsfejl. RMSE og HRMSE ligner i hgj grad hinanden, idet HRMSE blot er en udvidelse, som tager
hgjde for heteroskedasticitet (tidsvariation) i volatilitsprocessen. I disse fejlstatistikker anvendes det

forventede kvadrerede afkast som repraesentation for den realiserede varians:

1 n
oAt = — § R?,
n
=1

hvor n udger antallet af manedlige observationer da Bernard Bolles forsgg®, som vi tager udgangspunkt
i, tager udgangspunkt i manedlige varianser. Imidlertid kraever vores udgangspunkt en daglig rebalan-
cering, hvorfor vi gger frekvensen til at modellere daglige varianser. Dette giver os At =1 An =1, og
dermed:

2 _ P2
Ureal,t - Rt

Denne repraesentation af den realiserede varians anvendes som reference i de to fejlstatistikker:

N 9 1N o2 » 2
~ real,
RMSE = \| > (%00 = Fwarae) - HRMSE = |+~ (1 - >

5’2
t=1 t=1 EWMA,t

8Bernard Bollen (2015): What should the value of lambda be in the exponentially weighted moving average volatility
model?. Applied Economics, Vol. 47, nr. 8, 2015, s. 853-860
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hvor N betegner antallet af iterationer i vores estimerede data. Det optimale A findes ved minimering
af fejlstatistikkerne, hvilket leder til resultaterne:
‘ A Teststgrrelse

RMSE | 0.89687 0.17164
HRMSE | 0.98235 2.40379

Vores kalibrering af de optimale estimatorer tager udgangspunkt i N = 1277 observationer i dataperi-
oden 6. juli 2004 til 31. juli 2009. Her anvendes k£ = 109 observationer til at estimere startvariansen a,%
i ligning (8.2) og initialisere EWMA-modelleringen. I starten af dataperioden kraever dette naturligvis
datapunkter der er utilgaengelige, men under antagelse af konstant A ville en kalibrering med historisk

data udlede samme estimatorer.

Ovenstaende resultater viser, at vi skal veegte tidligere volatiliteter med A = 0.89687 og A = 0.98235
ifglge hhv. RMSE og HRMSE, da disse yder de laveste estimationsfejl af den realiserede volatilitet
baseret pa kvadrerede log-afkast. Vi vil senere analysere hvilke af disse estimater der yder de bedste

P&L-resultater.

9 Stokastisk Volatilitet - Heston

Som naevnt tidligere handles optioner med forskellige strikes og lgbetider til forskellige implicitte volati-
liteter. Hvorledes volatiliteten er forbundet til disse statiske optionsegenskaber opfanges i modeller med
stokastisk volatilitet. Dermed er stokastiske volatilitetsmodeller i stand til at replikere hele volatilitets-
fladen for et finansielt produkt. Vi tager udgangspunkt i Heston-modellen, hvor fslgende dynamikker

betragtes for hhv. det underliggende aktiv, volatiliteten og deres indbyrdes korrelation®:

dS; = pSidt + \/0r Sy dW,
dvy = k(0 —vy) dt + n\/ththP’z
AW AW ? = pdt

Prisprocessen S; for underliggende svarer i hgj grad til prisprocessen i Black-Scholes modellen. Imid-
lertid er parameteren for den konstante volatilitet skiftet ud med en stokastisk proces. Variansen v,

fglger en Cox-Ingersoll-Ross proces, som beskrevet i underafsnit 3.1.4.

I dette setup fglger pengemarkedskontoen By samme dynamik som tidligere beskrevet. Men i modsaet-
ning til Black-Scholes er der i dette tilfzelde to kilder af stokastik, hvorfor vi ikke lsengere er i stand til
hedge optionen udelukkende med Delta-hedging. Markedet er ligesa ikke komplet i Heston-modellen,
hvorfor vi betragter adskillige martingalmal, og finder os i dilemmaet, om hvilket martingalmal vi bgr

anvende.

9Steven L. Heston (1993): A Closed-Form Solution for Options with Stochastic Volatility with Applications to Bond
and Currency Options. The Review of Financial Studies, Vol. 6, nr. 2, 1993, s. 327-343
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9.1 Den generelle PDE under stokastisk volatilitet

Med udgangspunkt i en generel klasse af stokastiske volatilitetsmodeller som beskrevet i Gatherall?,
opstilles folgende stokastiske differentialligning (SDE) for hhv. det underliggende aktiv, variansproces-

sen og korrelationsstrukturen mellem disse:

dSt = ,LLtStdt + \/UitStth(Pyl)
dvy = (S, v, t)dt + nB(S, e, t)\/Ftth(RZ)
dawFVaw B = pat

Her er p; den deterministiske gjeblikkelige drift i det underliggende aktivs afkast, n er volatilitet i vari-
ansprocessen, ofte kaldet vol-at-vol, og p er korrelationskoefficienten mellem det underliggende aktivs
afkast og eendringen i variansen. Risikokilderne th(P’l) og th(P’2) er brownske bevagelser ligesom

tidligere.

Det ses at vores stokastiske proces for det underliggende aktiv svarer til processen i Black og Scholes,
men med volatilitetskoefficienten skiftet ud med den stokastiske volatilitet. Dette sikrer, at vi ender
ud med den standardiserede version af Black-Scholes formel med en tidsathaengig volatilitet, hvilket

ogsa er frembragt i greensen 1 — 0. I greensen for vol-at-vol betragtes SDEs:

dSt = ,U,tStdt + \/’ITtStth(]P}’l)
d’Ut = CY(St, Ut, t)dt,

hvorledes variansprocessen er deterministisk og ikke eksponeret mod risikokilden th(P’l). Den stokasti-

ske proces for variansen er meget generel, da vi ikke antager noget om funktionsformler for a(-) og 5(-).

I Black-Scholes modellen eksisterer kun en risikokilde i veerdiudviklingen for optionen, nemlig sto-
kastikken knyttet til det underliggende aktiv, som vi tidligere har vist kan afdeekkes med en dynamisk
rebalanceret position i det underliggende aktiv. I denne model med stokastisk volatilitet eksisterer
der 2 risikokilder, én i prisprocessen for det underliggende aktiv og én i variansprocessen. En risikofri

portefglje kreever derfor afdeekning af begge disse risikokilder.

For at gge overskueligheden i fglgende udledning har vi fjernet indeks fra v og S og argumenterne
i hhv. a og B funktionen. Vi definerer nu et nyt derivat Vi, som afhsenger af variansprocessen v; og
prisprocessen S;. Hedgeportefgljen skal indeholde optionen vi sgger at prissette V = V(S,v,t), posi-
tionen A i det underliggende aktiv S og positionen A; i det nye derivat V. Vi agter at kgbe optionen
V, selge A af det underliggende aktiv og seelge A; af derivatet V7, hvorledes hedgeportefgljen har

10Jim Gatheral (2006): The Volatility Surface - A Practitioner’s Guide, John Wiley & Sons, Inc.
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veerdien:

M=V -AS— AW (9.1)

Veerdisendringen i hedgeportefgljen er givet ved:
dll =dV — AdS — A1dV;

Veerdiudviklingen i optionen V' og derivatet V; kan ved Itos formel udledes til:

LV Ve OV PV OV, Y
v o o 2 Vi O W,
dVi = okt + S adS + St + S (dS)” + g (dv)? + SeadSdv

Ligesom for kan vi med udgangspunkt i de infinitesimale tilveekster i tid og risikokilden dt? =

2 2
(th(“”’”) = (de”’z)) = dt, dtdw "V = ataw P = 0 og aWFVaW D = pdt swtte veerdiud-
viklingen for optionen V' og derivatet V7 ind i ligning (9.1), hvilket frembringer:

2 2
dH_<8V+1528V+ pvBS oV 1252 )

ot 052 aSov
+ (g‘g Alaa‘;l A) ds
+ <?3‘: — AI%VI> dv

For at ggre denne portefslje gjeblikkelig risikofri veelges A og A; til eliminering af risikokilderne i hhv.
dS og dv. Dette kraever fglgende opfyldt:

ov. o ov. Vi
95 Migg A0 T hig =0
dsS dv

Hvor det skal forstas, at forste lighed eliminerer risikokilden i dS og anden lighed risikokilden i dwv.

Disse ligheder opfyldes med positionerne:

A _ By A 5oV
o ~ oS oS
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Med de udledte udtryk for afdsekningspositionerne A og A; betragtes nu veerdiudviklingen i hed-
geportefpljen:

ot 052 0Sov
A (Wl 22Tl pps D L0 Vl)dt

2 2
dH:<6V 1 528V+ mﬁsav +1 2932 V>dt

o T3V G5z TPBS555,

I og med portefgljen er risikofri, skal forrentningen pa portefgljen svare til forrentningen pa det risikofrie

aktiv (pengemarkedskontoen B;) for at udelukke arbitragemuligheder. Dette kraever dermed:

ov. 1 0’V 0%V 1 0%V
_ 2 “n2uB?
dIl <8t vS 85‘2 + 771)55 5590 + vf3 )dt

A1<at SUS% Sy + IS Sen s+ NP ) dt

=r(V — AS — A Vi)dt

Alle led afthenger af dt, hvorfor denne kan divideres ud. Med de fundne udtryk for A og A indsat i

ligningen ses:

1 2 2 1
(av 7U520V+pmﬁsav 2526{/)

ot 55 o500 " 2"

ov 2

W 1 0% 5V, aV1
ov - 2 2 2
%(&U”S a57 1S gy T )

ov I o, o
=r(V -5 -2 =1 )
oS % oS 3V1
Alle led, der afhzenger af V', kan nu separeres og flyttes over pa venstre side, og vice versa alle med

Vi-led pa hgjre side, hvorledes ligningen tager formen:

1 2 2 1
(av L0V | nvﬁSav + 57 2 528 V)— 1V s

ot 552 5590 95
G Vi vy, Gn (DAL Vi 0*Vi 12 28v1
Bvl 95° " "m Vit o\ or 2 vS G5z TS s, vB

daV

Ved sa at dividere me pa begge sider, ender vi ud med at fa:

Gr + 50S°Ggr + pvBS e + svB* G —rV + g5 S
v

v
oV 8V1 2 2 Vi 62V1 2 §2 V1
_ r53S — i+ G+ 5uS Gt + pmuBS gy + an*vBG
o (e %
ov

Side 47 af 131
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Vestre side afhsenger kun af V', og hgjre side afhsenger kun af Vi, dvs. brgken kan opstilles for en
vilkarlig option pa det underliggende aktiv S. Dette kan kun lade sig ggre hvis hele brgken kan skrives

som funktion af udelukkende S, v og ¢, hvorledes vi lader hgjre side tage denne form:

ov | 282V 29 v
vS oV + pmuBS 2 2pB2 Y —TV-l—?“ S
ot a5 asagv 8’0 f(S, v, t)
ov

Dernzest kan vi gange med 2 8U og laegge f(S,v t) til pa begge sider, hvorledes vi ender ud med
Heston PDE’en:

v, 1 5232v v 1 . Bgav oV oV
ot " 52

+77v65 5550 — —rV+r ﬁs—l—f(Svt)a =0

Det eneste vi mangler at finde ud af er et eksplicit udtryk for funktionen f(S,v,t). Gatheral angiver
selv denne ved f(S,v,t) = (o —~S+/v), hvor 7 ogsa er en funktion af S, v og t. Denne funktion reprae-
senterer markedsprisen pa volatilitetsrisiko, og er ligesom f uafheengig af optionen. Heston anvender

selv funktionen

f(S,v,t) = k(0 — vy),

hvilket vi ogsa vil tage udgangspunkt i for vores videre arbejde i Heston-modellen. I og med vi agter
at analysere Heston-modellens afdackningspraestation i under det risikoneutrale sandsynlighedsmal, er
vi ikke interesserede i at prissaette volatilitetsrisiko, derfor er funktionen f(.S,v,t) uinteressant i vores
undersggelser. Fglgende afsnit beskriver overgangen fra det fysiske P-mal til det risikoneutrale (Q-mal

(den risikofrie verden).

9.2 Heston i den risikofrie verden

Der er forskellige mader at beskrive overgangen til den risikofrie verden i Heston-modellen. Hvis vi

antager dividenderaten ¢; = 0 betragtes fglgende risikofyldte dynamikker i Heston-modellen

dS; = puSidt + /v SrdWy ! (9.2)
dvy = K <0P - vt) dt + 77\/1)76[1/[/'3»’2 (9.3)
AW W2 = pdt, (9.4)

hvor P angiver det risikofyldte sandsynlighedsmal. Vi gnsker en overgang til de risikofrie stokastiske
veerdiudviklinger, hvori [, [d—sf] = rdt. Ved anvendelse af Girsanov’s sztning og tilpassede valg for

de risikofrie parametre beskrevet i fglgende afsnit, overgar vi til det risikofrie sandsynlighedsmal Q
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hvorledes:

dS; = rSidt + \/0rS;dW "
dv; = K2 (HQ — vt> dt + nﬂthQ’Q

W2t aw2? = pdt

KFor

Hvor ﬁQ:nP—i-’yogHQ:m

. Her er v en parameter forbundet med prisen pa volatilitetsrisiko.

Nar vi skal kalibrere Heston, kan vi altsa kalibrere den direkte i den risikofrie verden. k2 og 6%
kan estimeres direkte, dermed behgver vi ikke at beskeeftige os med parameteren v under Q-mal (i
overgangen fra P til Q er den dog ikke betydningslgs). Desveerre kraeves et marked for kontrakter
relateret til variansprocessen v; for at kunne afdaekke volatilitetsrisikoen. Den risikofrie prisssetning
er betinget af antagelsen om perfekt afdeekning, hvilket ikke er muligt uden afdasckning af risikokil-
den i variansprocessen. Safremt dette marked ikke eksisterer ma vi anvende risikofyldt prisssetning,
som kraever anvendelse af andre modeller og hypoteser i estimation af en passende risikoprsemie samt

kendskab til fordelingen for risikopreemien.

Fglgende viser overgangen fra den risikofyldte- til den risikofrie verden. Prisproces for det underlig-

gende aktiv i ligning (9.2) er med diskontering et martingal under P-malet. Overgang til den risikofrie

dynamik kraever et tilsvarende martingalmal, som giver prisprocessen ds—stt driften rdt. Dette muligggres

ved et skift i sandsynlighedsmal ved anvendelse af Girsanovs szetning. Vi definerer i den sammenhaeng

den Radon-Nikodym afledte:
dQ

ap| =M

t

Her er M; et eksponentielt martingalmal (EMM) pa formen!?:

T 1 T T 1 T
M, :exp{/ CodWEH! — 2/ cgds+/ Ddef72—2/ ngs}
t t t t

Dette EMM er ligesa lgsning til den stokastiske differentialligning;:

dM,
S = CldW," 4 DdWy?, My =1,
t

Konstruktionen af EMM’et M; muligggr, at forventningen til en stokastisk proces Z; under sandsyn-

lighedsmalet Q kan overga til sandsynlighedsmaélet IP:

EP (2] = Ef [M; Z]

"Ricardo Criséstomo (december 2014): An Analysis of the Heston Stochastic Volatility Model: Implementation and
Calibration using Matlab, Comisi éon Nacional del Mercado de Valores, nr. 58
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Derfor hvis vi betragter forventningen af det infinitesimale trin:

M, + dM, dM
E2 [dz,] = EF [t}\zt’fdzt] —EF Kl + M:) dZt]

— EP [dZ,] + EP [(CtdWF 14 D AW ’2) dZt}

Ovenstaende udtryk beskriver den Q-forventede veerdi af dZ; ud fra 2 P-forventede komponenter. Vi

kan pa samme vis udlede hhv. drift og volatilitet for prisprocessen ds—st under sandsynlighedsmaélet
t

ds ds ds
EQ [t] —E [St] +Ef [(CtdWF’l + Dydw;?) st}
t t
= Ef |pdt + VoaW | + B [(Cawy ™ + Daw ) (pdt + oraw, )|
— EP [udt] + EF [\/vjdwf’l} +EP [MC’tthp’ldt] +E? [ththP ’th}
2

+EF [C’t\/@ (thP’l) ] +EP [DtthP’z\/FtdWF’l]
= pdt + 0 + 0 + 0 + Cy\/vydt + Dy\/vgpdt
= (u+ Ci\/vi + DeJuep) dit

ds;\* 2 (dSy\?

et (c*tdWF 1y DtdWP’Z) !

St

Sy
— P [vt (thP’1>2]

= ?}tdt

=EP + EF

I ovenstaende udvidelse af dS—S;t anvendes vores kendskab til fordelingen N(0,+/t) og korrelationen
E [thP’lthP’z} = pdt. Ligesd anvendes tidligere opstillede regler for de infinitesimale sendringer,
for en vilkarlig brownsk beveegelse, dW} dt = 0, (dt)? = 0, (dW}F)? = dt og E [dW;] = 0.
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P4 samme made udledes drift og volatilitetsprocessen for dv; under Q-malet til:
E? [dv] = EP [du,] + EF [(Ctde’ 14 Dy Wy ’2) dvt]
— EP |:/<;P (eﬂ” - vt) dt] +EP [(Ctdwf”l + DtthP’2> (HP (QP - vt) dt + 0/ dWF 2)}
= kP (67 — v dt + B [ny/oiCodW, aw?] + B [n\/ijt (aw? 72)2]
= (NP (GIP’ - vt> + ny/0:Cep + n\/FtDt) dt
B9 [(002] =7 | (14 Qw4 Daw? )" (o (6 = ) e+ a2
—EP {n%t (dWE” 72)2]

= nvdt

Funktionerne i EMM’et M; kan nu veelges saledes at overgangen til det risikofrie Q-mal udelukker

arbitrage. Vi gnsker derfor fglgende opfyldt:

St
W=
C Dy = —
— (4 ply T
E? [dvy] = (HP <9P—vt> —'yvt) dt
= PCt+Dt——/y\gv7,

hvor « som neevnt fgr er en parameter i prisen pa volatilitetsrisiko. Med disse egenskaber kraevet for
funktionerne Cy og Dy i EMM’et og Girsanovs multidimensionelle sztning udledes fglgende BM under
Q-mal:

W=

vVt
(%

W2 P2 Vft

Wt = w4 t
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Det er nu muligt at opstille overgangen fra den risikofyldte- til den risikofrie verden ved substitution
af ovenstaende i de risikofyldte BM’er (VVtIFD ! WtP’Q) hvorledes:

dS; = pSidt + \/0rS;dW,

= puSidt + /0;S;d <Wt 1 “"“t)

o
i
= uSidt + S dw @ — s, E N

= rSidt + /0 S, dW
dvy = ¥ <0P - ’Ut) dt 4 ny/oidW;

KP (eﬂ” - ut) dt + nv/oid <WtQ’2 - “f%)

— xP (9]1" - vt) dt + /o dWe? — n\/vj’y\fdt

= </€P9P — kP, — ’yvt> dt + 77\/117011/1/,5@’2

xPoF
KP4y

Med notationen k2 = kP + v og #Q = kan processen for dv; reduceres til:
dvy = k9 (09 — v;) dt + ny/v,dW, 2

Nu mangler kun en begraensning pa korrelationen. Under det risikofyldte mal ses dWED ’1thP’2 = pdt,
hvilket svarer til kravet E; [thP ’1thP’2} = pdt, som bliver opfyldt ved:

[ P,1 P2
pdt = By [ AW, aw, }
_ g, |d (WQ’I _kETT Tt) d (WQ’2 - 7\/17%))
! NG ! 7

=B, [aw?taw ],

hvor vi igen bruger reglerne for de infinitesimale proceszendringer dW;dt = 0, (dt)? = 0 og E [dW;]. Vi

betragter i ovenstaende samme forventede korrelation under det risikoneutrale- og risikofyldte mal.

Dette udger overgangen til den risikofrie verden, hvorledes vi betragter de for opstillede risikofrie

Q-dynamikker:

dSy = rSydt + /v; S dW 2! (9.5)
dv, = <@ (9@ - vt> dt + 1/ dWE? (9.6)
AW aw2? = pdt (9.7)
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Selvom denne gennemgang viser overgangen mellem Q- og P-maélet, beskriver Heston overgangen pa
anden vis i sit originale papir. Vi vil i fglgende afsnit saledes beskrive Hestons udledning af prisen pa

en call-option, hvor resultat der fglger frembringes bade ved P- eller Q-mal.

9.3 Opstilling af Hestons PDE

Med udgangspunkt i ovenstaende ligning (9.5), (9.6) og (9.7) opstilles Heston modellens PDE:

Ot 05?

OV 1 0*V 0’V 1 4, 0*V ov ov
el S v +r—=S+ KO —v)—— -1V =0 9.8

TS sy T o Vg T gt TRl vy mrv=00 0 (98)

hvor det ses at Q-notationen er udeladt fra parametrene x og 6 og risikokilderne Wt(l) og Wt(z). Denne
PDE opstilles pa baggrund af et aktiv V' (S, v,t), som athzenger af de 2 stokastiske processer dS og dv.
Med anvendelse af Itoos formel for flerdimensionelle processer betragets fglgende veerdiudvikling for

aktivet V(S,v,1):

ov ov ov 10%V o?Vv 0?2V
av = —atdt —8Sd5'+7a dv +2652(d5) 50 — 5 (dv v)? + 5500 dSdv
ov ov ov 10%V o*V o0*V
= Edt—i_ XS Stdt+ %K} (0 Ut) dt + = 9 852 UtSth-i- v 5 O'tQUt—i- 9S9v p’UtStO'tdt

av
—S\/EStth(l) + o/ W

I den risikoneutrale verden skal afkastet pa aktivet V svare til afkastet pa en risikofri investering,
hvorledes der ma gelde:
EQ [dV] = rVdt

Da forventningen til udviklingen i en stokastisk proces svarer til driftleddet med denne risikoneutrale
drift frembringes den risikoneutrale PDE svarende til ligning (9.8):
8V 1 , 02V o’V 1 2, 0*V oV oV

E S8S2 on S858 +—77 o T%S—FH(@—W)%:TV,

Som alle S;- og vi-athsengige aktiver skal opfylde.

Lgsningen af denne 2. ordens partielle differentialligning kreever anvendelse af forskellige numeriske
lgsningsmetoder f.eks. Monte-Carlo simulation. Heston Igste i 1993, med numerisk lgsningsteknik, for
optionsprisen med denne opstillede model. Dette har efterfolgende faet flere udvidelser, hvor vi vil

tage udgangspunkt i LiptonRisks Igsningsmetode.

9.4 Karakteristiske funktioner

Optionsprisen afhsenger ligesom tidligere af sandsynligheden for at optionen udlgber I'TM. Dette
kraever kendskab til fordelingen af terminalveerdien S7, som ligesa indgar i randbetingelsen ®(S7) =

(St — K )+. Safremt fordelingen kendes, er ITM-sandsynligheden uproblematisk at udregne. Mang-
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lende kendskab til denne fordeling kan dog handteres ved anvendelse af karakteristiske funktioner, da

disse har et én-til-én forhold med fordelingen af en stokastisk variabel.

Lad Y veere en stokastisk variabel for hvilken vi ikke kender fordelingen. Den karakteristiske funktion

for denne variabel er givet ved Fouriertransformationen:

o0
fO =[] = [ cig)ay,
—00
hvor i € C er et komplekst tal, og hvor ¢ € R og 1 (+) er teetheden for Y. Med en invers Fouriertrans-

formation kan taetheden for Y udledes som funktion af den karakteristiske funktion f(¢):
L[ ;
v =5 [ Fe)e s
™ —0o0

Lad nu Y veere normalfordelt Y ~ N (,u, 02). Da Y er normalfordelt kendes den karakteristiske funktion
ved:
£(9) = i’

Med denne karakteristiske funktion kan tesetheden for Y udledes ved den inverse Fouriertransforma-

tion:

T om
1 _y=w?
202

pry e y
oV 2w

hvilket preaecis svarer til teetheden i normalfordelingen. I Black-Scholes har log-prisen x7 = log St

1 oo 142 2 -
0 (y) / elon—59°0 6*%¢>yd¢
—0oQ

fordelingen xp ~ N (azt + (r — %02) T, 027') hvor 7 = T —t. Dermed er den karakteristiske funktion for

log-prisen x7 i Black-Scholes modellen:

F(9) = cidmtio(r—3o)r—pugios

Heston antager, at den karakteristiske funktion for terminalvaerdien St tager lignende form. Specifikt
forventes den karakteristiske funktion at veere eksponentielt affin i log-prisens initielle veerdi x;. Affi-
nitet i z; angiver linearitet i z;, som ikke krydser origo (hvor eksponentiel affinitet saledes beskriver

affinitet i eksponenten).
Affinitet i en stokastisk proces konkluderes, nar dennes drift- og infinitesimale diffusionskoefficien-

ter i processen er affine funktioner. I Heston-modellen er drift og diffusion for bade variansprocessen

vy og log-prisprocessen x; affine funktioner, hvorfor det vil veere naturligt at opstille den karakteristiske
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pa folgende eksponentielt affine form:

f (¢) = eC(T7¢)+D(Tv¢)Ut+i¢xt’

hvor C(7, ¢) og D(7,¢) udggr deterministiske funktioner. Optionsprisen udledes i fglgende afsnit med

udgangspunkt i denne karakteristiske funktion.

9.5 Udledning af Optionsprisen

Optionsprisen opstilles med udgangspunkt i den fgrudledte risikoneutrale dynamik ligning (9.5), (9.6)
og (9.7) og den risikoneutrale PDE i ligning (9.8). Prisen pa en europaeisk call-option V;(S, vt,t)
med strike K og udlgb T kan som fgr udledes med randbetingelsen ®(S7) = (S — K)T. I analog til

Black-Scholes kan tid t optionsveerdien angives pa formen:
‘/t (S>U’T) = Stpl (S>U>T> - Ke_T(T_t)P2 (S7U7T) ’

hvor P (S,v,T) og P (S,v,T) udger 2 arbitreere sandsynligheder for hhv. optionens ITM-udfald, og
hvorvidt vi gnsker at strike ved udlgb. Disse sandsynligheder er pa nuveerende tidspunkt ukendte,
hvorfor vi sgger kendskab til fordelingen af Sr. I Black-Scholes modellen ville dette vaere simpelt, da
fordelingen af St kan pavises at veere lognormalfordelt, men dette er ikke ngdvendigvis tilfaeldet i

Heston, da St afhenger af vyp.

Optionsveerdien kan adskilles i 2 contingent claims hhv. SpP; (S,v,T) og Ke "I~V Py (S,v,T). Forste
claim er en fordring, som udbetaler St ved udlgb safremt terminalveerdien overstiger strike K. Det

"(T=t) putidsveerdien af strikeprisen, ogsa safremt S > K. Sidst-

andet claim er en fordring pa Ke™
nzevnte claim svarer til en digitaloption, hvilket er et derivat med en fast udbetaling safremt en given
betingelse overholdes ved udlgb. Her udggr P; (S,v,T) og P> (S,v,T) sandsynligheden for at betin-

gelsen i disse claims overholdes (under hhv. sandsynlighedsmal S og Q).

I udledning af disse sandsynligheder er det praktisk at anvende log-prisen x; = log Sy, hvor vi med

Itos formel kan udlede log-prisdynamikken:

Oxy 0xy 0%z, 2
= —dt + —dS; + —= (dS

1
= <7“ — 2Ut> dt + \/'(Ttth(l)

da:t

Prisen for call optionen kan omskrives til fglgende funktion af log-prisen x:

Vi(z,v,t) =" P — Ke "T=Yp,,
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hvor de 2 contingent claims da udggr hhv. V) = e*P; og Vo = K e*T(T*t)Pg. Da det er den fremtidige
veaerdi af optionen, som der er relevant, vil det vaere vaesentlig nemmere at udtrykke PDE’en i den
resterende lgbetid 7 = T — t fremfor kalendertid ¢ - hvorledes det partielle differentiale %—‘; = —%—‘T/.
Ligesa kan de senere udtryk forenkles ved anvendelse af log-prisen z i stedet for S, hvorledes vi
betragter PDE’en:

or ") e T Ny T2V 0.2

1 2v(92—v+ v62v =rV
2T V02 TP a0

Begge contingent claims skal opfylde denne PDE. Vi betragter derfor de afledte for claimet Vi:

)% oP 0*V; opr,  9?P
oy 0P v L0*P

v v vz~ 92

o 0P 0*Vy . (0P 0*P

ar ~ C or dvdr  © <8v * 81}8&5)

Med disse afledte substitueret i PDE’en kan e® divideres ud i alle led, hvorledes:

oP 1 OP, or, 1 oP, 02P
—1+(r—v> <P1+1)4—[/1(9—0)]14-1)(]31—1-214- 1)

or 2 Ox ov 2 Ox Ox?
1, 0°P o~ 8°P
- -1 — rP,
+2"”av2 e ov +8083: i
¥
oP, 1\ 0P oP, 1 0°P 1, O*P o’pP
“or T <’"+ 2”) gp TO R =l FE S T T g, =0

Sandsynligheden P; skal opfylde denne PDE. Samme gvelse udfgres for det andet contingent claim V5,
hvilket udleder en tilsvarende PDE, som sandsynligheden P, skal opfylde:
0Py o~ 1, 0°P, 0Py

9 — J— — =
Ox? + 16 — ] ov + 2T Vo2 +pm)<9v(9m 0

1
—W‘F —5’0 7-}-51)

6P2 1 aPZ
ox

Disse to PDFE’er, ligner hinanden utrolig meget. Den eneste umiddelbare forskel er fortegnet pa %v

i parentesen i 2. led. Det er nu praktisk at samle begge disse PDE’er i en generel PDE for begge

sandsynligheder:
oP; oP; 1 9°P; or; 1, 0°P; 0% Pp; ,
- ) — + = —bjv) — + = = 1,2 .
or +(r+uv) Ox +QU Ox2 +(a—bjv) Ov +277 o902 +pm}8v8:ﬂ 0, je{l2} (9.9)
N L
U1—2, Uz = 2) a = KU, 1=K PN, 2 =K
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P; er som tidligere naevnt et udtryk for hhv. ITM-sandsynligheden og sandsynligheden for at strike

givet veerdien af x; og vy pa tidspunkt ¢:
Pj (z,v,T;log K) =P (zp > log(K) | z = z,v; = v)

Der er ingen umiddelbare lgsninger for disse sandsynligheder pa lukket form. Imidlertid kan vi med
anvendelse af de karakteristiske funktioner for hhv. P og P», som opfylder samme PDE i ligning (9.9)

under randbetingelsen f(z7; ) = €/*7, udlede lukkede lgsninger for sandsynlighederne.

Som naevnt i afsnit 9.4, sa tager vi udgangspunkt i den karakteristiske funktion:
fi(®) = eCj(Tv¢)+Dj(T,¢)vt+i¢wt7 je{1,2}

med de deterministiske men ukendte funktioner C;(7, ¢) og D;(7, ¢). Med randbetingelsen f(x7;¢) =

e'*T ma der geelde:
Cj(0;0) =0 og D;(0;¢) =0

Da forholdet mellem den karakteristiske funktion og tsethedsfunktionen for en stokastisk variabel er

entydigt, betyder det at ligning (9.9), kan skrives med den karakteristiske funktion:

of; NOfi L P NOfi 1y 02 Pl
5 + (r + u;v) 5 + 5 a2 + (a — b;v) ER + 5 V503 +pm)(%8x =0, je{1,2} (9.10)
B S
’U,1—2, U = 9’ a = KU, 1=K —=p1, 2 =K

De partielle afledte i denne ligning kan med udtrykket for den karakteristiske funktion udledes til:

i _ st Ofi _2y2p
or i0; oz Ot
of; 0?V:

a0~ P 0z = D*fi
af; (dC .~ 9D\ , o2 .
or - (aT * ”taT) Ji duax — Pl

Hvor argumenterne til C;(7;¢) og D;(7;¢) er udeladt af hensyn til overskueligheden. Alle led inde-
holder f;, dvs. dette kan indseettes i ligning (9.10), og f; kan reduceres ud hvorledes:

D 1 1
— <g€ + vt%T> + (r + ujv)i¢p + §vi2¢2 + (a —bjv) D + §n2vD2 + pnuigD =0, j € {1,2}

Alle led med og uden v; kan samles for et simplere udtryk:

oD 1 ., 1, ) . oc . _
< 57 Qéb +§77D + pnidpD + ujiop — bjD | vy E"’TW-FQD_O
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Da dette skal veere 0 for alle veerdier af v;, ma koefficienten til v; have vaerdien 0. Ligesa ma summen

af de andre led der ikke hgrer til v; veere lig 0, hvorledes PDE’en kan deles op i ligningssystemet:

oD e 1 2 g 1 212
oC .
9 = ri¢ + aD, (9.12)

kaldet Riccati-ligningssystemet. Lgsningen til dette ligningssystem udledes i fglgende afsnit.

9.5.1 Lgsning til den partielle differentialligning, del 1

Vi lgser forst differentialligningen for D, da denne er uathasengig af C'. Forst forkortes koefficienterne:

dD
— =a+ 3D + cD? (9.13)
dr
. 1 , 1
azu]-2¢—§¢2, B = pni¢ — by, 625772

Problemet i denne differentialligning ligger hovedsageligt i det kvadrerede led. Med transformationen

log y kan denne reduceres:

D__}dlogy_ 1 dy
¢ dr  cydr

dD 1 d% 1dyd<1>

dr — cydr?  cdrdr \y
_ L&y 1y’
 eydr?  oey? \dr

Sammenszettes dette med udtrykket i ligning (9.13) ses:

1 d%y 1 [dy 2 1 dy 1 dy 2
_cyd7'2+cy2<d7'> _a+6<_cyd7>+c<_cyd7)
dy  dy
_ —0
dr? BdT tacy

Dette er en ordinger 2. ordens differentialligning, for hvilken rgdderne ved den karakteristiske funktion

yder en lgsning:

++/B%2 -4 +
0=XN-BA+ac, — rizﬁ 62 ac:62d

Med ovenstaende rgdder kan lgsningen til y opstilles:
y=Cre™7 4 Coe’ 7,

hvor C; og Cy udggr arbitreere konstanter. Men vi er ikke interesserede i y, men derimod D hvilken

vi finder ved:
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d

9 _ Cirye™T 4+ Cor_e™ 7

dr

o Ldy_ 1CmeT G
cy dr c Cie™+7 + Cyem—7
1 C37’+€dT +r_ Cl
=, CS = —

c Czedm +1 Cy

Vi kan nu med randbetingelsen D(0, ¢) = 0 bestemme konstanten C3 og udlede lgsningen til funktio-

nen:
1037"++7“_
D0,¢) = ——————
(0,¢) c C3+1
Cy= ——=
T+
1—T—‘r+ed7—|—7“
e D , = —— T+ _
(7, ¢) ¢ —elm41
_ o 1-em _r-
¢ 1—ged’ 9= Ty

Med koefficienterne «, 8 og ¢ skrevet ud bliver diskriminanten saledes:

dj = \/(pm¢ —b;)* -4 <Uji¢ - ;;52) %nQ = \/(pm‘¢ = ;)" = (2uji¢ — ¢*) n?,

Denne ses at variere ud fra hvilken af de to differentialligninger vi lgser for. Vi giver den derfor fodtegn
j. Med denne bemeerkning opnar vi resultatet, som svarer til Hestons oprindelige udtryk:

X d;t
5T 1—e%

D(Tv ¢) =

21— gjedi™’

hvor r;,_ = %bj_dj. Med denne lgsning kan vi i efterfelgende afsnit ga i gang med at finde

C(r;9).
9.5.2 Lgsning til den partielle differentialligning, del 2

Med lgsningen til D(7, ¢) er det nu muligt ogsa at finde en lgsning til C(7, ¢). Vi kan med differenti-
alligningen i (9.12) flytte rundt og integrere over restlgbetiden:

dC = rigaD(T, ¢)dr
/0 dC(t,6) = /O riodt + o /0 D(t, 6)dt

C(r,6) = C(0,0) + rier +a / "Dt bt
0

d. b: —i T 11— djt
=TrigT + o i T - an¢/ ‘ At
n 0o 1—gje%
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Integralet kan forenkles ved et variabelskift y = e%?, hvor vi ser dy = editdjdt = yd;dt. Med dette skift
skal vi ogsa redefinere integralgreenserne, dat =0 = y=1,t =7 = y = e%". Dermed:

T _d e%iT _
/ 1— e dr—/ 1 a1
o 1—gjedit %yw
/ Tl—yl
- dy
1—-gyy
-y 1

—g,yy Som sum af 2 brgker med ukendte tellere og forenkle:

l-y 1 D E

l—giyy 1—gy vy
= 1-y=Dy+E(l—-gjy)=E+(D—-gjE)y

Vi kan betragte mtegranden

For at dette skal vaere opfyldt ma det geelde at:

E=1, D=gj—1
1-y 1 g—1 1

l-—giyy 1—gy vy

Dette kan vi prgve at integrere:

edjT 1 _ y 1 edjT g edjT 1
/ —dy = / d + / —dy
1 1—gjyy 1 1*%y 1 Y

1 _ g ed]T edjT 1
=2 / ——dy +/ —dy
95 N1 l—wy 1Y
d;T d;T
1— gj e e
=0 [ o1 - g+ [ dllosy)
gj 1 1
1 _ g] d;T d;T

. eJ e’J
=——%{bgﬂ—gwﬂl +[bgﬂ1

1—g; 1—gjedi™
= 9i log ( 93¢ ) + djT
9 ]

Med dette har vi lgsningen til C(7, ¢), hvilken vi kan reducere og ende med samme oprindelige udtryk

som Heston:

1— g.e®™
C(r,¢) =irgr + % ((dj +b; —ipne) T — 2log (1 g]; ’ >>
-9
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9.5.3 Invertering af den karakteristiske funktion

Da vi nu har fundet de to ukendte funktioner C(7;¢) og D(7;¢), har vi altsa lgsningen til den
karakteristiske funktion:

Fi(@) = eSrOtLiotion e (1,2},

. _bj—pnig+d; [ 1—ehT
D] (7—7 ¢) - ?72 1 — gjedjT
1_ ) djT
Cilr,¢) = irgr + <5 ((dj + b —ipne) T — 2log (W»
il 1—g;
Hvor:
bj — pnid + d; : 5 :
9 =7 —————  dj =\/(mio = b;)" — (2uyi¢ — ¢*) n?
J bJ—P772¢—d3 J \/( _]) ( ol )
% ifj=1 k—pn ifj=1
a:/ﬁ}e, ’LL]: , b]:
=2 . 2

Med den karakteristiske funktion udledt kan vi med én-til-én forholdet mellem denne og tasthedsfunk-

tionen udlede sandsynlighederne P; og P». Specifikt kan fglgende eksplicitte udtryk for sandsynlighe-

derne udledes med den inverse Fouriertransformation!2:

1 1 o0 —1plog K ¢ : ,T’
Pa‘<x,v,T;ln[K1>:2+W/o Re { f;quv 9)

dg,

hvor Re || udggr realdelen af - (i modssetning til den imagineere del givet i Im[-]). Dette yder alle
ngdvendige informationer for at udlede optionsprisen i Heston-modellen. Det uendelige numeriske

integrale er problematisk i praksis, men Heston naevner at dette hurtigt konvergerer.

9.6 Lipton Risks lgsning

Senere optimalitetscheck af Heston-modellen har udledt ustabile kalibreringer for givne parametervaer-
dier. Anvendelse af Heston-modellen kreever til at starte med en kalibrering af modellen til markedet

hvori denne gnskes anvendt. Men ovenstaende kalibrering udleder singularitet i ¢ = 0.

Alexander Lipton praesenterede sin lgsning pa dette problem i RISK FEBRUARY 2002'2. Rand-
betingelsen i call-optionen kan omskrives ®(S7) = (Sy — K)* = Sz — min (S7, K). Lipton anvender

denne randbetingelse og ligesa dividendejusteret log-pris x; = log % + (r — q), og med disse kommer

128teven L. Heston (1993): A Closed-Form Solution for Options with Stochastic Volatility with Applications to Bond
and Currency Options. The Review of Financial Studies, Vol. 6, nr. 2, 1993, s. 327-343
13 Alexander Lipton (2002): The Vol Smile Problem: Risk Analysis, vol. 15, 2002, s. 61-65
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frem til en tilsvarende optionspris i Hestons stokastiske volatilitetsmodel:

1 [ (—iots)ztasV(T—t,d)+(¢*+7)85V (T—t.0)v
CSV (t, St, Ut, T, K) == Ste_q(T_t) - G_T(T_t)Kf € ’ 1 -
21 J oo (6% +3)

d¢

Hvor:

k0
aSV (T - t7¢) = _ﬁ

\IJ+(T—t)+2log<

1 — e_g(T_t)
U+ W e (T

Uy = F (igpn + i) + ¢

U_+ 0, e (T
2¢

BSV (T_t7¢) -

2
C=\/¢2n2(1—p2)+2i¢npf%+/%2+1
R

2

Denne formel er bedre til vores kalibreringsformal end den Heston kommer frem til. Der findes ingen
singulzere punkter for ¢ i integralet ffooo, hvorledes formlen yder en mindre problematisk kalibre-
ring.

9.7 Simulation i Heston

9.7.1 Euler diskretisering

Udviklingen i Hestons variansproces kan simuleres enten ud fra P-processen i ligning (9.3) eller Q-

processen i ligning (9.6) ved den folgende Euler-diskretisering:
Vip1 = v + K (0 — v) At + n\/Ft\/EZ,
hvor Z ~ N(0, 1). Der kan i denne simulation forekomme negative varianser. Safremt v; < 0 lgses dette
ved patvingning af en af fglgende krav:
i) Vi seetter v; = 0.
ii) Vi seetter v; = —vy (Svarende til at en barriere i 0 reflekterer variansen op).

I praksis kraeves et stort antal tidseendringer med de fundne veerdier for de ngdvendige parametre i

modellen for at opna konvergens med denne diskrete proces'.

9.7.2 Brug af diskret Milstein proces

Problemet med simulerede negative varianser kan alternativt lgses ved implementering af Milsteins

diskrete ordning. Ved en 2. ordens Ito-Taylor udvidelse af v(t+ At) betragtes approksimationen:

14Jim Gatheral (2006): The Volatility Surface - A Practitioner’s Guide, John Wiley & Sons, Inc.
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2
Vir1 = v+ K (0 — v)) At + /o VALZ + %At (z22-1)

Hvilket kan omskrives til:
2 2
Ut-i—l:(\/U»t"i_gVAtZ) +/€(0—Ut)At—nZAt

Hvis den simulerede varians v; = 0 og 4k > n? vil v;11 > 0, hvorledes hyppigheden af negative
varianser reduceres som ogsa beskrives af Gatheral. Imidlertid udleder 46 < n? markant fzerre negative
varianser end Euler-diskretiseringen af variansprocessen. Med en diskret variansproces kreeves ligesa
en diskret prisproces for det underliggende aktiv. Vi lader derfor log-afkastet x; = log g—é vaere givet

ved den diskrete proces:

T = m = GALE VUMW, W~ N0, 1)

Der skal her gaelde at risikokilderne er ukorrelerede E[Z W]. T og med x; udger log-afkastet i det
prisprocessen for det underliggende aktiv, betragter vi ingen hgjere ordener i den diskrete approksi-

mation.

9.8 Kalibrering af Heston

Anvendelse af Heston som optionsprismodel kreever forst kalibrering af modellen til markedet for op-
tionen. Her kalibreres Heston-modellens parametre, saledes at de modellerede volatiliteter passer med
de observerede implicitte volatiliteter i markedet. Dette kraever sdledes markedsdata, for den givne

option vi sgger at modellere prisen pa.

Optimeringen af parametre i Heston-modellen for SPX-optionsmarkedet tager udgangspunkt i en
minimering af forskellen mellem modelpris og observeret markedspris pa optionen. Under det risiko-
neutrale mal skal vi saledes estimere parametrene {} = {Uo, 0, Kk, n, p}. Estimationen af disse
parametre skal ogsa fremga saledes, at den stokastiske prisproces for det underliggende aktiv udleder

samme modelpriser pa indekset som observeres i markedet. Fglgende mal opstilles da for de optimale

parametervalget:
i) Minimering af fejl mellem modelpriser og markedspriser pa SPX-optionen.
ii) Minimering af fejl mellem modelpriser for underliggende aktiv og indekspriser pa SPX.

Den simpleste made at opfylde disse krav er ved at minimere den kvadrerede sum af prisfejl:

N
: L0 Mkt 2
m&nG(Q) = Z-_E 1 N [VZ (K, T;) = Vi (K, Th) |
hvor VZQ(KZ, T;) er modellens veerdi af den i’te option med strike K; og udlgb T; ud fra de fem para-

metre, og V;M kt(Ki, T;) er veerdien af den tilsvarende option observeret i markedet.
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Problemet med denne kalibrering er, at der i minimeringen ikke ngdvendigvis er konveksitet. Mang-
lende konveksitet udelukker ikke eksistensen af adskillige lokale minima'®. Dette er problematisk, da
optimeringen af parametrene saledes kan afthaenge af vores initielle gaet €2y, og ikke ngdvendigvis finder
den mest optimale lgsning. Safremt vi gnsker at udelukke en given lgsning, safremt at denne kun er
et lokalt optimum, kreeves implementering af en global optimeringsproces. Grundet kompleksiteten i
global optimering for ikke-konvekse funktioner kraever dette uhyrlig computerkraft, hvorfor vi benytter

en lokal optimering og ser bort fra eventuelle bias forarsaget af dette.

Implementering af lokal optimering kreever en reekke kriterier for vurdering af acceptable lgsninger.
Disse kriterier sgrger for at fundne parametre ikke overskrider modellens tilladte graenseveerdier. For en
given kalibrering genitereres algoritmen med andre initialveerdier for parametrene, safremt en lgsning

ikke opfylder kriterierne. De anvendte kriterier er angivet:

i) Variansen i modellen kraeves positiv. Pa grund af mean-reversion vil variansen for de fleste
finansielle produkter dog heller ikke overstige 100%. Den initielle varians og langtidsniveauet

for processen vil da som udgangspunkt ligge i intervallet [(), 1] dvs. {Uo, 0} € [0, 1}.

ii) Den statistiske korrelation mellem den underliggende prisproces og volatilitetsprocessen
ligger konceptuelt i intervallet [ -1, 1]. Ofte er korrelationen negativ (prisfald forer ofte til

storre volatilitet), men positiv korrelation er mulig, derfor kraeves p € [ -1, 1]

iii) Volatiliteten for variansen (vol-at-vol) skal veere positiv. Vol-at-vol angiver volatiliteten i
variansprocessen, volatiliteter er konceptuelt positive hvorfor vi ogsa kraever dette af vol-
at-vol. Samtidig er volatilitetsfladen oftest en konveks funktion af strike og udlgbstid, dette
replikeres med en positiv vol-at-vol. Dog kan vol-at-vol for finansielle aktiver dramatisk
&ndre sig over kort tid. Dette er ofte observeret i forgget krumning i volatilitetsfladen.

Derfor kraeves en hgj gvre graense for vol-at-vol, og vi vaelger som udgangspunkt n € [0, 5]

iv) For at sikre mean-reversion i modellen skal x vaere positiv. Negative veerdier vil resultere
i en volatilitetsudvikling, der muligvis divergerer fra langtidsniveauet altsa mean-aversion.

Dermed kreeves k € [0, 0o

V) Det sidste kriterium i kalibreringen af modellen er ikke et strengt ngdvendigt krav. Safremt
2k —n? > 0 vil variansprocessen aldrig ramme barrieren i 0 (kendt som Feller-betingelsen).

Dette sgrger for strengt positiv variansmodellering.

Hvis en Igsning opfylder alle 5 kriterier accepteres de fundne optimale parametre. Som sagt kan Feller-

betingelsen udelades, da begraensninger for alle parametre stilles i de fgrste 4 kriterier.

15Ricardo Criséstomo (december 2014): An Analysis of the Heston Stochastic Volatility Model: Implementation and
Calibration using Matlab, Comisi éon Nacional del Mercado de Valores, nr. 58
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10 Volatilitetsfrie modeller

I denne sektion opstilles to afdaekningsstrategier hvori afdsekningspositionen i det underliggende aktiv
ikke er en direkte funktion af hedgevolatilitet. Strategierne kan dermed betragtes som markedets
alternative afdsekningsstrategier til de for opstillede lokale og stokastiske volatilitetsmodeller. Det er
i denne sammenhsaeng vores forestilling, at markedet besidder en raekke deltagere, som ikke anvender

volatilitetsmodeller i deres afdeekning af risiko i optioner.

10.1 Kontinuert vs. diskret afdackning

Hvis optionen V; kunne afdakkes perfekt med kontinuerligt rebalancerede positioner i underliggende

St, ville denne fglge dynamikken:
dV, = A{dS, (10.1)

for en given tilpasset og integrabel selvfinansierende strategi Af. Da optionen handles ved tid ¢t = 0 til
den entydige pris Vj, ma startveerdien for prisprocessen hgrende til optionen veere konstant. Derudover
skal der geelde at V; > 0, V¢ for at undga abenlyse arbitragemuligheder. Ligesom i Hayashi & Mykland'6

kan den sande hedgestrategi A* antages at fglge en Ito-proces:

@
dA} = Afldt + APAW, W=l
Wt

hvor startveerdien Aj er konstant, og A*! og A*? er tilpassede integrable processer verdisatte i hhv.
R- og R2. Siden A* er drevet af to risikokilder, vil V; afheenge af bade Wi1 og Wia. Dermed kan
V; ikke replikeres alene ved position i S;, hvorfor V; ikke er et overfladigt aktiv. Replikering af V;
kraever kendskab til strategien A*. Hayashi & Mykland udleder under kontinuerte observationer A*
til stgrrelsen:

A} = m, (10.2)
hvor (, ) udger den kvadratiske variation. Da vi begraenser os til stiuatheengige europaeiske optioner

kan denne reduceres til den velkendte delta-hedge:
_ W
08

Imidlertid kan optioner i den virkelige verden ikke afdackkes kontinuert, hvilket giver anledning til hed-

At

gefejl mellem kontinuert og tilsvarende diskret afdeekkede optioner. En strategi med diskret afdeckning

Adise pa skvidistante tidspunkter tq,ts, ..., t, 1 yder gevinsten
i1
disc ; .
th :ZAZ?SCASti, j=0,1,....n
i=0

16 Takaki Hayashi & Per A. Mykland (april 2004): Evaluating hedging errors: An asymptotic approach. Mathematical
Finance, Vol. 15, nr. 2, april 2005, s. 309-343
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hvor Zj kollapser til 0 for j = 0, og AS;, udger tilveeksten Sy, , — S;,. Det er siledes muligt at
male den relative praestation af den diskrete ift. kontinuerte afdeekning diskretisering af A} ved den

relative hedgefejl:
j—1
Ly =3 (A1 - Af<)AS,,  j=0.1,..m (10.3)
i=0

Minimering af denne afdaekningsfejl aftheenger af vores kendskab til den sande model og afdaekningsfre-
kvensen vi er i stand til at opretholde for hedgeportefsljen. Vi betragter dermed fglgende 2 scenarier

ifm. stgrrelsen pa hedgefejlen:

i) Kendskab til dynamikken i den sande model / adgang til kontinuert prisdata, men afdeekning
begraenset til diskrete tidspunkter

ii) Intet kendskab til dynamikken i den sande model, men hedgestrategi konstrueret ud fra

data-drevet model baseret pa kontinuerligt observerbare priser

Der er i (ii) tale om en mere realistisk strategi, da vi i hgj grad ikke kender den sande model og er

begraenset til data-drevne modeller med diskret afdsekning.

10.2 Data-drevet hedgestrategi

Med udgangspunkt i tilfzeldet hvor vi intet kendskab har til den sande afdsekning A*, kan vi opstille
en data-drevet model som naevnt beskrevet ovenfor med markedsdata observeret kontinuerligt. Denne
opstilling vil give os en mere realistisk tilgang til vores hedge, da det i den virkelige verden ikke er

muligt at hedge kontinuert. Ud fra ligning (10.2) opstilles den alternative strategi:

<Sv O>ti - <S’ C>ti71
<Sa S>ti - <S’ S>t¢71 ’

A} = i=1,2,...,n—1 (10.4)

Da denne strategi er data-drevet stilles ingen antagelser om dynamikken i prisprocesserne. Med al-

mindelig Black-Scholes dynamik for S; og Itos formel dekomponerer denne stgrrelse til:

t; 8‘/;3 i—1 3%
An — Jo ast"t fo a5, o7 Sgdt
no=
i 22 i-1 _2Q2
kt%ﬁ—k o2 S2dt
ti OV _2@2
fti*l Tszgt St dt

Jit oSt
I forste iteration af (10.4) saettes 3?0 = A Ttilfeelde hvor (S, S), — (S, S)¢, , = 0 seettes &Z = &Zﬁl

Denne strategi er mulig, safremt vi i intervallet [ti_l, ti] kan observere det ngdvendige prisdata pa S; og
C%, og pa disse udregne den kvadratiske variation og kovariation. Det er saledes en data-drevet strategi
da ingen information om den bagvedliggende model forventes. Denne strategi fungerer udmaerket sa

laenge tidsintervallet mellem afdeekning [ti,l, ti] er af en tilpas minimal stgrrelse.
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10.3 Realiseret Delta

I det videre forlgb vil vi ligesa betragte markedsdata ud fra diskrete observationer, hvilket ggr mo-
dellen yderligere virkelighedsnaer, og ud fra dette opstille Real A strategien. Afdasekningsfrekvensen er
fortsat usendret, men det vil i mellem hver afdsekning veere muligt at observere bade markedsprisen

pa optionen og det underliggende aktiv et arbitreert antal m gange. Lad antallet af afdeekninger vaere

givet ved n, og tiderne tq,ts,...,t, tidspunkterne for disse n afdasekninger - hvor to = 0 og t,, = T.
Lad nu #,¢}, ... ,t’in_l angive tidspunkter for observationer i markedet hvor ¢! = t; og t™ = t;,1, Vi.
Dette giver tidsintervallet At = % mellem hver observation og h = % = mAt mellem hver hedge.

Optionsprisen og den optimale afdeckning bliver i stigende grad fejlagtig i kraft af begrsensningen
forarsaget af diskrete observationer i modsaetning til brugen af kontinuerte observationer. Usikkerhe-
den i den nye model afhaenger af antallet af observationer mellem hver hedge m. Lad C}"* beskrive
optionsveerdien til et tidspunkt ¢ baseret pa m observationer af underliggende efter seneste afdsekning.
For at inkorporere denne usikkerhed i optionsprisen Cj" forudseettes denne at veere kontamineret af
et additivt stgjled N/, som er et kontinuert semimartingal, hvor (S, N™), = 0,Vm € N. Dette giver

os fglgende veerdiudvikling for den kontaminerede optionspris C™:
dC{" = A7dS; + dN{",

hvor A} angiver en tilpassende sand hedgestgrrelse. For at undga en oplagt arbitragemulighed skal der
ligesa geelde Cf™ > 0, Vt. Vi ser, at denne dynamik for CJ" svarer til tidligere dynamik i ligning (10.1),
safremt stgjen er triviel V;* = 0. I det der fglger, betragtes en familie af modeller indekseret ved m
og n, som opfylder ovenstaende dynamik. Det bemaerkes, at den sande hedgestgrrelse A} er konstant

i antallet af m observationer, da den tager udgangspunkt i den kontinuerte model.

Da Cj kendes pa tid ¢ = 0 findes ingen usikkerhed i optionsprisen C*. Da denne ikke er konta-
mineret, ma vi dermed have NJ* = 0. Herefter er N/ og C; ikke leengere observerbare fgr udlgb
t =T hvor Cr = ®(St) og N = 0. Ligesom C}" kreever vi, at stgjen N;” > 0, Vt med sandsynlighed
1. For ethvert m kan vi ikke afdeekke optionen C}" perfekt grundet kontaminationen N™. Med en
daglig afdaekningsfrekvens opstilles for en given dag t;11 med m observerede priser det realiserede

delta:
S (St = 8) (G =€)

S (S = 5)

Ligesom i ligning (10.4) seetter vi rent praktisk 3?: = 3?}7 ,» 1 tilfeelde hvor brgken kreever division

An7m —
tit1

. i=1,2,...,n—1 (10.5)

med 0. Det ses i (10.5) at neevneren er 0, nar det underliggendes veerdi ikke sendres mellem to hedge-

tidspunkter [i,7 4 1].

Telleren er en diskret estimator pa kovariabiliteten i optionsprisen og underliggende indenfor inter-
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10 VOLATILITETSFRIE MODELLER 10.3 Realiseret Delta

vallet [ti, ti+1] analog til ligning (10.4). Nzevneren beskriver den kvadratiske variation i underliggende,
eller med andre ord en estimator pa variabiliteten i underliggende. Samlet udggr brgken dermed et
udtryk for den skalerede kovariabilitet i optionsprisen. Disse stgrrelser kan til en vis grad sammen-
lignes med de geengse udtryk for kovarians, varians og korrelation. Imidlertid betragter vi i denne
model tilveekster i de stokastiske processer, hvorfor den er mere hensigtsmaessig til formalet. Real A
opfattes derfor som et udtryk for korrelationen mellem optionsprisen og spotprisen - udjeevnet af de

m observationer strategien forudsesetter for hver daglige hedge.

Modellen antager ingen dynamik for optionsprisen eller prisen pa underliggende, men med anven-
delse af Black-Scholes dynamikken for disse og en gget observationsfrekvens ses graenseveerdien for det

realiserede delta: by e
i+1 0Cy 2 Q2
lim En,m . j;fl 25, 9t St dt

t; - t;
— i+1 i+1 2Q2
m—00 ftz o;S7dt

I

hvor integranden i teelleren udggr krydsproduktet af volatilitetskoefficienter mellem S; og C} og naev-
neren den kvadrerede volatilitetskoefficient i S;. Graenseveerdien svarer til den tilsvarende dekomposi-
tionen af ligning (10.4). Vi kan dermed opstille den relative hedgefejl mellem ﬁzm i ligning (10.5) og
den data-drevne strategi med kontinuerligt observerbart markedsdata AZ i ligning (10.4):

n—1

=3 (&g - Agf’”) AS,, j=01,....n (10.6)
i=0

Som vist i Hayashi & Mykland Appendix Proposition A.1 konvergerer denne hedgefejl:

n—1
lim (&; _ E?_’m) AS, =op(l), j=0,1,....n
m—00 v K
i=0
hvor Ve > 0: lim P(jop(1)|>¢)=0
m—r0o0

Dette har betydning for vores opfattelse af stgjen i modellen, da kontaminationsleddet N™ = op(1) i
grzensen for observationer. Betydningen af dette er essentielt, da en stgrre observationsfrekvens da vil

pge muligheden for at tilneerme den sande afdsckning A*.

Det realiserede delta er fuldstzendig modelfri i prisprocesserne, der hgrer til bade optionen og underlig-
gende. Dette yder hab til en mulig anvendelse som kontrol af misspecificerede modeller og dertilhgrende
koefficienter. Derudover er denne strategi tilpasset diskrete observationer i Sy og C}", hvormed den
i modsaetning til kalibreringstunge modeller vil veaere opdateret med seneste information observeret i
markedsdata. Det er til trods for ventetid med at indsamle data og opstille passende estimation af
fglsomhed, hvilket iszer er relevant i hgjfrekvent afdeekning. Dermed burde enhver af de eksisterende
strategier udkonkurrere denne naive strategi i afdeckningsfejl, safremt brugen af den udvalgte strategi

er velbegrundet.
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10.4 Minimum-Varians Delta

Det andet alternativ er en afdsekningsstrategi baseret pa de observerede implicitte volatiliteter og
den gaengse Black-scholes model med implicit hedgevolatilitet (dermed er modellen indirekte bestemt
af volatilitetsmodellering). Som beskrevet tidligere er implicit volatilitet den unikke volatilitet, som
lgser:

Vt = VtBS (St, O'z') )

for en observeret markedspris V;. Markedsprisens infinitesimale sendring kan beskrives ved Taylorreaek-

ken:
. 8VBS QVBS )
AV, = —L—AS L_Agimp
T = e
= APSAS, + vPI AP 4 ¢, (10.7)

hvor e; beskriver et kontaminerende stgjled i markedsprisen. Strategien i dette afsnit tilhgrer en
klasse af ikke-selvfinansierende afdsekningsmodeller. Manglende selvfinansiering skaber grundlag for
en tilhgrende omkostningsproces knyttet til afdackningsportefgljen. Lad ¢(t) = (gzﬁo(t), gZ)l(t)) angive

position i det risikofrie- og risikofyldte aktiv, dermed betragtes omkostningsprocessen'” til tid ¢:

Costy(t) = Vi (t) — /0 9 (s)dB, — /0 6 (5)dS,,

hvor Vy(t) = ¢°(t)dB; + ¢*(t)dS; angiver vaerdien af afdeekningsportefsljen. Anvendelse af en ikke-
selvfinanserende strategi til at replikere optionens betalingsstrom beerer dermed risikoen forbundet
med omkostningsprocessen. Det vil saledes veere i afdeekkerens interesse at minimere omkostningen
associeret med strategien, hvilket f.eks. kan ggres ved minimering af den betingede variansproces i

ovenstaende omkostningsfunktion i afdsckningsperioden [t, T]:
minE [(cost¢,(T) — Costy(t))’ \:ﬂ}

Lad Minimum-Varians veere en strategi baseret pa ovenstaende variansrisikominimering. For den-
ne strategi beskriver AMYV AS, vaerdizendringen i strategiens delta-replikering, som vi nu vil tilpasse

Taylorapproksimationen fra tidligere. Hvis vi traekker AMYVAS; fra begge sider i ligning (10.7) fas:

AV, — AMVAS, = (AtBS . Ay\/) AS, + vPS AT 4 ¢,
Betinget pa tilvaeksten AS; er den forventede veerdi af dette:

E AT =AMV AS|AS] =0

E[Ac™|AS)]  Ele
MV _ ABS BS t
— At —At +Vt ASt + ASt,

"Rolf Poulsen, Klaus Reiner Schenk-Hoppé & Christian-Oliver Ewald (26. februar 2006): Risk Minimization in Sto-
chastic Volatility Models: Model Risk and Empirical Performance, Quantitative Finance, Vol. 9, nr. 6, 2006, s. 693-704
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10 VOLATILITETSFRIE MODELLER 10.4 Minimum-Varians Delta

hvor stgjleddet udgar, nar tidstilvaeksten bliver kontinuert. For kontinuerte tilveekster frembringes
dermed samme udtryk som Hull & White (2017)!8:

psOE [o"7]

AMV — ABS 1 )] 95 (10.8)

Volatilitetens fglsomhed i den underliggende prisproces er synonym med tidligere nsevnte backbone-
effekt, hvorfor strategien som udgangspunkt burde tage hgjde for de tidligere teoretiske skaevvrid-

ningseffekter i afsnit 3.4.2. For SPX datasaettet i perioden 2004-2009 betragter vi folgende scatterplot
for ATM-volatiliteten:

Date
06 . o000
2008
2007
X 2006
1.
b, 2005

GaATM

Spot

Figur 11: BACKBONE FOR o473 PA 3M OPTIONER MED REGRESSION 0473 = 0.5641 —0.0003 x Spot

I mangel af bedre kan backbone-effekten approksimeres via regressionen med 8”5‘% = —0.0003. Vi
AMV o ABS og

hvorledes denne i hgj grad ikke er afhsengig af optionslgbetiden. Dermed kan vi med fordel tilnserme

har imidlertid bedre approksimationer, da Hull & White bl.a. beskriver forskellen

den med en kvadratisk funktion i AB519. Da backbone-effekten kan approksimeres pa denne facon,

gaelder der approksimativt:

vPS = ST —t G(APY),

for en funktion G, hvor T — ¢ udggr den tilbageveaerende lgbetid pa optionen. Med denne observation

udleder Hull & White minimum-varians afdsekningspositionen:

BS
AMYV = APS ¢ T (0 bAPS 4 e (AF5)7)), (10.9)
ST —t

18 John Hull & Alan White (24. maj 2017): Optimal Delta Hedging for Options. Journal of Banking and Finance, Vol.
82, september 2017, s. 180-190

19Vi antager denne approksimation ogsa er gzeldende for vores dataszet, da Hull & White bl.a. arbejder med SPX-
optioner i arraeekken 2004-2015.
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for ukendte koefficienter a, b og c. For at ligning (10.8) og (10.9) skal veere identiske kreever vi:

a+bAPS 4+ ¢ (AR AS,
T—t St

E[Acg;] = (

Saledes kan backbone-effekten beskrives ved denne kvadratiske approksimation i AFS . Dvs. vi nu kun
mangler at estimere koefficienterne a, b og ¢ for at implementere strategien. Estimationen af disse vil
foregéa ved regressionen:

BS
Vy

VT —1t
_uPS AS, (a+bAPS e (AP +e
T VT -t S T ¢ !

Vi — APSAS, =

E [AO’Z] + &

Vi kan estimere koefficienterne ved at minimere summen af kvadrerede fejl (SSE) i residualen &;:

vP5 AS, <a+bA?S+c<AfS)2>>2

n

min (VZ — AZBSASZ- —

a,b,c 4
i

VT —i St VT —1

11 Empiriske resultater

I dette afsnit betragter vi de empiriske resultater, der udspringer af ovenstaende metodeafsnit om
EWMA, EGARCH, Heston og de volatilitetsfrie modeller, samt tests af forskellige fremgangsmeto-
der for opstilling af hedgeportefgljen. For hver fremgangsmetode vil der af hedgeportefsljen folge et
saet P&L-stier og konfidensinterval for metodens middelveaerdi. Vi vil sammenligne disse resultater pa
tveers af metodevalg. Ud fra disse kan vi vurdere, hvilke metoder der passer bedst i afdaekning af
det givne optionsdata. Samtidig betragter vi om resultaterne stemmer overens med den givne teori,
dvs. hvorvidt realiseret hedgevolatilitet yder stokastiske stier men deterministisk slutveerdi, implicit
hedgevolatilitet yder glatte stier men stokastiske slutveerdier under anvendelse af reelle datapunkter.
Vi diskuterer resultaterne af de enkelte empiriske resultater undervejs i afsnittet. Til sidst opsummeres

alle resultater i en samlet vurdering og diskussion.

Som tidligere neevnt tager vi udgangspunkt i empiriske resultater, som folger kgb/salg af ATM-call-
optioner med 3 maneder til udlgb. Vi antager 63 arbejdsdage i lgbet af de 3 maneder, svarende til 252
arbejdsdage pa et ar. For at ggre resultaterne tilstrackkeligt indbyrdes uafhsengige, handles ingen nye
call-optioner sa leenge en eksisterende kbt /solgt call-option endnu har resterende lgbetid. Pa denne

maéade findes ingen overlap i afdeekningshorisonten for samtlige hedgeportefgljer.
Pa trods af FToDT’s antagelse om afdeekning med konstant volatilitet under afdsekningshorisonten

er det i praksis muligt at afdeckke med varierende volatilitet under afdsekningshorisonten. Resultater

frembragt ved disse afdeekninger kan ikke direkte sammenlignes med FToDT’s konklusioner, men det
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burde som udgangspunkt yde en bedre afdeekning, da mere information inddrages om volatilitetspro-
cessen under afdasekningen. For strategier med implicitet hedgevolatilitet opdateres denne med den
implicitte volatilitet interpoleret i volatilitetsfladen for optionens tilbageveerende lgbetid og strike-
spot-ratio, mens det for realiserede hedgevolatilitet vil veere en opdatering med nyligt estimerede

volatiliteter baseret pa data fra modellen/markedet.

11.1 Opseetning af P&L

For en given strategi anvendes fglgende fremgangsmade til at bestemme de daglige P&L-veerdier til
tidspunkt ¢ i afdeekningshorisonten. Lad ~ angive positionen i optionen (hvorvidt vi keber/seelger

denne). For hver afdackningsstrategi « € {aimp , a‘wt} opstilles fglgende:

e Ved tid t = 1 handles optionen med position ~ til den implicitte volatilitet i markedet, og den
A-neutrale hedgeportefolje opstilles:

I, = B —yAP%(21)S, +~CP5 (6™, st. 11, =0,

hvor APS(x1) er det ordinaere Black-Scholes Delta med volatiliteten 1. By veelges sa bibetin-

gelsen overholdes.

e Fort=2,3,...,63:
Efter At tilveekst i afdaekningstiden er den realiserede tid-t-veerdi i portefgljen dermed:

I, = By 1180 — yABS (2,_1)Spet188 4 4 OP% (0]™)

Hvor CPS (szp ) er vaerdien af optionen til tid ¢ med samme strike som vi handlede den til
oprindeligt. Her udger o;™ den i volatilitetsfladen interpolerede implicitte volatilitet ud fra

optionens strike og tilbageveerende lpbetid. Den daglige (realiserede) veerdigendring er da
dP&Ly = 10y — T,

og definerer profitten/tabet padraget i intervallet [t -1, t]. Herefter rebalanceres portefsljen sa

den endnu en gang er A-neutral:
Iy = By — yAPS (20) S +vCPS (07™), st I, =TI,

hvor veerdien af pengemarkedskontoen B, justeres til opfyldelse af bibetingelsen for selvfinansi-

ering i portefgljen. Vi ser, at hvis bibetingelsen skal veere opfyldt, ma vi justere B; til at veere:

By — yAPS (24) S +CP° (@?mp) = By 1A — yABS (24 1) St 18 4 A CBS (677P)
By — yAPS (24) Sy = By_1e™ 12 — AP (14_1) ettt A

By = B;_1e" 1At — 58, (Aﬁﬂ(xt_l)th—lAt - AtBS (mt))

e Ved optionsudlgb vil veerdien af hedgestrategien dermed veaere de akkumulerede daglige veer-
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disendringer i hedgeportefgljen:

_——h T
P&Ly = / d(P&L;) = Z d(P&L;)
0

11.2 Validitetscheck af P&L-vaerdier

Hvorvidt ovenstaende metodik for opstilling af P&L-stierne er gyldig, kan vi teste med fglgende validi-
tetscheck. Den afsluttende P&L med udelukkende lange positioner (v = 1 for alle optioner) skal tilsvare
den afsluttende P&L med udelukkende korte positioner (v = —1 for alle optioner), givet fortegnsskift.
Denne praemis vil fungere som validitetscheck af de opstillede P&L-stier, og giver samtidig et indblik i
stiernes retning for den rene kpbe-/salgestrategi. Testen skiller sig dermed ud fra senerede P&L-stier,
da ingen volatilitetsanalyse udfgres for positionsvalget. Fglgende grafer og tabel viser P&L’stierne for

udelukkende lange/korte positioner:

11.2.1 Med fast implicit hedgevolatilitet

(a) P&L—STIER, LANGE POSITIONER (b) P&L—STIER, KORTE POSITIONER
| 25

// N . Contract_day Contract_day
R — 20040707 — 200407:07
. -~ — 2004-10-05 — 2004-10-05
S — oI [
N\ N | — 20050405 | — 20050605
\ / | — [ 0 — osaras
5 N - — aosr00e T — 2051004
E \ ~ oo B eotos
= \/ — 2006-04-07 = — 2006-04-07
£ 25 V s — aosoror 2 — 20060707
© / — 20061005 © — 20061005
£ — orores £ .25 — 20070108

o o
2 — morors — 20070000
£ — worares & — 20070708
s — 2071008 = — 20071005
| — 20080109 — 20080100
0 2008-04-09 2008-04-09
— 20080709 50 — 20080700
— 20081007 — a00e-1007
— 20090109 — 20000108
— 20090810 — 20090810

-25-
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
Time[years] Time[years]

Figur 12: P&L-STIER MED STRENGT LANGE/KORTE POSITIONER
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Kontraktdato Lange Korte  Abs. Diff.
2004-07-07 -13.52013  13.52013 0.00000
2004-10-05 -1.82318 1.82318 0.00000
2005-01-05 -11.36685  11.36685 0.00000
2005-04-06 -6.50737 6.50737 0.00000
2005-07-06 -7.73943 7.73943 0.00000
2005-10-04 -3.53228 3.53228 0.00000
2006-01-06 -9.63166 9.63166 0.00000
2006-04-07 3.54824  -3.54824 0.00000
2006-07-07 -10.03546  10.03546 0.00000
2006-10-05 -7.91673 7.91673 0.00000
2007-01-08 -0.20808 0.20808 0.00000
2007-04-09 -2.83874 2.83874 0.00000
2007-07-09 11.43907 -11.43907 0.00000
2007-10-05 5.79911  -5.79911 0.00000
2008-01-09 -5.86928 5.86928 0.00000
2008-04-09 -15.38216  15.38216 0.00000
2008-07-09 50.41407  -50.41407 0.00000
2008-10-07 57.35539  -57.35539 0.00000
2009-01-09 -0.05373 0.05373 0.00000
2009-04-10 -24.48797  24.48797 0.00000
Total 7.64283  -7.64283 0.00000

Tabel 1: RESULTATER FOR P&L-STIERNE

Som vist i figur 12a kan P&L-stierne med udelukkende lange positioner spejles i 1. aksen, hvilket giver
preecis de samme stier set i figur 12b. Summen af slutveerdierne for kgbsstrategien ses i tabel 1 at
vaere 7.64283, og tilsvarende -7.64283 for salgsstrategien. Derudover ses det i tabel 1, at den absolutte
forskel i P&L for samtlige portefgljer er 0. Dermed konkluderer vi, at vores metode som udgangspunkt

opstiller gyldig P&L-resultater.

11.2.2 Med interpolerede implicitte hedgevolatiliteter

Det samme forsgg opstiller vi for en afdsckning baseret pa den interpolerede implicitte hedgevolatitet

imp

0,7 iintervallet [t — 1,¢]. Med denne betragter vi P&L-stierne:

(a) P&L-STIER, LANGE POSITIONER (b) P&L-STIER, KORTE POSITIONER

60-
N 20
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Figur 13: P&L-STIER MED STRENGT LANGE/KORTE POSITIONER
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Kontraktdato Lange Korte  Abs. Diff.
07-07-2004 -11.89768  11.89768 0.00000
05-10-2004 -1.48275 1.48275 0.00000
05-01-2005 -9.79447 9.79447 0.00000
06-04-2005 -7.10229 7.10229 0.00000
06-07-2005 -8.03833 8.03833 0.00000
04-10-2005 -3.92987 3.92987 0.00000
06-01-2006 -9.56889 9.56889 0.00000
07-04-2006 3.15573  -3.15573 0.00000
07-07-2006 -10.33827  10.33827 0.00000
05-10-2006 -7.68482 7.68482 0.00000
08-01-2007 -0.16915 0.16915 0.00000
09-04-2007 -1.33448 1.33448 0.00000
09-07-2007 2.88319  -2.88319 0.00000
05-10-2007 4.14272 -4.14272 0.00000
09-01-2008 -8.37884 8.37884 0.00000
09-04-2008 -15.77426  15.77426 0.00000
09-07-2008 53.76396  -53.76396 0.00000
07-10-2008 46.98630 -46.98630 0.00000
09-01-2009 -3.92188 3.92188 0.00000
10-04-2009 -22.00112 22.00112 0.00000
Total -10.48522  10.48522 0.00000

Tabel 2: RESULTATER FOR P&L-STIERNE

Som vist i figur 13 kan P&L-stierne med udelukkende lange positioner (a) igen spejlesi 1. aksen, hvilket
resulterer i de samme stier set i (b). Summen af slutveerdierne for kgbsstrategien ses i tabel 2 at vaere
-10.48522, og tilsvarende 10.48522 for salgsstrategien. Derudover ses det i tabel 2, at den absolutte
forskel i P&L for samtlige portefgljer er 0. Dermed konkluderer vi, at vores metode som udgangspunkt

ogsa opstiller gyldig P&L-resultater for afdeekning med varierende hedgevolatilitet.

11.3 Opsaetning af lange vs. korte positioner

Vi ser i tabel 1 og 2 store udsving i de individuelle portefgljers P&L-resultater, hvorfor det vil veere
fordelagtigt at optimere opsezetningen af lange/korte positioner i optionen. Som bl.a. set i figur 9 har
en lang position i optionen konveksitetsgavn givet 0% > ¢ Der er derfor grund til at analysere
det relative volatilitetsniveau for hhv. den implicitte- og realiserede volatilitet. Vi opstiller positionen
i optionen ud fra en evaluering af uligheden 0% > o™ p4j et vilkarligt tidspunkt, vi agter at handle

optionen. For hver hedgestrategi z € {o?"P, %!} betragtes da fglgende:

e Opseetning af position i call-optionen:

of% < gi™ — = —1, (call-optionen swlges)
ot > UimP = v=1, (call-optionen kgbes)

e Herefter fglges samme P&L-metodik som i afsnit 11.1

Denne grundlaeggende fremgangsmetode bruges for begge hedgestrategier, hhv. realiseret og implicit
hedgevolatilitet, da den efterfslgende afdackning ikke er athasengig af y-opsaetningen. Begge strategier

kraever imidlertid estimation af den realiserede volatilitet for at teste int < Jimp . Naeste afsnit vil i
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dette gjemed beskrive resultaterne ud fra hver volatilitetsmodel.

11.4 Benchmark med hhv. fast & varierende impl. hedgevolatilitet

Folgende afsnit beskriver forskellen i anvendelse af en Black-Scholes strategi med hhv. fast og in-
terpoleret implicit hedgevolatilitet. Begge strategier vil kgbe/salge optioner pa et tidspunkt 7 ud
fra evaluering af uligheden o2 > olmp , hvor 0%¢ repreaesenteres af volatiliteten i det annualiserede
log-afkast umiddelbart fgr optionen handles \/E (svarende til det numeriske 7 — 1 log-afkast).
Sterrelsen pa denne volatilitet er drevet af stgrrelsen pa fluktuationerne i indeksprisen i tidsrummet

[T - 2,7 — 1], og er derfor en udmeaerket repraesentation af den realiserede volatilitet i aktivet.

FToDT beskriver P&L-vaerdien for en strategi med fast hedgevolatilitet. Vi anvender derfor afdeekning
i Black-Scholes modellen med fast implicit volatilitet som benchmark-model. For simplificering vil vi
ligesa anvende en konstant rente- og dividendeparameter i denne strategi. Det er saledes udelukkende
indeksprisen og den resterende lgbetid, der varierer i afdeekningspositionen. Som fgrste alternativ til
dette betragtes afdeekning i Black-Scholes modellen med interpoleret implicit volatilitet og varierende
rente- og dividendeparametre. Fglgende graf viser P&L-stierne for Black-Scholes afdeckning med den

implicitte hhv. faste & interpolerede hedgevolatilitet:

Contract date 60- Contract date
2004.07.07 2004.07.07
2004.10.05 2004.10.05
2005.01.05 2005.01.05
2005.04.06 2005.04.06
2005.07.06 2005.07.08
2005.10.04 407 2005.10.04
2006.01.06 2006.01.06

50-

= = 2008.04.07 = = 2006.04.07
& - — 2008.07.07
.\5/ — 2006.10.05 :g — 2008.10.05
X 25- — 20070108 X 99 — 2007.01.08
E — 2007.04.08 E — 2007.04.00
5 — 2007.07.00 & — 2007.07.09
Z — 2007.10.08 Z ~— 2007.10.08
E 2008.01.09 ] 200801.09
= 2008.04.08 = 2008.04.09
0 2008.07.08 0- 2008.07.09
2008.10.07 200810.07
2000.01.00 2000.01.09
2000.04.10 2000.04.10
1 -20- —
-25- a1 20 -
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
Time[years] Time[years]
(a) FASTE PARAMETRE (b) INTERPOLEREDE PARAMETRE

Figur 14: P&L STIER FOR BLACK-SCHOLES,
AFDAEKNING MED IMPLICIT HEDGEVOLATILITET

11.4.1 Faste vs. Interpolerede parametre

Da benchmarkstrategien i figur 14a har fast volatilitet betragtes ingen felsomhed i Greeks som vega,
hvorfor modellen ma forventes at afdsekke optionspriseendringen ringere end alternativet. Figur 14a
viser P&L-stierne for den simple faste Black-Scholes strategi, hvor vi iagttager en afsluttende P&L pa
95.54871. Stierne ligner til forveksling P&L-stierne i grafen til hgjre 14b, men denne afdeckning med

varierende parametre opnar resultatet 99.98459, hvilket er umiddelbart bedre end modellen med faste
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parametre. De enkelte optioners P&L-resultater kan betragtes i tabel 3 nedenfor:

Kontraktdato | Konstant ¢'™?  Interpoleret o™
2004-07-07 13.42865 11.89065
2004-10-05 2.79510 1.44881
2005-01-05 -11.81521 -9.77210
2005-04-06 6.77127 7.08423
2005-07-06 -8.18707 -8.03847
2005-10-04 3.92048 3.87291
2006-01-06 9.79796 9.54608
2006-04-07 -3.08660 -3.16709
2006-07-07 10.15451 10.32939
2006-10-05 -8.19014 -7.66615
2007-01-08 0.48227 0.13428
2007-04-09 3.38851 1.29519
2007-07-09 -11.68841 -2.87117
2007-10-05 -6.61481 -4.12767
2008-01-09 -4.43670 -8.40578
2008-04-09 15.23820 15.77669
2008-07-09 49.89681 53.77198
2008-10-07 58.96233 46.93434
2009-01-09 -0.49322 3.93316
2009-04-10 -24.77523 -21.98468
Total 95.54871 99.98459

Tabel 3: BLACK-SCHOLES RESULTATER,

AFDAEKNING MED HHV. FASTE OG INTERPOLEREDE PARAMETRE
Strategien med interpolerede parametre lader generelt til at preestere bedre individuelle P&L-resultater,
men har som vist i tabellen ogsa et par optioner med darligere resultater end strategien med faste

parametre. En forklaring til dette beskrives i fglgende afsnit.

11.4.2 Forklaring af udvalgte tendenser

Hvorvidt Black-Scholes strategien med faste parametre foretreekkes frem for den tilsvarende strategi
med interpolerede parametre, afhenger i hgj grad af volatilitetsniveauet nar optionen handles. Nar
retningen pa den implicitte volatilitet under lgbetiden er nedadgéende vil afdeekningen overvurdere
optionsprisen i Black-Scholes formel, grundet konveksitetsgavnen i den stgrre volatilitet der anven-
des i formlen kontra den senere observerede volatilitet i markedet. I modsat tilfzelde undervurderes
optionsprisen i afdackningen nar retningen i den implicitte volatilitet er opadgaende. Dette sker da
indeksprisens fald i samme periode yder et stgrre fald i optionens moneyness, end hvis den observerede

implicitte volatilitet anvendes i stedet. Betragt folgende eksempel:
Portefglje 13 handledes 9. juli 2007 med afdsekning 3 maneder frem. Under denne periode betrag-

tes folgende udvikling i indeksprisen, ATM-volatiliteten og P&L-stierne for strategien med hhv. faste

og varierende parametre:
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Parameter
Parameter 0- =00
Fixed PE&L
— Impl.vol
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(a) SPOTPRIS & ATM-VOLATILITET (b) ATM-VOLATILITET OG P&L-STIER

Figur 15: PORTEFQLJE 13,
ILLUSTRATION AF VOLATILITETSEFFEKTER 1 P&L-STIER

Black-Scholes strategien med interpolerede parametre ses at fglge udviklingen i den implicitte volatili-
tet naermere end den tilsvarende strategi med faste parametre. Udviklingen i P&L-stien for strategien
med faste parametre lader til at veere mere udjsevnet, men afbrudt af fluktuationer i volatiliteten
undervejs. ATM-volatiliteten starter fra venstre ved 0.1476, og viser udsving i begge retninger under
hele afdeekningsperioden. Volatiliteten falder midt i August 2007 som fglge af en stigning og derefter

udglatning i indeksprisen.

Black-Scholes modellen med faste parametre vil derfor pa alle tidspunkter umiddelbart for dette vola-
tilitetsfald undervurdere optionsprisen markant, da det gradvise fald i indeksprisen gger volatiliteten i
aktivet. Dette giver to modsatrettede effekter pa optionens moneyness, hvori Black-Scholes med faste
parametre kun tager hgjde for den ene. Nar afdeekningen ikke tager hgjde for vega-effekten forarsaget
af volatilitetszendringen reduceres positionen i det underliggende aktiv mere, hvorledes en suboptimal
afdeekning af risikokilden vil fglge. Strategien med faste parametre er dermed ikke delta-neutral, i

modsaetning til strategien hvor den implicitte volatilitet opdateres lgbende.

Begge strategier har positionen v = —1, jf. tabel 29 i Bilag D i optionen for portefglje 13. Betragt
hedgeportefoljen pa et tidspunkt t:

Iy = By + APS (07™) S, — CPS (0)™)
Antag, indeksprisen falder S;11 < S, og betragt opdateringen:

~ At | ABS, _im At ~BS, im
Myy1 = B> 4+ A7 (07") Seq1e? 2" — C (03))

I strategien med faste parametre reduceres positionen i underliggende kraftigere end i tilsvarende stra-
tegi med interpolerede parametre. Saledes vil vaerdien af den afdeekkede position i strategien med faste
parametre vaere mindre veerd end den tilsvarende strategi med interpolerede parametre. Vaerdizendrin-

gen i optionen er mindre fordi optionen handles til en hgjere implicit volatilitet, hvorfor portefsljen
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med de faste parametre replikerer denne veerdisendring darligt.

I og med begge strategier szlger optionen har de en lang position i volatilitetsforskellen o/ — g,
Med den korte position taber P&L-stierne veerdi, nar det underliggende aktiv bevaeger sig meget, hvil-
ket er ensbetydende med store niveauer for den realiserede volatilitet. Mens den implicitte volatilitet
fluktuerer opad, falder veaerdien af P&L-stierne i plot 16b, hvorfor den realiserede volatilitet ligesa
ma fluktuere pa et niveau over den implicitte volatilitet. Begge strategier vinder lidt P&L mens den
implicitte volatilitet falder i midten af August. Den realiserede volatilitet falder da i samme periode til
et niveau under den implicitte volatilitet (formodentlig). Strategierne vinder for det meste lidt P&L
mens den implicitte volatilitet falder pa trods af det korte I i den solgte option. Dette er umiddelbart
kontraintuitivt, men ved at betragte P&L-stiernes udvikling far vi da et slgret billede af den realiserede

volatilitet og niveauet for denne.

Modeksempel: Portefglje 18 handledes 7. oktober 2008 med afdsekning 3 méaneder frem. Under denne
periode betragtes fglgende udvikling i indeksprisen, ATM-volatiliteten og P&L-stierne for strategien

med hhv. faste og varierende parametre:

1400- Parameter
— Impl.vol -0.8
— Spot -0.6 60-

-0.6

40-

Spot

1000~

Mark-to-market (P&L)

Parameter

800- Fixed P&L

— FloatPaL
= Impl.vol
Nov Dec Jan nov dec Jan

date date

(a) SPOTPRIS & ATM-VOLATILITET (b) ATM-VOLATILITET OG P&L-STIER
Figur 16: PORTEFQLJE 18,
ILLUSTRATION AF VOLATILITETSEFFEKTER I P&L-STIER
I afdsekningsperioden for portefglje 18 betragtes mere voldsomme fluktuationer i indeksprisen og stgrre
implicitte volatiliteter, end vi sa for portefglje 13. Begge strategier kgber optionen og er dermed lang

t — g 1 denne periode betragtes store sendringer i det underliggende aktiv, ensbe-

i forskellen o%¢
tydende med hgj realiseret volatilitet, derfor vinder strategierne store P&L-resultater med lang I'. Pa
trods af vores manglende evne til at observere den realiserede volatilitet kan vi drage konklusioner om
niveauet for denne ved den observerede udvikling i P&L-stierne. For det meste vokser P&L-stierne
for begge strategier med den implicitte volatilitet, hvorfor den realiserede volatilitet i denne periode
ogsa ma fluktuere pa et hgjere niveau. Iseer volatilitetsstigningen i midten af November gger vaerdien

i P&L-stierne for begge strategier, hvilket ogsa passer med store spring i den realiserede volatilitet da
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indeksprisen her falder markant.

Begge strategier drager fordel af store spring i den realiserede volatilitet forarsaget af fald i spot-
prisen. Strategien med faste parametre opnar et hgjere resultat, da denne mere uforsigtigt tager leen-
gere/kortere positioner i underliggende end strategien med interpolerede parametre. Det ses da ogsa,
at udsvingene i den implicitte volatilitet ofte skaber tilsvarende udsving i P&L-stien for strategien
med interpolerede parametre. Udsving vi ikke ser samtidig pa den anden strategi, da denne ikke tager
hgjde for vega-effekten. Black-Scholes strategien med interpolerede parametre yder da en bedre afdack-
ning, men opnar lavere P&L-resultater, da afdsckningen ikke vinder hurtige gevinster under drastiske

gndringer i indeksprisen.

11.5 Test af volatilitetsarbitrage

En af Willmott eksperimentets resultater er, at volatilitetsarbitrage kan opsamles, safremt uligheden
g%t > g"P under afdsekningsperioden er sand for lange- og falsk a.s. for korte positioner i optionen.
Volatilitetsarbitrage er ensbetydende med, at vi i den selvfinansierende strategi, trods ingen initiel
formue, kan skabe positive risikofrie betalingsstromme pa strategien. I vores tilfeelde betyder dette,
at slutveerdien for P&L-stierne i en given strategi er signifikant stgrre end 0. For at finde ud af
om den afsluttende P&L er signifikant stgrre end 0, bruger vi middelveerdi, standardafvigelse og
konfidensinterval for P&L-resultaterne. Middelvaerdien er givet ved:

N

) L),

i=1 i
hvor {EXC\LH er vores afsluttende P&L for hver portefglje i € {1,..., N}, og E [ﬁ&\LH er den for-
ventede P&L-vaerdi. Vi er i stand til at opstille N = 20 ikke-overlappende portefgljer, dvs. middelveer-
dien for P&L-resultaterne i f.eks. Black-Scholes strategien med interpoleret implicit hedgevolatilitet
er:

1
% 09.98459 — 4.99923
20 ~

Nar vi har fundet middelveerdien, sa skal vi bruge den til at bestemme standardafvigelsen. Denne

udledes ved formlen:

N 2
Std.dev. = |V [P&LT] =\~ z; ([P&LTL —E [P&LTD
1=
Standardafvigelsen for P&L-resultaterne i Black-Scholes strategien med interpoleret implicit hedge-
volatilitet er dermed 17.88141. Med kendskab til middelveerdi og standardafvigelse kan vi finde kon-

fidensintervallet for middelvaerdien af P&L-resultaterne. Formlen for konfidensintervallet med konfi-
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densniveauet « er givet ved:
——h ) —h ——h . ———h
CI =S E|P&Ly| — |5V |P&Ly| x q;_1,, E|P&Ly| + |5V [P&Ly| X q_1, ¢
2 2

hvor ¢, udggr fraktilen i std. normalfordelingen for sandsynligheden «. For ovenstaende benchmark-
strategier betragtes folgende middelveerdier, standardafvigelser og konfidensintervaller for niveauet
a = 0.05 (et 95% konfidensniveau)

| Middelveerdi  Standardafvigelse  CI (v =0.05) CI (o = 0.95)

Faste parametre 4.77744 19.60063 -3.81276 13.36763
Interpolerede parametre 4.99923 17.88141 -2.83750 12.83596

Tabel 4: KONFIDENSINTERVAL FOR BLACK-SCHOLES STRATEGI

Strategien med interpoleret hedgevolatilitet har bade en stgrre middelveerdi og lavere standardaf-
vigelse end strategien med fast hedgevolatilitet. Dens P&L-resultater er saledes markant bedre end
benchmark. Imidlertid er nedre konfidensniveau ikke positivt for nogen af strategierne, dermed kan vi

med 95% sandsynlighed for begge udelukke, at strategien yder volatilitetsarbitrage.

Hvorvidt en strategi yder volatilitetsarbitrage aftheenger bade af kgbestrategien (opsatning af ) og
strategiens afdaekningspraestation under afdsekningshorisonten. Det er da muligt for de fglgende stra-
tegier at yde en volatilitetsarbitrage, safremt at de yder en bedre kobestrategi og afdeekningspraesta-

tion.

11.6 EWDMA'’s empiriske resultater

Den fgrste strategi vi prgver at finde volatilitetsarbitrage med er EWMA-strategien. Nar realiseret
volatilitet estimeres med EWMA-modellen foreligger parametervalget for A. Men som naevnt tidligere
leder forskellige fejlstatistikker til forskellige estimater af denne. Vi tager derfor udgangspunkt i de
optimale parametre beskrevet i afsnit 8.3, fundet ved reducering af hhv. RMSE og HRMSE, A =
0.89687 og A = 0.98235. Vi vil derudover sammenligne resultaterne med A = 0.97, svarende til det
optimale parametervalg ifglge Mina og Xiaos forskning fra 2001. Denne forskning opstiller A’s stgrrelse
ud fra RiskMetrics??, hvilket ogsa ofte anses som vaerende en af de mest udbredte estimatorer i den
virkelige verden?!. Vi bruger ogsa her to forskellige implicitte hedgestrategier, den ene hvor vi har
en fast implicit hedgevolatilitet, som vi fastsaetter nar vi kgber/szlger optionen, og den anden med

implicit hedgevolatilitet interpoleret i volatilitetsfladen.

20 Jorge Mina & Jerry Yi Xiao (april 2001): Return to RiskMetrics: The Evolution of a Standard, RiskMetrics Group,
Inc.

2'Ricardo Suganuma (oktober 2000): Reality Check for Volatility Models, oktober 2000, University of California, San
Diego
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11.6.1 EWMA fast hedgevolatilitet

Ved brug af en fast implicit hedgevolatilitet for hver option, betragter vi P&L-stier for EWMA-
kgbsstrategierne i figur 17 nedenfor:

(a) A=0.89687 (RMSE) (b) A=0.98235 (HRMSE)
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Figur 17: P&L-STIER FOR z = g™
MED %! MODELLERET VED EWMA

Ovenstaende figur viser P&L-stierne for afdsekningsstrategien med fast implicit hedgevolatilitet, givet
nar vi keber/salger optionen, og A er estimeret ved brug af hhv. RMSE, HRMSE og RiskMetrics.
Her repraesenterer de massive linjer i hvert plot stier med kort position i optionen (y = —1), og de
tilsvarende stiplede linjer stier med lang position i optionen (7 = 1). Resultaterne for de individuelle

optioners P&L-resultater kan ligesa iagttages i nedenstaende tabel 5:
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11.6 EWMA'’s empiriske resultater

Kontraktdato | EWMArmse FEWMAgrymse EWMARiskmetrics
2004-07-07 13.52013 13.52013 13.52013
2004-10-05 1.82318 1.82318 1.82318
2005-01-05 11.36685 11.36685 11.36685
2005-04-06 6.50737 6.50737 6.50737
2005-07-06 7.73943 7.73943 7.73943
2005-10-04 3.53228 3.53228 3.53228
2006-01-06 9.63166 9.63166 9.63166
2006-04-07 -3.54824 -3.54824 -3.54824
2006-07-07 10.03546 10.03546 10.03546
2006-10-05 7.91673 7.91673 7.91673
2007-01-08 0.20808 0.20808 0.20808
2007-04-09 2.83874 2.83874 2.83874
2007-07-09 -11.43907 -11.43907 -11.43907
2007-10-05 -5.79911 -5.79911 5.79911
2008-01-09 5.86928 5.86928 5.86928
2008-04-09 15.38216 15.38216 -15.38216
2008-07-09 -50.41407 -50.41407 -50.41407
2008-10-07 57.35539 -57.35539 57.35539
2009-01-09 0.05373 -0.05373 -0.05373
2009-04-10 -24.48797 -24.48797 -24.48797
Total 58.09201 -56.72622 38.81846

Tabel 5: RESULTATER FOR EWMA-STRATEGIERNE MED FAST HEDGEVOLATILITET

Mod forventning leder A estimeret ved HRMSE til et gevaldigt tab. Omvendt ses det at RMSE leder
til den stgrste gevinst, til trods for at denne fejlstatistik ikke tager hgjde for tidsvariation i volati-
liteten, og derfor méa anses som en mindre sofistikeret estimator for finansielt data kendetegnet ved

heteroskedasticitet.

Denne gevinst er ligesa stgrre end resultatet for strategien med RiskMetrics optimale estimator
A = 0.97 anvendt af Mina og Xiao fgr den seneste finanskrise i 2009, som altsd ma siges at veere
et umiddelbart kontraintuitivt resultat. Imidlertid skaber perioder med finansiel uro store variationer
i stokastiske faenomener som volatilitet, hvorfor RiskMetrics optimale estimator, som ikke inkluderer

data fra den seneste finanskrise, ma formodes at veere darligere tilpasset til kriseperioden i 2008-2009.

Vi betragter nu hvorvidt nogen af strategierne med 95% sikkerhed tjener penge. Dette sker ligesa
ud fra konfidensintervallet for RMSE, HRMSE og RiskMetrics (HRMSE inkl. selvom vi ved denne
strategi yder tab). Middelveerdien, standardafvigelsen og 95% konfidensintervallet for alle tre strate-

gier er da givet ved nedenstaende tabel:

| Middelvaerdi ~ Standardafvigelse  CI (v =0.05) CI (a = 0.95)
EWMARMsSE 2.90460 19.74119 -5.74720 11.55640
EWMAurMSE -2.83631 19.75164 -11.49269 5.82007
EW M Api ok Motrios 1.94092 19.86530 6.76527 10.64711

Tabel 6: KONFIDENSINTERVAL FOR EWMA STRATEGIERNE MED FAST HEDGEVOLATILITET

Ingen af EWMA-strategierne garanterer en gevinst med 95% sikkerhed. De har alle lavere middelveer-
dier og hgjere standardafvigelse end Black-Scholes strategierne, jf. tabel 4, hvorfor det vil vaere bedre

R2 . end EWMA-estimeret realiseret volatilitet i

T—1

act
pu

at anvende den tidligere repraesentation o
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evaluering af 0% > ¢"™P_ Det er tydeligt at HRMSE yder en negativ afsluttende P&L, men hvis denne
P&L med 95% sikkerhed er negativ, kan vi udlede en volatilitetsarbitrage ved at bruge den modsatte
kgbsstrategi - f.eks. hvis v = —1 ifglge HRMSE vil en modsat kgbsstrategi v = 1 med 95% sikkerhed

yde en volatilitetsarbitrage.

11.6.2 EWMA med interpoleret hedgevolatilitet

Ved brug af den interpolerede implicitte hedgevolatilitet for hver option hver dag betragtes resultaterne
for EWMA-strategierne:

(a) A=0.89687 (RMSE) (b) A=0.98235 (HRMSE)
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-- --
Contract_day Contract_day
8 . — 20040707 — 20040707
30- Ao R — 2004-10.08 0- — 20041005
7| g — 20050105 — 20050105
3 — asoeas — 20050405
o — 050708 Q. — 20050706
= — 20051004 o — 20051004
g, —amusr B0 — 2006047
I — aeorer  § — 200607-07
; — 2006-10-05 ; — 2006-10-05
B — worot0s — 20070108
= — 2007-04-08 = — 2007-04-08
— 200707.08 — 2007:07-09
— 20071005 -40- — 20071005
-30- — 20080109 — 20080109
— 20080409 — 20080409
— 20080709 — 2008.07-09
— 2008-10.07 — 20081007
— 20000109 — 20080109
— 20090410 .60 — 20090410
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
Time[years] Time[years]

(¢) A=0.97 (RISKMETRICS)

60- . gamma
- -

-

Contract_day

— zunoror
30- — 200e1005
AR, = 2005-01-05
— 2unsos0s
— 2usoros
— suns 008
— 2usotos
— s os0r
— 2soror
— 21008
— zuroros
— zuor0s00
e
— 20008
— s oros
— 2usos00
-
— w007
[
— 2uost

Mark-to-market (P&L)

-30-

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
Time[years]

Figur 18: P&L-STIER FOR z = g,
MED ¢%! MODELLERET VED EWMA

Side 84 af 131



11 EMPIRISKE RESULTATER 11.6 EWMA'’s empiriske resultater

Kontraktdato | EWMArmse FEWMAgrymse EWMARiskmetrics
2004-07-07 11.89768 11.89768 11.89768
2004-10-05 1.48275 1.48275 1.48275
2005-01-05 9.79447 9.79447 9.79447
2005-04-06 7.10229 7.10229 7.10229
2005-07-06 8.03833 8.03833 8.03833
2005-10-04 3.92987 3.92987 3.92987
2006-01-06 9.56889 9.56889 9.56889
2006-04-07 -3.15573 -3.15573 -3.15573
2006-07-07 10.33827 10.33827 10.33827
2006-10-05 7.68482 7.68482 7.68482
2007-01-08 0.16915 0.16915 0.16915
2007-04-09 1.33448 1.33448 1.33448
2007-07-09 -2.88319 -2.88319 -2.88319
2007-10-05 -4.14272 -4.14272 4.14272
2008-01-09 8.37884 8.37884 8.37884
2008-04-09 15.77426 15.77426 -15.77426
2008-07-09 -53.76396 -53.76396 -53.76396
2008-10-07 46.98630 -46.98630 46.98630
2009-01-09 3.92188 -3.92188 -3.92188
2009-04-10 -22.00112 -22.00112 -22.00112
Total 60.45557 -41.36079 29.34872

Tabel 7: RESULTATER FOR EWMA-STRATEGIERNE MED INTERPOLERET HEDGEVOLATILITET

I resultaterne betragter vi igen en negativ afsluttende P&L for EW M A rarse modellen. Den ho-
vedsagelige forskel mellem resultatet i HRMSE og de andre estimatorer er givet forskellige positioner
i portefglje nr. 18 - HRMSE har for option positionen v = —1, hvor de andre har v = 1, hvilket
giver RMSE og RiskMetrics en gevinst i denne portefglje. EW M Aryrsg giver den stgrste gevinst
med en afsluttende P&L pa 60.45557. Dette sker til trods for at denne fejlstatistik ikke tager hgjde for
tidsvariation i volatiliteten/variansen. Denne gevinst er ogsa storre end RiskMetrics estimator anvendt
af Mina og Xiao fgr den seneste finanskrise i 2009. RMSE’s stgrre gevinst ses i tabel 7, primzert at

skyldes de sidste 5 optioner i vores datasaet, hvor vi ser de stgrste portefgljetab/-gevinster.

Grunden til dette finder vi i betydningen af strategiernes indbyrdes estimatorer samt markedets
volatilitetsfluktuationer. RMSE strategiens lavere estimator yder en hurtigere tilpasningshastighed,
hvormed den med stgrre modtagelighed for markedets umiddelbare sendringer hurtigt tilpasser sig
udviklingen i markedet. Da de gvrige strategier har vaesentlig hgjere estimatorer, skal de bruge mere
tid pa at tilpasse sig denne udvikling. Under hgjkonjunktur er dette ikke noget stort problem for
HRMSE og RiskMetrics grundet sma sendringer i markedet. HRMSE og RiskMetrics er i modsaetning
til RMSE mindre modtagelige overfor volatilitetsstgj. Siden den implicitte volatilitet i markedet sprin-
ger voldsomt i veerdi under de sidste 5 optioner i data, pga. finanskrisens indtog, bliver strategiernes
langsomme tilpasning til markedsudviklingen en stor svaghed. Denne svaghed forplanter sig under fi-
nanskrisen i lavere afsluttende P&L’er. Vi udspecificerer denne forskel i tilpasningshastighed nsermere

1 naeste afsnit.

Hvis vi vender tilbage til EW M Apryse, betragtes modellens estimator at svare omtrent til Risk-
Metrics optimale estimator A = 0.97. Dog bliver de respektive P&L‘er meget forskellige; HRMSE'’s
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estimator resulterer i et tab, mens RiskMetrics estimator yder en gevinst. P&L-forskellen mellem
HRMSE og RiskMetric er stgrre end den tilsvarende P&L-forskel mellem RMSE og RiskMetric, pa
trods af at RMSE ikke tager hgjde for tidsvarierende volatilitet. Dette er ikke umiddelbart tydeligt
i parameterestimationen, da forskellen mellem modellernes estimerede A i HRMSE og RiskMetric er
mindre end den tilsvarende parameterforskel i RMSE og RiskMetric. Dette viser vigtigheden i para-
meterestimation og betydningen af fejlstatistikkers forskelligheder i de resulterende estimatorer, da

sma fejl kan resultere i store forskelligheder og evt. tab.

Hvis RiskMetrics estimator var optimalt da Mina & Xiao kalibrerede det i 2001, viser disse resul-
tater en tendens til tidsvariation i parameteren A. Variationerne kan muligvis veere forarsaget af
konjunkturskift i gkonomien. Inkorporering af dette vil tilpasse modellen bedre til lokale volatilitets-
modelleringer, da parameteren da inddrager de periodevis skiftende dynamikker i volatiliteten. Dette
er imidlertid mere krzevende, da A skal kalibreres fra tid til anden. Vi skal saledes ogsa efterfglgende
sammenligne de forskellige fejlstatistikker (RMSE, HRMSE, osv.) under kalibreringen, og betragte
hvorvidt disse stemmer overens. Dette ggr vores ellers meget simple model mere kompleks, da model-
lens parameter skal testes periodevis og evt. revideres ud fra historisk data. Uden denne kalibrering
med markedsdata vil EWMA modellens validitet som volatilitetsmodel kompromitteres, og en even-

tuel hedge med udgangspunkt i modellen vil vaere ungdvendigt risikabel.

Vi kan for de interpolerede implicitte hedgevolatiliteter ligesa opstille fglgende middelveerdi, stan-

dardafvigelse og 95% konfindensinterval i nedenstaende tabel for hver EWMA-strategi:

| Middelvaerdi ~ Standardafvigelse  CI (v =0.05) CI (a = 0.95)

EWMARrMmsE 3.02278 18.35172 -5.02007 11.06563
EWMAprMSE -2.06804 18.49058 -10.17175 6.03567
EW M ARiskMetrics 1.46744 18.55093 -6.66272 9.59759

Tabel 8: KONFIDENSINTERVAL FOR EWMA-STRATEGIERNE
MED INTERPOLERET IMPLICIT HEDGEVOLATILITET

Ligesom i tabel 6 kan vi heller ikke med interpoleret hedgevolatilitet bekreefte at strategierne genererer
en volatilitetsarbitrage med 95% sikkerhed. Vi ser dog i tabel 8, at intervallerne er blevet teettere
grundet en laverede standardafvigelse. Den lavere standardafvigelse fglger af feerre afvigelser fra den

forventede P&L-veerdi for implicit hhv. interpoleret volatilitet end fast hedgevolatilitet.

11.6.3 Kommentar til EWMA

Selvom vi i hele afsnit 11.6 udelukkende bruger EWMA estimation af den realiserede volatilitet til at
evaluere 0% > ¢"™P_har afdaekningsvolatiliteten en stor indflydelse pa den afsluttende P&L. Betragt
i figur 19a udviklingen i den implicitte ATM-volatilitet og hvordan hver af EWMA-strategierne esti-
merer den realiserede volatilitet. I figur 19b betragtes ligesa en IGARCH(1,1) simulation af fremtidige

volatiliteter:
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Figur 19: ESTIMEREDE OG SIMULEREDE VOLATILITETER

I figur 19a ser vi en af forklaringerne bag HRMSEs darlige resultat. Grundet dens hgje A tilpasser
dens estimerede volatilitet sig langsommere til udsving i markedet end de andre metoder. Det ses
tydeligt i chokket i hgjre side af grafen, hvor vi oplever de fgrste faser af finanskrisen 2008. I starten
af chokket halter HRMSE volatiliteten efter de gvrige metoder og topper ogsa senere. Da volatiliteten
igen aftager i markedet, tager det laengere tid for HRMSE at tilpasse sig det lavere volatilitetsniveau,

og ender til slut ogsa meget hgjere end de gvrige metoder.

Det hgje A\ giver en stor vaegt i tidligere volatiliteter, men dermed veegter HRMSE nutidige obser-
vationer af afkastet meget lavere end de alternative estimatorer. De nutidige observationer af afkastet
er modellens eneste reference til markedets udvikling, hvorfor denne lave vaegt yder en noget forsinket

tilpasning.

De simulerede IGARCH(1,1)-volatiliteter forteeller ogsa vigtige ting om fgrnsevnte teori bag EWMA-
modellen. Her betragtedes IGARCH(1,1)-processen med w = 0, som modellen bygger pa, hvori vari-
ansen konvergerer mod langtidsniveauet w = 0 for ¢ — oco. Vi udleder dermed en uoverensstemmelse
mellem de estimerede og simulerede volatiliteter i hhv. figur 19a og 19b. De estimerede volatiliteter
passer ikke ind i modellens teori om konvergens mod 0. De simulerede volatiliteter i et tidsrum ef-

ter vores data ophgrer, konvergerer derimod med sikkerhed mod 0 nar ¢ — oo, som Nelsom beskrev det.

Dermed er IGARCH(1,1) med w = 0 en fejlhaeftet volatilitetsmodel, under simulation af den fremtidige
volatilitet, da vi kraever et strengt positivt niveau for volatiliteten pa markedet. Et volatilitetsniveau
pa nul vil resultere i et kollaps af optionsteorien, da der ikke leengere vil veere nogen risiko/usikkerhed
i udfald for det underliggende aktiv og optionen. Volatilitetsniveauet i figur 19a er ligesa strengt po-
sitivt. Med disse resultater kan vi dermed udlede, at EWMA-modellen baseret pa markedsdata retter
den driftlgse IGARCH(1,1) til, da den markedsbaserede volatilitet ikke kollapser mod nul. Dette skyl-

des at den dagligt bliver opdateret med aktuel data fra markedet, og ikke kan forecaste volatiliteten
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frem mere end en dag.

11.6.4 Konklusion pa EWMA med implicit volatilitet

EWMA-modellen med parameteren A bestemt ved RMSE og HRMSE kan begge forbedres ved brug af
varierende hedgevolatilitet. Modsat ser vi, at EWMA med RiskMetrics A far lavere afsluttende P&L-
resultat med varierende hedgevolatilitet. Den eneste forskel der er pa de tre strategier, er hvornar vi
kgber og salger optionen. F.eks. seelger HRMSE-strategien option nr. 18, hvilket ender med at give
den tabet 46.98630. Dette er den umiddelbart store forskel pa, at RMSE og RiskMetrics far en positiv
afsluttende P&L til forskel fra HRMSE, da disse strategier kgber option nr. 18.

Dermed konkluderer vi at RMSE og HRMSE har hhv. den ”bedste” og ”darligste” kgbsstrategi blandt
disse tre metoder baseret pa det givne dataseet. Dette ggr sig geeldende, bade nar vi benytter den im-
plicitte volatilitet som en fast- eller varierende hedgevolatilitet. Dog er der for ingen af disse strategiers

konfidensintervaller, der indikerer, at vi med 95% sikkerhed vinder en volatilitetsarbitrage.

11.7 P&L for EGARCH med implicit volatilitet

I forbindelse med estimation af den realiserede volatilitet ud fra EGARCH-modellen tager vi udgangs-
punkt i "rugarch”-pakken i R, som hjezlper os med at lave EGARCH-modellen. EGARCH modellens
estimation sker ud fra de 110 tidligere veerdier af log-afkast pa indeksprisen, der skal definere vores
gennemsnitlige afkast . Derudover antager vi, at afkastet folger modellen:

Ry = p+ ey,

hvor R; er log afkastet pa tidspunkt ¢, og &; er fejlen i modellen pa tidspunkt ¢.

Vi gar ud fra, at fejlen er tidsafhesengig og ikke-konstant, derfor skal vi bruge EGARCH til at estimere
variansen pa fejlene. Nar vi har estimeret de 5 parametre i EGARCH-modellen pa et tidspunkt ¢, vil vi

herefter simulere variansen frem til tidspunkt ¢t+1 for at forecaste niveauet pa den fremtidige volatilitet.

Betragt f.eks. d. 6. juli 2004. Pa dette tidspunkt har vi alle ngdvendige oplysninger for at estime-
re i EGARCH givet ved de 110 forrige afkast, dette giver os estimaterne:

o 1= —0.000669 o w=—0.677847 o o = —0.222240

e 3=0.931815 © Vooanon = —0.319918

Ovenstaende parametre udggr koefficienterne i den fittede EGARCH-model af variansen i €/, Y, o unon
ma ikke forveksles med v, som viser om vi kgber eller seelger. Denne fittede model bruges til simulerin-
gen af variansprocessen en dag frem, dvs. 7. juli 2004, med udgangspunkt i simulation ved ”ugarchsim”

fra ”"rugarch”-pakken. I denne simulering bruges de seneste estimerede parametre i vores fittede model
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til at estimere fremtidigt afkast, hvor vi da er mere interesserede i det fremtidige variansniveau. Med
andre ord simulerer EGARCH-modellen variansen o7, ud fra tid-t parametrene. Resultatet af denne
simulering er saledes et kvalificeret gaet pa volatiliteten for 7. juli 2004. Med ovenstaende parametre i
den fittede model far vi fglgende resultat/sigma:
oeniig = 0.00677413
= ofl, & 0o, - V252 = 0.107536

Vi kan observere, at ATM-optionen pa S&P 500 indekset d. 7. juli 2004 med 3 maéaneder til udlgb
handledes til den implicitte volatilitet 0.1544. Da vi i de ovenstaende resultater forventer en lavere

arlig realiseret volatilitet vil vi derfor salge call optionen ( = v = —1).

Denne fremgangsmetode udfgrer vi hver gang vores igangveerende option udlgber, og vi skal til at
kgbe eller szlge en ny option. Kgbestrategien i EGARCH er saledes baseret pa at repraesentere den

realiserede volatilitet 0% ved den EGARCH-estimerede arlige realiserede volatilitet Jgfﬁg og evaluere

uligheden 0% > ¢'™P ligesom fgr. Dette udleder fslgende P&L-stier for EGARCH kgbestrategien med
afdackning ved hhv. fast og interpoleret implicit hedgevolatilitet:

(a) EGARCH FAST HEDGE VOLATILITET (b) EGARCH INTERPOLERET HEDGE VOLATILITET

gamma gamma
60- - —

== ==

Contract_day Contract_day
2004-07-07

N
<

2004-07-07
40- 2004-10-08 2004-10-08

— 2005:01-05 20050108
— 2005-04-06 20050408
— 2005-07-06 20050708
20051004
2006-01-06
2006-04-07
2006-07-07
2006-10-05

2007-01-08

20- — 2006-04-07

Mark-to-market (P&L)
Mark-to-market (P&L)

2007-04-09
2007-07-09
2007-10-05
2008-01-09
2008-04-09
2008-07-09
2008-10-07

20000109

-20-

2000-04-10

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
Time[years] Time[years]

2000-04-10

Figur 20: P&L-STIER FOR AFDAKNING MED IMPL. HEDGEVOLATILITET,
%! MODELLERET VED EGARCH

Resultaterne for de enkelte P&L-stier ses i tabel 9:
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Kontraktdato | EGARCHfizea FEGARCH fi0at
2004-07-07 13.52013 11.89768
2004-10-05 1.82318 1.48275
2005-01-05 -11.36685 -9.79447
2005-04-06 6.50737 7.10229
2005-07-06 7.73943 8.03833
2005-10-04 3.53228 3.92987
2006-01-06 9.63166 9.56889
2006-04-07 -3.54824 -3.15573
2006-07-07 10.03546 10.33827
2006-10-05 7.91673 7.68482
2007-01-08 0.20808 0.16915
2007-04-09 2.83874 1.33448
2007-07-09 -11.43907 -2.88319
2007-10-05 -5.79911 -4.14272
2008-01-09 -5.86928 -8.37884
2008-04-09 15.38216 15.77426
2008-07-09 50.41407 53.76396
2008-10-07 57.35539 46.98630
2009-01-09 0.05373 3.92188
2009-04-10 24.48797 22.00112
Total 173.42382 175.63911

Tabel 9: RESULTATER FOR EGARCH-STRATEGIERNE

Vi betragter en markant hgjere afsluttende P&L for strategien med fixed implicit volatilitet pa
173.42382 i forhold til alle tidligere strategier. Den tilsvarende strategi med en float implicit vola-
tilitet har en afsluttende P&L pa 175.63911, hvilket er en stigning pa lidt over 1%. Det vil sige, at
det ogsa i EGARCH kan betale sig at opdatere hedgevolatiliteten med nylig data fra volatilitetsfladen.

Vi vil nu udregne middelvaerdierne, standardafvigelserne og konfidensintervallerne for disse to strate-
gier, og undersgge om der er en mulighed for positiv gevinst.
| Middelveerdi  Standardafvigelse  CI (o =0.05) CI (a = 0.95)

EGARCH fix 8.67119 17.87312 0.83809 16.50429
EGARCH float 8.78196 16.28563 1.64459 15.91932

Tabel 10: KONFIDENSINTERVAL FOR EGARCH STRATEGI MED IMPL. VOL

Ud fra tabel 10 iagttages begge strategier at give en positiv P&L-gevinst indenfor et 95% konfidens-
interval. EGARCH med interpolerede hedgevolatilitet har en mindre standardafvigelse, hvilket giver
et teettere konfidensinterval med en hgjere nedre greense men lavere gvre greense. Anvendelse af den
interpolerede hegdevolatilitet yder en mindre hedgefejl over alle portefsljer. Mange af de negative in-
dividuelle P&L-resultater forbedres, men vaerdien af portefslje 18 er imidlertid ogsa reduceret. Samlet
set vurderes EGARCH at have en rigtig god kegbsstrategi, og far dermed en hgj afsluttende P&L.
Da kgbsstrategien er den samme for EGARCH med hhv. fast og varierende implicit hedgevolatili-
tet, kan forskellen mellem P&L’erne udelukkende tilskrives afdsckningen af optionen. I betragtning af
standardafvigelsen yder EGARCH float en mere sikker strategi, men EGARCH fix har pa den anden
side en hgjere mulig gevinst angivet af det gvre konfidensniveau. Det afhsenger saledes af investors

risikoaversion hvilken strategi vedkommende foretrackker.
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11.8 EWMA og EGARCH med realiseret volatilitet

Stierne fra de seneste afsnit om EWMA og EGARCH er som nsevnt genereret ved anvendelse af
implicit hedgevolatilitet. Vi vil nu udfgre samme gvelse for afdeekning ved realiseret hedgevolatili-
tet. I EGARCH-strategien vil vi ligesa opstille en forecastet realiseret volatilitet, som varierer under
afdaekningshorisonten analog til den interpolerede implicitte volatilitet. I denne sammenhaeng kali-
breres EGARCH-modellen til de seneste 110 daglige log-afkast umiddelbart for optionen kgbes og
i samme stund forecastes den realiserede volatilitet 62 dage frem, hvilket vi undervejs anvender til
afdaekning. Kgbestrategien for optionen tager i EGARCH dog stadig udgangspunkt i den fgromtalte

1-dags-simulering.

P&L-stierne for EGARCH med hhv. fast og forecastet realiseret hedgevolatilitet ses nedenfor i fi-
gur 21:

(a) EGARCH FIXED (b) EGARCH FLOAT
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Figur 21: P&L-STIER FOR AFDAEKNING MED o
REALISERET VOLATILITET MODELLERET VED EGARCH

Disse P&L-stier er vaesentlig anderledes i form og slutveerdi end de tilsvarende EGARCH-stier med
implicit hedgevolatilitet jf. tidligere figur 20. For float strategien (forecastet realiseret volatilitet) be-
tragtes den afsluttende P&L 104.72956, hvilket er vaesentlig lavere end den tilsvarende afsluttende
P&L pa 155.12453 for fixed (fast realiseret volatilitet). Resultaterne for de individuelle P&L-stier kan
ogsa betragtes i tabel 7 pa side 85. Vi betragter et lavere resultat for afdeekning med forecastet end
fast realiseret volatilitet, hvilket umiddelbart strider mod resultaterne fra den implicitte afdsekning.

Vi beskriver disse resultater nsermere i naeste afsnit.

Samme gvelse opstiller vi for EWMA-modellens estimation af den realiserede volatilitet. Vi er ikke i
stand til realistisk at forecaste realiseret volatilitet i EWMA, da den praedikterede IGARCH(1,1) vo-
latilitetsproces konvergerer mod langtidsniveauet w = 0. Derfor vil vi udelukkende tage udgangspunkt

i afdeekning med fast realiseret hedgevolatilitet. De dertilhgrende P&L-stier betragtes dermed:
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(a) A=0.89687 (RMSE) (b) A=0.98235 (HRMSE)
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Figur 22: P&L-STIER FOR 2 = 0%, REALISERET VOLATILITET MODELLERET VED EWMA

Igen iagttager vi markante szendringer i ovenstaende P&L-stier med afdsekning ved realiseret hedgevo-
latilitet i forhold til de tilsvarende stier for EWMA med afdsekning ved implicit hedgevolatilitet. De
afsluttende P&L-resultater har ligesa sendret sig, men er imidlertid faldet i veerdi jf. tabel 11. Dette
mgnster gar igen for samme gvelse med EGARCH, hvorfor vi i naeste afsnit ogsa vil se nsermere pa

disse resultater og sammenligne dem med hinanden.
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11 EMPIRISKE RESULTATER 11.8 EWMA og EGARCH med realiseret volatilitet

Kontraktdato RMSE HRMSE RiskMetrics EGARCHfizea EGARCH fioa1
2004-07-07 8.09334 8.87379 9.14867 9.44450 10.62487
2004-10-05 2.79150 3.00770 2.94503 4.58013 3.02242
2005-01-05 7.33902 8.42251 8.10476 -11.96755 -9.15423
2005-04-06 3.58283 3.98732 3.82333 4.31025 3.76420
2005-07-06 7.74261 7.64032 7.65365 8.10466 8.23335
2005-10-04 3.78412 3.69635 3.72431 3.72553 3.74623
2006-01-06 8.31442 8.48264 8.30283 5.15633 5.64017
2006-04-07 -3.82290 -3.78014 -3.77767 -3.77896 -3.83110
2006-07-07 10.07499 10.50102 10.31217 10.93568 9.97300
2006-10-05 10.48776 9.30645 9.81535 17.59707 8.65714
2007-01-08 -11.89940 -7.60150 -9.48745 -10.81197 -10.63881
2007-04-09 5.52069 4.50912 3.77715 23.62183 5.56754
2007-07-09 -17.82148  -17.43593 -17.16371 -17.80488 -17.28236
2007-10-05 -3.85075 -5.66141 5.89041 7.74846 -6.47611
2008-01-09 5.50802 5.64752 5.54384 -7.61389 -8.25287
2008-04-09 15.35225 15.36653 -15.51370 10.69165 14.60982
2008-07-09 -55.14748  -55.04243 -55.66222 41.01381 46.93129
2008-10-07 44.30830 -59.39271 55.41083 33.30855 9.46553
2009-01-09 0.74893 -0.04313 -0.09821 2.50445 2.83778
2009-04-10 -26.56625  -29.06442 -28.14069 24.35888 27.29170
Total 14.54052  -88.58038 4.60865 155.12453 104.72956

Tabel 11: RESULTATER FOR LOKAL VOL STRATEGIERNE MED INTERPOLERET HEDGEVOLATILITET

Vi betragter markant reducerede resultater for samtlige EWMA-strategier med afdaekning ved reali-
seret hedgevolatilitet. Vi betragter middelveerdi, standardafvigelse og konfidensinterval for de indivi-
duelle portefgljers P&L-resultater i hver strategi jf. tabel 12, og finder ogsa her markante sendringer i
forhold til tabel 6, 8 og 10.

Middelveerdi  Standardafvigelse CI (« =0.05) CI (a = 0.95)
EWMARMSE 0.72703 19.16722 -7.67322 9.12728
EWMAyrMSE -4.42902 20.80179 -13.54564 4.68760
EW M ARiskMetrices 0.23043 20.76875 -8.87171 9.33257
EGARCH fix 7.75623 14.92775 1.21397 14.29848
EGARCH float 5.23648 14.11548 -0.94979 11.42274

Tabel 12: KONFIDENSINTERVAL FOR EGARCH STRATEGI MED IMPL. VOL

Middelveerdierne er veesentlig lavere og standardafvigelsen vaesentlige hgjere for samtlige EWMA-
strategier. For EGARCH ser vi lavere middelveaerdier, men oplever derimod ogsa lavere standardafvi-
gelser end for den tilsvarende afdaekning med fast/interpoleret implicit hedgevolatilitet. For EGARCH
fix betragtes et positivt 95% konfidensinterval, hvorledes strategien med 95% sikkerhed yder en vola-
tilitetsarbitrage. Derimod kan vi med en sendret hegdevolatilitet stadig ikke generere en volatilitets-
arbitrage med 95% sikkerhed for EWMA-strategierne.

11.8.1 Kommentar til EGARCH

En af de store forskelle der er ved EGARCH med fast realiseret- ift. gvrige hedgevolatilitetter, er
portefglje 10 som handles d. 5. oktober 2006. Her far strategien en betydelig stgrre P&L med fast
realiseret hedgevolatilitet. Arsagen til dette er hovedsageligt at EGARCH estimerer den realiserede
hedgevolatilitet til 0.042 eller 4.2%. Evaluering af uligheden 0% > o™ giver, med den implicitte
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volatilitet 0.1228 eller 12.28%, saledes en kort position i call-optionen. Med denne lave hedgevolatilitet
er vores delta veesentlig storre, og 1 denne periode udvikler indeksprisen sig fra $1353.22 til $1412.84.
Dvs. med den stgrre position i underliggende tjener portefgljen flere penge i takt med en stigende
indekspris. Det praecis samme sker for portefglje 12 (som starter den 9. april 2007). Her estimerer
EGARCH vores hedgevolatilitet til 0.03038 eller 3.038%. Vi salger optionen grundet hgjere implicit
volatilitet, hvilket medfgrer at vores delta er stgrre med denne reducerede hedgevolatilitet og i samme
periode stiger spotprisen fra $1444.61 til $1531.85.

For EGARCH med varierende hedgevolatilitet ses et negativt resultat for portefslje 14 (som star-
ter d. 5. oktober 2007), men den samme portefglje har et positivt resultat ved anvendelse af EGARCH
med fast hedgevolatilitet. Arsagen til den darlige preestation i EGARCH med varierende hedgevolati-
litet er periodens simulerede EGARCH-volatiliteter. Modellen estimerer, nar vi handler optionen, at
volatiliteten stiger fra 0.05595 eller 5.595% til 0.17681 eller 17.681% under optionens levetid. Med den-
ne volatilitetsudvikling gges positionen i det underliggende aktiv, fordi sandsynligheden for drastiske
endringer i indeksprisen er stgrre. Efterhanden som optionen nsermer sig udlgb vokser volatiliteten
gradvist, men med kortere tid til at realisere spring i indeksprisen. Dvs. to modsatrettede effekter pa
vores delta-position. I denne periode fluktuerer spotprisen meget op og ned, men hovedsageligt med
retning nedad da spotprisen starter ved $1557.59 og ender ved $1409.13. Med den voksende implicitte
volatilitet i denne periode far EGARCH med varierende hedgevolatilitet ikke lige s meget ud af de
positive sendringer undervejs. Iseer midtvejs i optionens levetid betragtes store sendringer i spotprisen,
iseer opadgaende, og her far EGARCH med den faste hedgevolatilitet pa 0.05595 mere ud af den po-
sitive sendring end EGARCH med den varierende (og voksende) hedgevolatilitet.

De samme effekter kan ligesa betragtes i portefplje 18 (som starter d. 7. oktober 2008). Her star-
ter volatiliteten ved 0.75703 eller 75.703% og ender ved 2.47431 eller 247.431%. Det er ogsa i denne
periode at spotprisen har de stgrste sendringer med daglige sendringer pa over $30 (i denne periode
ses daglige sendringer pa mere end $30 hele 25 gange i bade positiv og negativ retning). Med dette ni-
veau for den realiserede volatilitet og et markant lavere niveau for den implicitte volatilitet pa 40.07%
taler uligheden ¢®! > ¢ klart for en lang position i optionen. Under afdaekningen findes ligesa sto-
re afdaekningsfejl, da sandsynligheden for at ende I'TM skeevvrides veesentligt nar hedgevolatiliteten
neermer sig 247.431%, naesten uanset hvor stor forskel vi ser mellem strike- og spotprisen. Dette giver
markant stgrre positioner i det underliggende aktiv, end hvis vi f.eks. havde afdeekket med implicit
volatilitet eller bare holdt startvolatiliteten fast. Disse store positioner er i sidste ende haeftet med

omkostninger, da spotprisen senkes fra $996.23 til $890.35 og optionen ender OTM.

11.9 Sammenligning af resultater for EWMA og EGARCH

For bedre at kunne analysere og sammenligne alle de empiriske resultater betragtes strategiernes

afsluttende P& L-resultater i nedenstaende tabel:
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Metode \ Hedgevolatilitet ‘ Fast o™ Interpoleret ™  Fast g%
EWMA (RMSE: A = 0.89687) 58.09201 60.45557  14.54052
EWMA (HRMSE: A = 0.98235) | -56.72622 -41.36079  -88.58038
EWMA (RiskMetrics: A =0.97) | 38.81846 29.34872 4.60865
EGARCH 173.42382 175.63911 155.12453

Tabel 13: P&L-STIER FOR EWMA OG EGARCH

Bemaerk at EGARCH float ikke er repraesenteret i tabellen ovenfor, da vi ingen resultater har for
EWMA-strategierne med ligende hedgevolatilitet. I ovenstaende tabel ses betydningen af hvilken vo-
latilitet vi anvender til afdeekning. Alt efter hvilken metode vi bruger til at estimere/forecaste vola-
tiliteten pa markedet, og hvilke afdsekning vi anvender, ses vidt forskellige P&L-resultater. For hver
metode sendres kgbestrategien ikke for de forskellige hedgevolatiliteter, dvs. resultaterne raekkevis ude-

lukkende kan sammenlignes pa afdsckningspraestation.

Vi betragter en bedre afdackning med den interpolerede implicitte volatilitet i EWMA-strategierne,
da P&L’erne for disse har lavere standardafvigelse end de tilsvarende med fast implicit hedgevolati-
litet. For EW M AprymsE, som har mange stier med negative veerdier, betyder dette feerre udsving
og dermed bedre P&L-resultat, og for EW M ARiskMetrics, Som har mange stier med positive veer-
dier, reduceres veerdien pa mange af disse stier. EW M Arpysg har et hgjere P&L-resultat med den
interpolerede volatilitet, hvilket skyldes en bedre respons i afdeekningen pa de observerede daglige vo-
latilitetseendringer. Afdaekningen svarer her til afdaekningen anvendt i Black-Scholes med interpoleret
implicit hedgevolatilitet, dvs. forbedringen direkte svarer til den samme forbedring vi tidligere iagttog

for Black-Scholes med interpoleret ift. fast implicit hedgevolatilitet.

Hvis vi betragter EGARCH ses mindre forskelle mellem de afsluttende P&L’er for hhv. fast og in-
terpoleret implicit volatilitet, men en stgrre forskel mellem disse og afdaekning med realiseret volati-
litet. Trods de implicitte strategiers hgjere resultater er standardafvigelserne for disse strategier hhv.
17.87312 & 16.28563 hgjere end standardafvigelsen pa strategien med fast realiseret hedgevolatilitet pa
solle 14.92775. Da strategierne udnytter samme kghbsstrategi for optionen, ma risikoen forbundet med
P&L-resultaterne da veere mindre i strategien med realiseret volatilitet. Imidlertid er standardafvigel-
sen et udtryk for variation i P&L-resultaterne efter afdsekningshorisonten. For EGARCH-strategien
med realiseret volatilitet betragtes meget fluktuerende stier jf. figur 21. Standardafvigelsen beretter
ikke om meengden af stokastik i stierne under afdsekningshorisonten, hvorfor den i teorien burde veere
storre under afdaekning med implicit volatilitet (da implicitte stier divergerer, som vist i Willmott

eksperimentet).

Hvis vi nu vender blikket tilbage til stgrrelsen pa de afsluttende P&L’er, sa kan det diskuteres, hvil-
ken model der er bedst. EGARCH yder en markant hgjere gevinst i den afsluttende P&L, en fordel
for en option/Equity-trader der sgger at maksimere overskuddet ved handel med optioner og repli-

kerende strategier. Modellens bedste afsluttende P&L er naesten 300% storre end EWMA-modellens
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bedste. Hvis vi i stedet bestraeber os pa at opna P&L-resultater svarende til den perfekte hedge, sa
er EWMA-modellen formodentlig bedre. Med udgangspunkt i RMSE eller RiskMetrics betragtes de
P&L-resultater der sandsynligvis kommer tasettest pa denne teoretiske vaerdi, og dermed en perfekt
hedge i betragtning af de optionsvise P&L-resultater. I opsummering fungerer EGARCH godt i et
profitmaksimerende perspektiv og EWMA godt i bestraebelse pa resultater svarende til de teoretiske
resultater vi sa 1 Willmott. I det lys skal det i gvrigt bemeerkes, at RiskMetrics estimator er den mest

optimale i EWMA-modellens bestraebelse pa at tilnszerme den teoretiske P&L-vzerdi.

11.10 Hestons empiriske resultater

De lokale volatilitetsmodeller EWMA og EGARCH er indenfor volatilitetsmodellering ikke det mest
komplekse, vi agter at teste. Den stokastiske volatilitet i Heston er vaesentlig mere avanceret og kraeven-
de at anvende til estimering af den realiserede volatilitet. Estimation i Heston tager udgangspunkt
i de simulerede veerdier for det underliggende aktiv og volatiliteten, som beskrevet i afsnit 9.7.2. 1
simuleringen har vi behov for at kende parametrene vy, k, 6, 1 og p, hvis optimale veerdier estimeres i
en kalibreringsmetode svarende til den beskrevet i afsnit 9.8. I denne metode rekalibreres parametrene
for hver option pa data dagen for vi agter at kgbe/szlge optionen.

Kgbsstrategien i Heston-modellen bygger pa evaluering af den modificerede ulighed o™ > oH,

hvori vi agter at kgbe optionen, safremt denne er sand, og szlge hvis den er falsk. Her udger o
den unikke volatilitet der lgser VB9 (cH) = Vfieston () (vi kalder den derfor Hestons implicit-
te volatilitet). Med denne opssetning betragtes P&L-stier for Heston-modellen med kalibrering inkl.
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Figur 23: P&L-STIER FOR HESTON MED FELLER-BETINGELSE

Figur 23 angiver P&L-stierne for Heston-modellen med omtalte kgbsstrategi og afdeekning ved Hestons
A. Modellens parametre er vist i Bilag B. De ovenstaende P&L-stier giver os en afsluttende P&L
pa 162.53516. I denne strategi har vi benyttet alle parameterkriterier fra afsnit 9.8 i kalibreringen,
men som beskrevet i afsnittet kan kriterium v) (Feller-betingelsen) udelades. Med denne betingelse

udeladt ender strategien med komplet andre resultater. Resultaterne for denne kalibrering, hvor Feller-
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betingelsen ikke indgar, kan betragtes i fglgende:
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Figur 24: P&L-STIER FOR HESTON UDEN FELLER-BETINGELSE

Vi ser pa ovenstaende figur, at P&L-stierne for denne kalibrering er anderledes end i figur 23, og det
afsluttende P&L-resultat er ligesa stgrre. [ denne kalibrering er det afsluttende P& L-resultat 215.94099,
hvilket er vaesentlig hgjere end for kalibreringen med Feller-betingelsen. De fundne parametre for

kalibreringen er vist i Bilag C.

11.10.1 Sammenligninger af Heston resultater

Som naevnt i sidste afsnit er det muligt at udelukke Feller-betingelsen fra kalibreringen beskrevet i af-
snit 9.8. Feller-betingelsen patvinger greensen 2x6 —71? > 0 under optimering af konvergenshastigheden
k i variansprocessen. Dette sgrger for at variansen i CIR-processen aldrig kan ramme den reflekterende
barriere i 0. Men parameteren k begraenses imidlertid allerede af kriterium iv), hvorfor det er muligt
at udelade Feller-betingelsen fra kalibreringen. Derfor vil denne strategi fremadrettet vaere kendt som
Hestonggppe- Safremt Feller-betingelsen udelades gges fleksibiliteten i parameterkalibreringen, hvilket
skulle muligggre bedre estimation af volatiliteten. Vi betragter specifikt at den afsluttende P&L for

Hestonyapp, er omtrent 33% storre end strategien hvor Feller-betingelsen indgar i kalibreringen.

Kgbsstrategien for disse to P&L-resultater er identiske, dvs. vi kgber/sazlger samme optioner un-
der begge kalibreringsmetoder. Betragt f.eks. den forste portefglje (som handledes d. 2. juli 2004),
her 1a den implicitte ATM-volatilitet i markedet pa 0.1544 eller 15.44%, mens Heston (med Feller-
betingelsen) estimerer en implicit volatilitet pa 0.1695 eller 16.95%, hvorfor vi agter at szlge optionen.
Den implicitte volatilitet for Hestonygpp, estimerer en volatilitet pa 0.16977 eller 16.977%, dvs. vi ogsa
her vil szlge optionen. Da de to strategier udleder approksimativt samme volatilitet, og derfor har
samme kgbsstrategi for optionen, ma sendringen i de to resultater udelukkende komme fra strategier-

nes afdackning (i modsaetning til EWMA, hvor forskellige estimatorer gav forskellige kgbsstrategier).

Da parametrene er kalibreret med hver sin metode, bliver stgrrelsen af de dertilhgrende A’er for-
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skellig i de to strategier. Specifikt tager Hestongqpp, stérre positioner i det underliggende aktiv i de
rette portefgljer. Saledes tjener strategien mere, da den replikerende portefglje yder en stgrre indtaegt,
hvis vi szelger optionen, og som regel et mindre tab hvis vi kgber. I nedenstaende tabel 14 findes de

individuelle portefgljers P&L-resultater:

Kontraktdato Heston Hestongappa
2004-07-07 12.28010 10.49653
2004-10-05 4.19484 4.89936
2005-01-05 13.05903 12.61026
2005-04-06 5.01973 3.26341
2005-07-06 10.36770 10.96298
2005-10-04 4.46130 4.26216
2006-01-06 9.59332 9.15101
2006-04-07 -6.30127 -6.30119
2006-07-07 -12.12751 -12.17625
2006-10-05 11.20624 11.53886
2007-01-08 0.45716 0.14306
2007-04-09 -9.09068 -10.16717
2007-07-09 25.46469 27.57798
2007-10-05 -15.85332 -16.31428
2008-01-09 -3.87001 -5.07172
2008-04-09 -16.79468 -16.93656
2008-07-09 55.39944 56.00052
2008-10-07 42.66598 96.63676
2009-01-09 4.28424 7.35413
2009-04-10 28.11886 28.01114
Total 162.53516 215.94099

Tabel 14: RESULTATER FOR HESTON-STRATEGIERNE

Den primere forskel mellem de to Heston-kalibreringers resultater findes igen i portefglje 18 (hand-
let d. 7. oktober 2008), hvor P&L-stien for Hestonyqppe ender pa 96.63676. Dette er hgjere end alle
andre tidligere strategier for denne portefglje. Heston kalibreringen med Feller-betingelsen udleder
P& L-resultatet 42.66598 for denne portefglje, hvilket er mere i trad med tidligere resultater fra f.eks.
EGARCH-strategien.

Begge strategier har i denne portefglje lang position i optionen, hvorfor de begge vinder P&L-gevinst,
mens indeksprisen bevaeger sig meget. I Igbet af den fagrste maned af portefglje 18’s afdsekningshori-
sont har begge strategier en hurtigt voksende P&L-sti. Men derefter falder P&L-stien for Heston med
Feller-betingelsen, mens stien for Hestongpp, fortsetter veeksten lidt endnu. Hestonggpy,’s utrolige
resultat skyldes de leengere positioner strategien er villig til at tage i underliggende pa et tidligere
tidspunkt. Den replikerende portefglje har en kort position i indekset, hvilket giver en indtjening, da
indeksprisen falder i perioden. Forskellen mellem P&L-stierne finder vi da i Hestonggpp,’s tidligere

reaktion pa bevaegelsen i indeksprisen.

Vi betragter nu strategiernes middelveerdi, standardafvigelse & konfidensinterval, for bl.a. at tjek-

ke om vi med 95% sikkerhed finder volatilitetsarbitrage:
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| Middelveerdi  Standardafvigelse CI (o =0.05) CI (a = 0.95)
Heston 8.12676 18.57164 -0.01247 16.26599
Hestongappa 10.79705 26.42927 -0.78588 22.37997

Tabel 15: KONFIDENSINTERVAL FOR HESTON-STRATEGIER

Vi ser i ovenstaende tabel, at vi ikke med 95% sikkerhed kan generere en arbitragemulighed for Heston-
strategierne. Vi sa tidligere positive nedre konfidensniveauer for en raekke af EGARCH-strategierne,

men de hgjeste gvre konfidensniveauer betragtes nu for Heston i tabel 15.

Dette skyldes formodentlig at strategierne tager hgjde for mere information i markedet sammenlignet
med EGARCH og EWMA. Kalibreringen af Heston anvender nemlig hele volatilitetsfladen, hvilket
f.eks. ikke indgar i den tidligere EGARCH-kalibrering baseret pa log-afkast.

11.11 Empiriske resultater for volatilitetsfrie strategier

Da volatilitetsfrie strategier ingen forudseetning har for at evaluere uligheden 0% > "™, anvender vi
det absolutte log-afkast i underliggende umiddelbart inden optionen handles til at repraesentere den
realiserede volatilitet dvs. o ~ ,/ Rt2_1 x 252. Denne approksimation af den realiserede volatilitet er
model- og antagelsesfri, og saledes nemmest at implementere for markedsdeltagere uden kendskab til

den realiserede volatilitet / mulighed for at modellere den.

11.11.1 Real A

Real A er i denne sammenhaeng den eneste modelfrie strategi, i og med den tager udgangspunkt i mar-
kedspriserne pa optionen og indekset alene. Trods minimum-varians A’s volatilitetsfrie konstruktion
bygger denne dog pa Black-Scholes modellens A’er, hvorfor strategien ikke er fuldsteendig modelfri.
Vi betragter Real A’s P&L-stier i figur 25:
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Figur 25: P&L-STIER FOR REAL A
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Strategien lader til at yde en afdeekning med saerdeles fluktuerende P&L-stier under afdeekningshori-
sonten. Trods stiernes noget stokastiske udvikling lader de ikke til at konvergere mod et fast endepunkt,
som Willmott eksperimentet konkluderer for afdeckning med realiseret volatilitet. Tveertimod lader
slutveerdien for hver P&L-sti at variere meget kraftigt. Fglgende tabel 16 viser de individuelle optioners

P&L-resultater:

Kontraktdato Real A
2004-07-07 15.59345
2004-10-05 2.87192
2005-01-05 -12.46135
2005-04-06 11.02795
2005-07-06 -9.00357
2005-10-04 6.54948
2006-01-06 13.98579
2006-04-07 -2.34160
2006-07-07 10.27313
2006-10-05 -8.21060
2007-01-08 -4.77831
2007-04-09 4.33128
2007-07-09 -2.31538
2007-10-05 4.24692
2008-01-09 -12.67332
2008-04-09 18.82022
2008-07-09 24.53541
2008-10-07 43.27205
2009-01-09 11.07349
2009-04-10 -36.73102
Total 78.06595

Tabel 16: RESULTATER FOR REAL A

Som set i tabel 16 yder Real A strategien en samlet P&L pa 78.06595, et resultat som bemserkes er
lavere end resultatet vi fik ved anvendelse af benchmarkstrategien, Black-Scholes med fixed volatili-
tet, samt volatilitetsmodellerne EGARCH og Heston. Det ses dog ogsa at veere bedre end tilsvarende

resultater, vi tidligere sa for EWMA strategierne.

Denne model afhaenger ikke af en volatilitet, som de tidligere modeller har gjort, men derimod fuldt
ud af information om veerdierne for det underliggende aktiv og optionen. Dette viser sig ikke at veere
fordelagtigt, nar vi sammenligner dens afsluttende P&L med de gvrige modeller. Dog ses det, at Re-
al A strategien opnar en hgjere P&L end samtlige EWMA strategier. Bade Real A og EWMA er
simple modeller, i forhold til f.eks. EGARCH og Heston, som ikke kraever megen information om
markedet. Vi forventer da heller ikke meget lukrative P&L-resultater. Strategier med stgrre krav til

markedsinformation som f.eks. EGARCH og Heston udleder ligesa hgjere afsluttende P&L’er.
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Hvis vi ser pa Real A’s konfidensinterval, kan vi bedre se hvordan denne model vil klare sig pa dette

marked:

| Middelveerdi  Standardafvigelse  CI (o =0.05) CI (a = 0.95)
Real A ‘ 3.9033 16.61901 -3.38017 11.18676

Tabel 17: KONFIDENSINTERVAL FOR REAL A

Vi ser, at vi med 95% sikkerhed ikke kan udlede en arbitragemulighed. Derudover ser vi Real A
udpraesteret pa middelveerdi og standardafvigelse af modeller med mere information om markedet.
Konfidensintervallet i tabel 17 viser os derfor, at vi kan forvente et stgrre tab og mindre gevinst sam-

menlignet med konfidensintervallerne for EGARCH og Heston.

Dette underbygger vores tidligere vurdering, at mere sofistikerede afdsekningsmodeller udpraesterer
denne simple model. Imidlertid har Real A en hgjere middelveerdi og lavere standardafvigelse end
samtlige EWMA strategier bade med fast og interpoleret implicit volatilitet. Dvs. strategien giver et
gennemsnitligt hgjere udbytte end EWMA-strategierne.

Real A anvender samme kgbsstrategi som Black-Scholes med hhv. fast og interpoleret implicit vo-
latilitet, dvs. forskellen pa Real A og disse strategier kan direkte betragtes i strategiens afdeeknings-
praestation. Begge Black-Scholes strategier udleder hgjere forventet P&L for de enkelte optioner, men
ligesa hgjere standardafvigelse jf. tabel 4 end Real A. I Black-Scholes med interpoleret implicit hedge-
volatilitet betragter vi hgjere nedre konfidensniveau end for Real A, dermed kan det ogsa bedre betale

sig at anvende denne strategi end Real A.

11.11.2 Minimum-varians A

I minimum-varians A strategien er der flere muligheder for kalibrering af backbone-effekt. Idéelt ville
vi for en given option anvende backbone-effekt kalibreret til det data vi observerer under optionens
lpbetid. Dette er imidlertid ikke muligt, da disse datapunkter ikke er tilgeengelige fgr optionen er

udlgbet. Vi star saledes med 3 alternativer:

i) Lagged: For en given 3-maneders option V; handlet pa tidspunkt 7 anvendes backbone-
effekt kalibreret til den 3-maneders option V;_3);, der udlgber umiddelbart for V; handles.
Backbone-effekt er i sa fald en tidsforskudt (lagged) backbone-effekt, der ikke ngdvendigvis
passer til V., men anvendes i mangel af bedre. For de 20 optioner vi handler i perioden 2004-
2009, kraeves saledes estimering af 20 x (a, b, ¢) parametre i den kvadratiske approksimation

af backbone-effekten.

ii) Daglig rekalibrering: For option V; anvendes en backbone-effekt kalibreret til tidligere
optionsdata ligesom ovenstaende, men nu rekalibreres backbone-effekten dagligt med seneste
optionsdata vi observer undervejs i afdackningshorisonten for optionen V.. For de 20 optioner

vi handler kraeves saledes en mere kraevende estimering af 62 x 20 x (a, b, ¢) parametre.
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iii) Fast backbone-effekt: Backbone-effekten antages at veere fast for samtlige 3-maneders
optioner, og kalibreres saledes med det fulde datasset for 3-maneders optioner. Dette er
ganske vist en kalibrering, der kraever kendskab til fremtidige datapunkter, men det sker med
udgangspunkt i antagelsen om backbone-effektens faste form for samtlige 3M optioner. Det
vil derfor vaere muligt for en optionshandler at kalibrere denne backbone-effekt pa historisk
optionsdata observeret forinden begyndelsen pa vores tidshorisont, for senere at anvende den
i minimum-varians A strategiens afdeekning af mere nylige optioner. Dette forudsaetter at
backbone-effekten er fast for samtlige 3M SPX-optioner, og derfor uathsengig af hvilket 3M

optionsdatasaet den er kalibreret til. Dette kreever kun estimering af 1 x (a, b, ¢) parametre.

11.11.3 Resultater samt sammenligning

(a) MINIMUM-VARIANS-A (b) MINIMUM-VARIANS-A
LAGGED DAGLIG REKALIBRERING
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Figur 26: P&L-STIER FOR MINIMUM-VARIANS-A
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Kontraktdato | MinVar-A (lagged) MinVar-A (daglig rekalibrering) MinVar-A (fast backbone)
2004-07-07 12.45968 9.04369 12.81636
2004-10-05 0.56593 0.75028 -1.88339
2005-01-05 -11.55532 -6.37025 -10.10778
2005-04-06 6.80020 4.82699 6.54842
2005-07-06 -4.49440 -7.08749 -4.83449
2005-10-04 0.15505 4.03144 2.18669
2006-01-06 11.09854 10.98737 8.82112
2006-04-07 -2.14515 0.18829 1.13587
2006-07-07 8.17271 8.19186 7.87727
2006-10-05 -6.33343 -6.77531 -4.30575
2007-01-08 0.48832 6.92100 -1.49503
2007-04-09 -8.12829 -5.80746 -4.07951
2007-07-09 -14.88128 -5.57358 4.05109
2007-10-05 6.79690 7.25464 5.17873
2008-01-09 -20.08283 -18.28605 -17.63097
2008-04-09 9.02760 10.46230 17.36700
2008-07-09 39.30597 49.60996 43.38204
2008-10-07 28.49793 23.87359 27.05536
2009-01-09 9.84185 13.50098 12.13273
2009-04-10 -17.80371 -11.96558 -15.60783
Total 47.78627 87.77667 88.60793

Tabel 18: RESULTATER FOR MINIMUM-VARIANS A STRATEGIER

I ovenstaende figur 26 og tabel 18 kan vi se resultaterne for minimum-varians-A strategierne. Det ses
hurtigt at strategierne minimum-varians-A med fast backbone-effekt og daglig rekalibrering har de
bedste afsluttende P&L’er i tabellen pa hhv. 88.60793 og 87.77667, og lagged strategien har dermed
den darligste afsluttende P&L pa 47.78627. Dette er en lille forbedring i forhold til Real A strategien.
Dog ser vi stadig at strategierne ikke udleder ligesa hgje afsluttende P&L’er som de mere sofistikerede
volatilitetsmodeller EGARCH og Heston. Sa disse minimum-varians-A strategiers resultater under-
bygger vores forventning om darligere P&L-resultater for simple modeller ligesom Real A, og vores

praeference for afdeekning med volatilitetsmodeller bortset fra EWMA.

Hyvis vi ser isoleret pa minimum-varians-A strategierne, sa ses det at samtlige strategier har darligere af-
sluttende P&L’er end vores benchmarkstrategi. Dette virker ved forste gjekast meerkeligt, da minimum-
varians-A er en slags udvidelse af Black-Scholes. Modellen benytter A’er fra Black-Scholes, men tager
hgjde for backbone-effekten i volatiliteten modsat Black-Scholes. Grunden til de lavere afsluttende
P&L’er skyldes formentlig modellens bedre evne til at afdeekke. Hgje afsluttende P&L’er forudsaet-
ter store afdeekningsfejl i den replikerende portefglje. Minimum-varians strategierne ma formodes at
veere bedre til at minimere afdsekningsfejlen end Black-Scholes, hvilket resulterer i reducerede P&L-

resultater. Dette vil vi analysere neermere i afsnit 12.

Derudover viser resultaterne for minimum-varians-A strategierne os, at nar vi benytter sidste por-
tefgljes backbone-effekt, bliver den afsluttende P&L ringere end i de tilsvarende strategier, hvor vi
benytter andre backbone-effekter. Kun i 3 ud af de 20 portefgljer klarer minimum-varians-A lagged
strategien sig bedst af de tre kalibreringsmetoder. Det viser, at vi er bedre tjent med en lgbende

rekalibreret backbone-effekt eller en fast backbone-effekt for hele perioden.
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Den umiddelbare arsag til denne ringe praestation i minimum-varians-A lag skyldes formodentlig
uoverensstemmelse mellem den laggede backbone-effekt og backbone-effekten der passer til optionens
afdackningshorisont. Den daglige rekalibrering viser en klar forbedring i approksimationen af backbone-
effekten, blot ved anvendelse af mere nylig optionsdata. De nye dataobservationer tilpasser modellens
backbone-effekt bedre til de seneste tendenser i markedet - tendenser som den laggede strategi ikke

opfanger for naeste kalibrering.

Udover at den daglige rekalibrering yder bedre afsluttende P&L’er med nyere data, ses det ogsa at
strategiens afsluttende P&L er ca. 1% lavere end minimum-varians-A strategien med fast backbone-
effekt. Dog kan vi i den virkelige verden bedre implementere strategien med daglig rekalibrering og

sta inde for dens praestation i med det givne datasaet.

Det er ligesa spekulativt, hvorvidt antagelsen om fast backbone faktisk holder. I betragtning af den
forbedring vi ser mellem lagged- og daglig rekalibrering strategierne, kan antagelsen anfaegtes. Den-
ne forbedring er netop tegn pa en @endring i backbone-effekten for forskellige afdeekningshorisonter.
Andringen ma iseer formodes at vaere markant for optioner, der handles pa tidspunkter med finansiel
uro i markedet. Finansiel uro er synonym med prisfluktuationer og derfor hgjere volatilitet, hvorfor

fglsomheden i volatiliteten overfor det underliggende aktiv ligesa gges.

I tabel 19 finder vi ligesa lidt lavere forventede P&L’er for minimum-varians strategierne ift. Black-

Scholes strategierne jf. tabel 4 og markant lavere standardafvigelse i P&L-resultaterne.

| Middelveerdi  Standardafvigelse  CI (= 0.05) CI (o = 0.95)

MinVar A (lagged backbone) 2.38931 14.62832 -4.02171 8.80034
MinVar A (daglig rekalibrering) 4.38883 14.55833 -1.99152 10.76919
MinVar A (fast backbone) 4.43040 14.11887 -1.75736 10.61815

Tabel 19: KONFIDENSINTERVAL FOR MINIMUM-VARIANS-STRATEGIER

Dette stemmer godt overens med vores forventning om at minimum-varians strategiens bedre afdeek-
ning ferer til lavere hedgefejl og derfor lavere P&L-resultater. Da konfidensintervallet for samtlige
minimum-varians-strategier har negative nedre konfidensniveauer kan det med 95% sikkerhed udeluk-

kes, at strategien skulle generere en arbitragemulighed.

11.12 Sammenligning af resultater

Nar vi sammenligner alle resultaterne med hinanden, ser vi bl.a., at afdeekningsstrategier med en in-
terpoleret implicit volatilitet har hgjere afsluttende P&L’er end de tilsvarende strategier med enten
fast implicit volatilitet eller realiseret volatilitet. Dette geelder kun for Black-Scholes, EWMA (RM-
SE), -(HRMSE) og EGARCH-strategierne, da der i Real A og minimum-varians A strategierne ikke
anvendes hedgevolatilitet. I Heston har vi ikke haft mulighed for interpolere volatiliteten i samme

volatilitetsflade, da denne er tilpasset Black-Scholes optionspriser.
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Tendensen vi observerer ved storre P&L-resultater for afdeekning med implicit ift. realiseret hedge-
volatilitet, er forarsaget af den konceptuelle forskel mellem implicit og realiseret volatilitet. Implicit
volatilitet er markedets forventning til volatiliteten under optionens levetid modsat realiseret volatili-
tet, som er et udtryk for standardafvigelsen pa risikokilden i det underliggende aktiv. Dette estimat
af volatiliteten kan resultere i gevaldige afdaekningsfejl, da hedgeportefgljen med realiseret hedgevo-
latilitet er udsat for de direkte chok i risikokilden. Disse chok pa hedgeportefgljen kan resultere i en
gevinst, safremt kgbestrategien er korrekt opsat. Undervejs reduceres optionens tilbagevaerende Igbetid
hvorledes indvirkningen af chok pa portefgljen reduceres. Med effekten af chok reduceret nar optionen
har kort tid til udlgb, justeres veerdien af hedgeportefgljen op/ned til vaerdiforskellen mellem optionen
med realiseret og implicit volatilitet. Dette sker selvfglgelig kun approksimativt med vores begransede

kendskab til den realiserede volatilitet og diskrete afdeckningsfrekvens.

Hvis vi afdeekker med interpoleret implicit volatilitet justeres afdsekningspositionen til det reelle vo-
latilitetsniveau i markedet og saledes afdeekningsportefgljen gjeblikkeligt delta-neutral. Dette forer til
en afdeekning, som er mere folsom for udviklingen i volatiliteten. Men gget fplsomhed giver ogsa hyp-

pigere fluktuationer i P&L-stierne, hvilket gger stokastikken under afdsekningshorisonten.

Vi har ogsa set, at de simple modeller ikke kan opna samme afsluttende P&L’er, som de mere sofisti-
kerede modeller, der krzever mere information om markedet. Markedsmodellerne Real A og minimum-
varians A som ikke tager hgjde for volatiliteten, og EWMA som kun kraever information om prisen
pa det underliggende aktiv udpraesteres af mere komplekse modeller som EGARCH og Heston. Bade
EGARCH og Heston estimerer flere parametre til beskrivelse af flere effekter i markedet. Heston kraever
endda ogsa information om hele optionsmarkedet dvs. priser pa adskillige optioner til forskellige stri-
kes og lgbetider, hvilket EGARCH ikke ggr. Disse modeller kan bedre udnytte markedsdata ud fra de

adskillige modelparametre sammenlignet med de gvrige modeller.

De gvrige modeller har ogsa store faldgruber, hvor kalibreringsmetoden er vigtigt for markedsmo-
dellerne. Vaegtparameteren for den historiske volatilitet i EWMA har stor pavirkning pa modellens
estimat af morgendagens volatilitet. Bruges den forkerte metode til at estimere A i EWMA, kan det
give os en ringe kgbsstrategi, som vil resultere i tab. Hvis vi benytter en forkert kalibrering i minimum-
varians-A, udgar potentielt stgrre P&L-resultater. Samme problem sa vi ogsa i Heston modellen, hvor
vi benyttede os af to forskellige kalibreringer. Her var der ogsa stor forskel i kalibreringernes afsluttende
P&L’er. Belaegget for at kalibrere ud fra en given forestilling om markedet har derfor stor betydning

for de resulterende P&L-resultater.
I betragtning af konfidensintervallerne er EGARCH den eneste strategi, som har et positivt 95%

konfidensinterval. Dog ikke EGARCH med varierende realiseret volatilitet under afdsckningshorison-

ten. Det betyder at EGARCH er den mest attraktive strategi for arbitrageurs bade med afdaekning
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ved implicit og realiseret volatilitet.

Hvorvidt konfidensintervallet for en given strategi er godt relativt til de andre, afhsenger af options-
traderens risikoaversion. En meget risikoavers trader gnsker et positivt konfidensinterval og en lav
standardafvigelse for P&L-resultater i de enkelte optioner, da dette reducerer risikoen for negative
P&L-resultater. I sa fald vil EGARCH-strategien vaere det oplagte valg, isser EGARCH med fast
realiseret hedgevolatilitet har et hgjt nedre konfidensniveau og en lav standardafvigelse relativt til
alternative strategier. En mindre risikoavers trader vil muligvis veere tilbgjelig til at acceptere inter-
valler med svagt negative nedre konfidensniveauer og stgrre forventet P&L. T sa fald vil EGARCH
og iseer Heston strategierne veere passende, da disse har hgje middelveerdier. Heston har ligesa storre
standardafvigelse, hvilket gger det gvre konfidensniveau, og traderen i sa fald kan vinde stgrre gevin-
ster. En komplet risikoneutral investor vil udelukkende fokusere pa den maksimale forventede P&L og

dermed veelge Hestonygppe, for hvilken vi ogsa betragter den hgjeste samlede P&L.

12 Evaluering af hedgefejl

Udgangspunktet for studiet er hvorvidt afdeekning forbedres med mere komplekse volatilitetsmodeller
end Black-Scholes, og samtidig om disse modeller yder deterministiske slutveerdier og glatte stier for
afdaekning med hhv. realiseret- og implicit volatilitet. Afdaekningsfejlen i et interval [t,t + At} kan
generaliseres til e/ = AV, —AMAS, for en afdeekningsstrategi M med positionen AM i underliggende,
hvor AV, og AS; angiver hhv. priseendring i optionen og underliggende. Det har ikke veeret muligt
at fremskaffe markedspriser pa SPX-optioner med samme strike / tid til udlgb, som de anvendte her,
hvorfor vi bruger Black-Scholes modellen til modellering af optionspriser. Dette giver naturligvis et

bias i afdackningsfejlen, som vi kommenterer undervejs.

12.1 GAINs

Som tidligere naevnt anvender vi Black-Scholes modellen med fast implicit hedgevolatilitet som bench-
mark for afdackningsvurdering, da denne er nemmest at implementere og kraever mindst markedsdata.
Afdaekningsfejlen for denne P9 = AV, — ABS (0i,t)AS; giver dermed anledning til at opstille fglgende
udtryk for gavnen (GAIN) neevnt i Hull-&-Whites testafsnit?2:

Zmle) () I (v, —ayras) (12.1)

GAIN=1-— . 5
S (29) S (A, - AP (0,)A8))

Brgken beskriver forholdet i SSE mellem en given strategi og vores benchmark. Her er m antallet af

afdeekninger, hvor vi i vores tilfselde anvender m = 62 for en daglig afdeekningsfrekvens pa alle dage

22John Hull & Alan White (24. maj 2017): Optimal Delta Hedging for Options. Journal of Banking and Finance, Vol.
82, september 2017, side 7
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frem til udlgb. Det antages nemlig at vaere 63 arbejdsdage over en 3 maneders afdsekningshorisont
(vi afdaekker ikke sidste dag, da optionen praecis har veerdien (St — K)T). Med udgangspunkt i hele
dataperioden 2004-2009 ses fglgende GAIN-statistikker for alle vores strategier:

GAIN
Black-Scholes (float) -0.06031
EWMA (RiskMetrics) -0.58761
EWMA (HRMSE) -0.20073
EWMA (RMSE) -0.32550
EGARCH -1.11723
Real A -0.43932
Minimum-varians A (lag) -0.11607
Minimum-varians A (rekalibrering) 0.00903
Minimum-varians A (fast backbone) | 0.25828
Heston -1.11143
HestonKappa -0.84727

Tabel 20: GAIN-STATISTIK, FULD HORISONT

Her tager alle lokale volatilitetsmodeller udgangspunkt i afdeekning med den realiserede volatilitet
modellen frembringer, og volatiliteten holdes konstant under afdsskningshorisonten. Dette resultat
virker i forste gjekast modstridende med P&L-resultaterne vi betragtede tidligere. Isser Heston og
EGARCH opnaede fortrinlige P&L-resultater, mens de i denne statistik ikke lader til at yde en for-
bedret afdsekning ift. Black-Scholes modellen med faste parametre. Black-Scholes med interpolerede
volatilitet resulterede ligesa i hgjere forventet P&L og lavere standardafvigelse i P&L-resultater for
de enkelte portefpljer, mens GAIN-statistikken her beskriver en forveerring af afdeckningen med 6%
ift. samme strategi med faste parametre. Til sidst ser vi ogsa, at vores hypotese om bedre afdaeking i
minimum-varians-A strategierne holder bortset fra strategien med lagged backbone. Bade strategien
med daglige rekalibreringer og fast backbone har positive GAINs, hvilket betyder at strategien har

mindre afdeekningsfejl end Black-Scholes strategierne.

12.1.1 Optionsvis praestation

For at fa et mere tydeligt billede af GAINs opstiller vi da samme gvelse for de individuelle optioner.

For hver option V; betragtes hermed:

SSE (M (V;))
~ SSE(eBS (V)

GAIN(V;) =1 T € {t1,ta, ..., tn},

hvor GAIN(V;) angiver forbedringen udelukkende under afdesekning af optionen V., og n = 20 angi-

ver antallet af ikke-overlappende 3-maneders optioner, vi handler pa tidspunkterne {t1,ta,...,t,} i

dataperioden 2004-2009. Resultatet ses i nedenstaende figur:
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Figur 27: OPTIONSVIS GAIN-STATISTIK,
BLACK-SCHOLES MED FAST IMPL. HEDGEVOL SOM BENCHMARK

I figur 27 er det forste, der springer i gjnene, hvor darlige afdsekningsforbedring EGARCH-strategien
yder, dernaest hvorfor disse GAINs er lavere i oplgbet til finanskrisen 2008-2009 end under finanskri-
sen. Trods den umiddelbare uoverensstemmelse mellem strategiernes P&L-resultater og de opstillede
GAINs, findes sammenhgengen i forholdet mellem afdsckning og P&L. En perfekt afdsekning vil yde
den trivielle hedgefejl 0, hvilket resulterer i en flad P&L-sti langs 1. aksen. De strategier, for hvilke
vi udleder de stgrste P&L-veerdier, skal saledes have store afdaekningsfejl, da vi netop tjener penge

t — o"mP_ For samtlige strategier hvor afdackningen

pa afdeekningsfejl ud fra volatilitetsforskellen o%¢
foregar med realiseret volatilitet betragtes en store afdeekningsfejl, da optionsprisen er baseret pa den
implicitte volatilitet. Som Willmott eksperimentet ogsa konkluderede, vil afdaekning med realiseret
volatilitet medfgre stokastiske stier. Disse stier har markant stgrre daglige veerdisendringer end tilsva-
rende afdaekning med implicit volatilitet. Hedgefejl ma da forventes at veere stgrre i strategier med

realiseret end implicit volatilitet.

De mest igjnefaldende GAINs ses for EGARCH-strategien i portefglje 10 og 12, som har afdseknings-
horisont for finanskrisen 2008-2009. Disse portefgljers GAIN er hhv. -150.9% og -129%, en voldsomt
forveerret afdeekning ift. benchmark-strategien. I disse portefgljer har EGARCH-strategien med fast
realiseret hedgevolatilitet P&L-vaerdierne 17.59707 og 23.62183, hvilket er markant hgjere end P&L-
vaerdierne for Black-Scholes (fixed) pa -8.19014 & 3.38851 jf. stierne i figur 28 og figur 14a:
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12.1.1.1 Eksempel: EGARCH-stier for portefglje 10 & 12

(a) PORTEF@LJE 10, KONTRAKTDATO 5. OKTOBER 2006 (b) PORTEF@LJE 12, KONTRAKTDATO 9. APRIL 2007
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Figur 28: ATM-VOLATILITET & P&L-STIER
FOR HHV. BENCHMARK OG EGARCH MED REAL HEDGEVOL

Pa trods af EGARCH-strategiens korte- og benchmarkens lange position i optionen for portefglje 10,
hvilket naturligvis har en betydelig indflydelse P&L-vzerdien ved udlgb, betragtes vidt forskellige af-
deekninger under optionens levetid. P&L-stien for benchmark-strategien iagttages at veere neesten glat,
kun afbrudt af fa sporadiske fluktuationer i figur 28a. Imidlertid afdaekkes der i EGARCH-strategien
med realiseret volatilitet, hvilket bl.a. yder disse mere frekvente spring i P&L-stien. Strategiens korte
position i optionen spekulerer dermed i forskellen 0P — g%, Det korte I' i EGARCH-strategien giver
positiv udvikling i P&L-stien sa leenge vi oplever fa bevaegelser i indeksprisen. Vi betragter her et fald
i P&L-stien mens den implicitte volatilitet stiger, hvilket er ensbetydende med stgrre fluktuationer i
spotprisen drevet af en stgrre realiseret volatilitet. De darlige GAINs i EGARCH-strategien kan her
direkte afspejles i de markant stgrre sendringer i P&L-stien for EGARCH end benchmark.

I bade portefslje 10 og 12 findes mere voldsomme sendringer i P&L-stien for EGARCH, da dens
afdeekning med realiseret volatilitet er direkte udsat for chok forarsaget af risikokilden i prisprocessen
for det underliggende aktiv. De store fluktuationer giver strategien store hedgefejl, som akkumuleres
over afdsckningsperioden og giver os P&L-vaerdien som resultat. Med andre ord ville vi ikke observere
sa markant stgrre P&L-veerdier i EGARCH-strategien ift. benchmark, havde det ikke veeret for stor

forskel i veerdien af den replikerende strategi og optionen.

12.1.1.2 Bedre afdaekning med backbone-dynamik

Den stgrste forbedring ses for minimum-varians A (fast backbone), igen et resultat der maske kan virke
kontraintuitivt i betragtning af strategiens noget stokastiske P&L-stier. Minimum-varians strategierne
afdaekker ikke med hverken realiseret eller implicit volatilitet, men de tager udgangspunkt i Black-

Scholes A’er baseret pa implicit hedgevolatilitet. S& vi méa klassificere dem som strategier med implicit
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hedgevolatilitet i mangel af bedre. Dette er bl.a. en af arsagerne til den observerede forbedring ift.
benchmark-strategien. Betragt f.eks. P&L-stierne i portefplje 12 og 15 hvor minimum-varians A (fast
backbone) strategien opnar de hgjeste afdeckningsforbedringer (hhv. 32.3% og 24.5%) ift. benchmark-

strategien (Black-Scholes med faste parametre):

(a) PORTEFQLJE 12, KONTRAKTDATO 9. APRIL 2007  (b) PORTEF@LJE 15, KONTRAKTDATO 1. JANUAR 2008

Parameter
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— Impl.vol

— MVDeltaFixBB

Mark-to-market (P&L)
g
Mark-to-market (P&L)

L5~ Parameter
BSFixed
~— Impl. vol

— WVDeltaFixBB

Figur 29: ATM-VOLATILITET & P&L-STIER
FOR HHV. BENCHMARK OG MIN-VAR A (FAST BACKBONE)
I begge portefgljer far minimum-varians-A-strategien et ringere P&L-resultat end benchmark, men
P&L-stierne for minimum-varians-A-strategien er i begge portefgljer lidt fladere og lader til hurtigere
at stabilisere de stokastiske fluktuationer. Pa trods af minimum-varians-A-strategiens ringere resulta-
ter ma vi da konkludere, at den yder en bedre afdeekning med disse fladere stier. Arsagen til denne
bedre afdaekningen findes i modellens inkorporering af backbone-effekten. Modellens kompleksitet lig-

ger netop i estimation af volatilitetens fglsomhed i underliggende. Effekten af hvilken vi betragter i

P&L-stiens hurtige stabilisering under fluktuationer i volatiliteten.

12.1.2 Sammenligning med P&L

Vi ser ikke en direkte sammenhseng mellem de afsluttende P&L’er og de dertilhgrende GAINs. Dog
forteeller GAIN som neevnt tidligere, hvor meget afdaekningsfejl vores strategier indeholder. Dertil
sagt vil det ikke ngdvendigvis resultere i en bedre eller darligere P&L. Vi konstruerer netop P&L ud
fra akkumulerede daglige hedgefejl, hvori vores kgbsstrategi ogsa spiller en vigtig rolle for fortegnet
pa P&L-resultatet. Dette tager GAIN ikke hgjde for, da fortegnet pa afdsckningsfejlen ikke indgar i
statistikken.

Hvis vi i stedet betragter de numeriske daglige hedgefejl i konstruktionen af P&L-stien, vil dette
svare til meengden af hedgefejl. Dermed vil der veaere en direkte sammenhzeng mellem GAIN og P&L,
hvor en hgjere GAIN vil resultere i en lavere P&L. Dette skyldes at den hgjest opnaelige GAIN er 1,

hvilket resulterer i perfekt afdaekning af optionen. Med en sadan strategi vil P&L-stien ligesa veere 0,
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da optionen perfekt kan replikeres.

GAIN beskriver afdsekningsfejlen under optionens levetid, hvilket ikke er direkte sammenligneligt
med P&L-resultaterne, da disse kun udggr stiernes slutveerdi. Men GAIN viser dog et tydeligt bille-
de af maengden af stokastik i stierne for en given strategi ift. benchmark. Strategier der har udledt
store P&L-resultater som EGARCH og Heston ses at have darlige GAINs, da der for disse strategier
betragtes meget stokastik i P&I-stierne. Denne stokastik forarsager store fluktuationer undervejs i
P& L-stierne, hvilket direkte forplanter sig i de observerede GAINs. Som naevnt tidligere forventer vi
meget stokastiske stier for afdeekning med realiseret hedgevolatilitet, og forventer derfor ikke afdeek-

ningsforbedringer for disse strategier.

Sidst bgr vi nseevne at minimum-varians A strategiernes flotte afdsekningsforbedring ift. benchmark-
strategien, sandsynligvis er positivt influeret af det optionsprisbias, vi skaber ved at anvende Black-
Scholes formlen til at prissaette optionerne. Dette vil yde lavere afdsckningsfejl for minimum-varians
strategierne, da disse bade tager udgangspunkt i den implicitte volatilitet, ligesom benchmarkstra-
tegien, og strategierne er kalibreret pa Black-Scholes modellens A’er. Havde vi anvendt modelfrie
optionspriser observeret i markedet, ville afdaekningspraestationen i minimum-varians A strategierne

formentlig veere forringet.

12.2 Flere statistikker for hegdefejl

For at fa et mere generelt billede af fordelingen af afdackningsfejl for hver strategi analyserer vi en
raekke statistiske mal for afdackningsfejlen i de givne strategier. Samtidig giver det os et validitetscheck
af de fgropstillede GAINs. Vi anvender den numeriske hedgefejl, da vi i sa fald kun behgver bekymre
os om den gvre hale i fordelingen. Lad derfor den numeriske hedgefejl under afdackning af en option
V; veere givet ved 6%}:5 = ‘AV{: — Ai\/[ AS;

afdackningspraestationer.

, hvorved vi kan sammenligne strategiernes individuelle

12.2.1 Forventet afdeekningsfejl

Farst og fremmest kan vi betragte den forventede numeriske afdaekningsfejl £ [5“‘}:5} =E HAVt — AMAS, H
for samtlige strategier i hele dataperioden 2004-2009:
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Forventet Hedgefejl
Black-Scholes (fixed) 0.82482
Black-Scholes (float) 0.80414
EWMA (RiskMetrics) 0.92417
EWMA (HRMSE) 0.91804
EWMA (RMSE) 0.94201
EGARCH 1.15420
Real A 0.90494
Minimum-varians A (lag) 0.88781
Minimum-varians A (rekalibrering) 0.81226
Minimum-varians A (fast backbone) 0.75009
Heston 1.12313
HestonKappa 1.05306

Tabel 21: FORVENTET HEDGEFEJL, FULD HORISONT

Disse resultater er forholdsvis sammenfaldende med GAIN-statistikkerne fundet i tabel 20. Hgje
forventede hedgefejl for strategier med afdackning ved realiseret hedgevolatilitet og lavere fejl for
minimum-varians-A-strategierne. I modsaetning til GAIN-statistikkerne har Black-Scholes med inter-
polerede parametre en lavere forventet hedgefejl end benchmark (Black-Scholes med faste parametre).
EGARCH-strategien har den stgrste forventede hedgefejl, umiddelbart efterfulgt af Heston. Igen far vi
et bedre overblik over strategiernes afdsckningsprasstation ved betragtning af de optionsvise forventede
fejl for de n = 20 optioner vi handler i arrsekken 2004-2009 jf. figur 30:
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Figur 30: OPTIONSVIS FORVENTET NUMERISK HEDGEFEJL

Samtlige strategier har en forholdsvis lav forventet hedgefejl frem til 2007, herefter hedgefejlen forgges

markant for en raekke strategier - isser under finanskrisen 2008-2009. Markedet observerer de tidligste
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tegn pa finansiel uro i 2007, hvor den forventede hedgefejl stiger for samtlige strategier. Pa grund af
usikkerheden i markedets handel med over-the-counter kreditderivater, som Credit Default Swaps og
Collateralized Mortgage Obligations, ggedes mistilliden mellem investeringsbankerne og deres evne til

at overholde deres forpligtelser.

Mistilliden lagde grund til finansiel uro, der pa samme tid forggede volatiliteten i Equity-markederne,
hvorfor risikokilden vi sgger at afdeekke med delta-hedging formodentlig blev mere uforudsigelig. Ef-
terfolgende falder den forventede hedgefejl, da strategierne bedre tilpasser sig de nye tilstande. Men
i efteraret 2008 forgges hedgefejlen til hidtil usete niveauer for samtlige strategier. Nogle strategier
tilpasses for langsomt og folger ikke med de drastiske finansielle sendringer i markedet, mens andre
overreagerer i afdaekningen. I begge tilfzelde viser de fleste strategier en imperfekt afdeekning af risi-

kokilden, som sandsynligvis ogsa er af en anden dynamisk form end fgr krisen.

Den fgrnaevnte lavere forventede hedgefejl for Black-Scholes (float) end benchmark gar igen i figur
30. Forskellen i afdackningsfejl mellem de to strategier er triviel frem til portefslje 12 og 15, der
handles hhv. i foraret 2007 og januar 2008. Ved disse portefgljer er den forventede afdsckningsfejl i
Black-Scholes (float) lavere end benchmark. Dette er umiddelbart et tegn pa en bedre afdsekning i
strategien med interpoleret volatilitet, i og med denne strategi er delta-neutral og derfor mindre eks-

poneret mod risikokilden i aktivet.

Her ses en voldsom forventet hedgefejl pa 4.802 for EGARCH-strategien i portefglje 18, hvilket er
sammenfaldende med P&L-stierne for EGARCH i figur 21a - portefglje 18 svarer til stien der dra-
stisk vokser fgrst og fluktuerer hyppigt over afdsekningshorisonten. Disse hyppige fluktuationer er
med til at give markante hedgefejl og dermed en darligere afdeekning af risikokilden (trods de paene
P&L-resultater).

12.2.2 Standardafvigelse

Med middelveerdien opstillet vil det veere naturligt at kigge pa standardafvigelsen pa den numeriske
hedgefejl:

1 - b b 2
Std.err. = || —— Z (5%51 -k [5%5]) ,

m—1 4
=1

hvor m igen angiver antallet af afdackninger under optionens levetid. Standardafvigelsen giver et billede

af afvigelsen fra den forventede veerdi for en given strategi jf. tabel 22:
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Standardafvigelse
Black-Scholes (fixed) 1.23072
Black-Scholes (float) 1.29647
EWMA (RiskMetrics) 1.33473
EWMA (HRMSE) 1.31887
EWMA (RMSE) 1.42201
EGARCH 1.82079
Real A 1.52989
Minimum-varians A (lag) 1.28902
Minimum-varians A (rekalibrering) 1.23104
Minimum-varians A (fast backbone) 1.03218
Heston 1.83667
HestonKappa 1.71638

Tabel 22: STANDARDAFVIGELSE, FULD HORISONT

Igen betragtes en storre standardafvigelse i numeriske hedgefejl for Black-Scholes (float) end Black-
Scholes (fixed) strategien. Dvs. under hele dataperioden 2004-2009 afviger float-strategien mere fra
den forventede veerdi. Dette haenger godt sammen med de GAINs vi betragter for float-strategien,
da opadgaende afvigelser i hedgefejlen yder lavere GAINs pga. kvadreringen af hedgefejl i GAINs-
statistikken. Heston har en stgrre standardafvigelse end EGARCH, selvom forskellen mellem dem kun
er marginal. Hvis vi betragter standardafvigelsen for hedgefejlen i de enkelte optioner, far vi imidlertid
en stgrre forskel pa EGARCH og Heston jf. figur 31:

5,
*
i " Strategy
e . BSFixed
#h BSFloat
iz EWMA_RiskMetrics
= “®° EWMA_HRMSE
=3 -e EWMA_RMSE
= -®- EGARCH
0 : - -#- RealDelta
: -# NVDettaLag
2 .. MVDeltaFixBB
e iy MVDeltaRoll
." i -_.“-\::‘:‘ Heston
_" “E HestonKappa
3
1- % ] AN

" 2
‘s (]
H

2005 2006 2007 2008 2009
Contract date

Figur 31: OPTIONSVIS STANDARDAFVIGELSE AF HEDGEFEJL
Heston-strategien har markant hgjere standardafvigelse end EGARCH i portefglje 18, dog er denne

lavere for portefglje 11 i januar 2007. Bemaerk gerne hvorledes en raekke strategier f.eks. (a) benchmark
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og EGARCH har en hgjere forventet hedgefejl, men lavere standardafvigelse end hhv. (b) Black-Scholes
(float) og Heston. Disse strategier (a) har lavere forventede hedgefejl, da fluktuationerne, vi betragter
for dem, er hyppigere, men mindre end de fluktuationer vi betragter i (b). Til gengeeld har (b)’s sterre
fluktuationer, som forekommer mindre hyppigt, en kraftigere virkning pa standardafvigelsen, da fejlen

her kvadreres.

Vi ser derudover en stor standardafvigelse for de fleste strategier i portefglje 11, som handles i ja-
nuar 2007. Dette er igen sammenfaldende med store fluktuationer i de P&L-stier, vi betragter i denne
periode, men her lader de fleste strategier til at veere pavirket. I denne periode vises de tidligste tegn
pa den finansielle nedsmeltning vi senere skulle opleve, hvilket sandsynligvis har haft stor indflydelse

pa samtlige strategiers evne til at afdsekke risikoen i markedet.

12.2.3 Value-at-Risk

Value-at-Risk (VaR) er hyppigt anvendt indenfor risikovurdering med udgangspunkt i en stikprove af
afkast eller tab. Lad R angive en fordeling af afkast, S positionen i en portefglje der yder disse afkast.
Dermed er tabsfordelingen £ spejlingen af afkastfordelingen £ = —S x R. For en given sandsynlighed
a f.eks. a = 5% beskriver VaR; (a) det maksimale tab, vi oplever med 1 — a = 95% sandsynlighed. I
og med VaR udggr 1 — a-fraktilen i tabsfordelingen ses:

P(L >VaR(a)) =a = VaR=F_'(a),

hvor VaR udggr VaR-fraktilen i en kontinuert tabsfordeling £ med fordelingsfunktion F'. Dette vil vi
med sandsynlighed « tabe mindst VaR(«). I vores tilfaelde kendes fordelingen af hedgefejl ikke, hvorfor

vi tager udgangspunkt i det ikke-parametriske estimat:

—

VaRp (o) = ¢(a),

hvor ¢(a) udger a-fraktilen i den empiriske fordeling af hedgefejl for strategien M. Vi betragter
VaR-statistikker for samtlige strategier, for at se hvilke strategier der har de hgjeste 95%-fraktiler i
hedgefejl. Dette giver et skgn pa den maksimale hedgefejl vi oplever i et ”worst case”-scenarie. For hele
dataperioden kan VaR, dvs. 95%-fraktilen i hedgefejlfordelingen, betragtes for de forskellige strategier
i tabel 23:
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Value-at-Risk
Black-Scholes (fixed) 2.69151
Black-Scholes (float) 2.61928
EWMA (RiskMetrics) 2.92241
EWMA (HRMSE) 3.00943
EWMA (RMSE) 2.98366
EGARCH 3.92445
Real A 2.97490
Minimum-varians A (lag) 2.84658
Minimum-varians A (rekalibrering) 2.56111
Minimum-varians A (fast backbone) 2.21975
Heston 3.43599
HestonKappa 3.44751

Tabel 23: VALUE-AT-RISK, FULD HORISONT

Her er EGARCH igen strategien med den stgrste fejlstatistik pa 3.92445, dvs. vi med 95% sandsynlig-
hed er sikre pa ikke at afdeekke med stgrre fejl end dette VaR-niveau. Benchmark-strategien har ligesa
en storre VaR end Black-Scholes (float), hvilket muligvis er overraskende i betragtning af benchmarkens
lavere standardafvigelse. Dette skyldes imidlertid de hyppigere fluktuationer i benchmark-strategien,
hvilket forskyder fordelingen af hedgefejlen i benchmark-strategien op. De bestemte VaR-statistikker
for de enkelte portefgljer i data kan betragtes i nedenstaende figur 32:
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Figur 32: OpTIONSVIS VaR(a), « =0.05

I modsaetning til tidligere viste GAINs og forventet hedgefejl, er det ikke EGARCH, der har den
stogrste fejl under finanskrisen. For den notoriske portefolje 18 betragtes VaR i Heston og Hestong.ppa
pa hhv. 16.53842 & 13.654512. Ifplge denne statistik findes dermed en stgrre risiko for hedgefejl ved
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afdeekning med Heston. Dette passer godt sammen med de standardafvigelser vi sa tidligere for He-
ston. Strategien yder meget hgje P&L-resultater pga. de store fluktuationer i stierne undervejs. De
kraftige fluktuationer kommer som resultat af kraftige impulser fra risikokilden. Dette giver en stoka-
stisk udvikling i P&L-stierne for afdsekning med realiseret hedgevolatilitet, og denne stokastik vi ser
undervejs i P&L-stien afdaekkes ikke. Den manglende afdaekning kommer til udtryk her, hvor vi ser

store 95%-fraktiler i fordelingen af hedgefejl for strategien.

Derudover ses store VaR-statistikker for minimum-varians A (lag) strategien i portefglje 13 hand-
let i juli 2007. Portefglje 13 har afdsekningshorisont fra 9. juli 2007 og 3 méaneder frem, en periode
hvori indeksprisen falder markant og derefter gradvist vokser tilbage. I denne periode vil det derfor isger
veere ufordelagtigt at backbone-effekten, som strategien er afheengig af, er lagged 3 maneder. Dette har

betydelig effekt pa strategiens afdaekningsfejl, hvilket bl.a. kan ses i disse store VaR-statistikker.

12.2.4 Conditional Value-at-Risk

Trods Value-at-Risks hyppige anvendelse i risikoanalyse overholder malet ikke ngdvendigvis subaddi-
tivitet, hvilket beskriver hvorledes risikomalet for en portefolje ikke bgr overstige summen af risikomal
for de individuelle positioner. Lad £1 og L9 angive to arbitraere tab med diskrete fordelinger. VaR
opfylder ikke subadditivitet da VaR(£L; + L2) £ VaR(£1) + VaR(£L2) (for kontinuerte tabsfordelinger

overholdes kravet uden undtagelse).

Subadditivitet kraeves ofte af risikomal, da kravet til sikkerhedsstillelse er mindre for en diversifi-
ceret portefglje end summen af positioner i portefgljen, i og med portefsljen har bortdiversificeret den
idiosynkratiske risiko i markedet. En reekke alternative risikomal opfylder imidlertid subadditivitet,
deriblandt risikomalet Conditional Value-at-Risk (CVAR, ogsa kaldet Expected Shortfall), defineret
ved:

CVaR =E [£|£ > VaR(L)] = ;/ VaR (u)du
0

I ovenstaende ses det at CVaR folger en kontinuert udviklkling modsat VaR, som er diskret. CVaR
kan tolkes som den forventede hedgefejl givet vi befinder os i et "worst case”-scenarie. Vi opstiller
CVaR, da der i halen af hedgefejl kan findes et uventet antal ekstreme observationer, hvilket VaR ikke
tager hgjde for. Vi betragter da folgende CVaR for de udvalgte strategier:
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Conditional Value-at-Risk
Black-Scholes (fixed) 4.94776
Black-Scholes (float) 5.05330
EWMA (RiskMetrics) 5.37589
EWMA (HRMSE) 5.30943
EWMA (RMSE) 5.58169
EGARCH 7.11093
Real A 5.27135
Minimum-varians A (lag) 5.09228
Minimum-varians A (rekalibrering) 4.57200
Minimum-varians A (fast backbone) 3.92276
Heston 7.25803
HestonKappa 6.80891

Tabel 24: CONDITIONAL VALUE-AT-RISK, FULD HORISONT

Her ses den hgjeste statistik ogsa for EGARCH og Heston. Her kan det bemaerkes, at trods Value-at-
Risk var stgrre i benchmark-strategien end Black-Scholes (float), er CVaR her stgrre for Black-Scholes
(float). Dette skyldes fordelingen af hedgefejl i Black-Scholes (float) har en tungere gvre hale, hvilket

vi ser i figur 33:

10

4 [ BSFloat

""""""" BSFixed

density

Hedgeerror

Figur 33: FORDELING FOR HEDGEFEJL,
I BLACK-SCHOLES (FIXED) & (FLOAT)

Denne tungere hale spiller ikke nogen stor rolle i Value-at-Risk malet, men i og med CVaR er sta-
tistik for den forventede veerdi af halen over VaR, vil en tungere hale saledes have en hgjere CVaR.
Dette forteeller os ogsa, at skulle afdaekningsfejlen overstige VaR 95%-niveauet er den forventede af-

daekningsfejl storre i Black-Scholes (float) end benchmark. De enkelte optioners CVaR kan betragtes
i figur 34:
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I modseetning til fgr ligger CVaR for Heston hgjere end de gvrige i portefgljerne 13 til 18, hvilket fortael-
ler os at den forventede halevaerdi i Heston er markant stgrre end andre strategier. Heston med kalibre-
ring af Feller-betingelsen har ligesa hgjere CVaR end Hestonygpp,. Som tidligere set yder Hestoniappa
en hgjere afsluttende P&L, hvilket ligesa bygger pa strategiens hedgefejl. Dermed forventes Heston
at veere eksponeret mod stgrre potentielle hedgefejl i tider, hvor vi overstiger 95%-niveauet, og kan
dermed potentielt overga Hestonyapp, i mulig P&L-gevinst, da modellerne har samme kgbestrategi.
Dette kan imidlertid ogsa resultere i gevaldigt store tab, hvis kgbsstrategien opsaetter ukorrekte posi-

tioner i optionen pga. anvendelsen af fejlestimerede volatiliteter i evaluering af g% > g"™P.

Ligesom 1i figur 31 med strategiernes standardafvigelse, kan store afvigelser betragtes i januar 2007
og slutningen af 2008. De store veerdier i januar 2007 ses bl.a. ikke i VaR, og kunne betragtes som
tidlige indikatorer pa en mulig krise. Stgrre CVaR-veerdier for samtlige strategier er tegn pa markant
flere ekstreme fluktuationer. Ekstreme fluktuationer forekommer oftest i krisetider, og umiddelbart for
krisetider mens markedet gradvist destabiliserer. Vi bemaerker dog markant lavere CVaR-veerdier for
minimum-varians-A-strategierne, da backbone-effekten/fplsomheden i volatiliteten her yder et tidligt

signal om de &ndrede markedstilstande.

Det er iszer de lokale- /stokastiske volatilitetsmodeller EWMA, EGARCH og Heston, der oplever stgrste
spring i antallet af haleobservationer. Sandsynligvis fordi estimationen af den realiserede volatilitet er

saerdeles vanskelig i disse tider. Den voksende finansielle uro, som vi ser tegn pa, forplanter sig direkte
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i volatiliteten, hvilket igen forplanter sig direkte i afdeckningen. Kraftigere fluktuationer i volatili-
tetsbaserede strategier der normalt oplever milde fluktuationer, er tegn pa fundamentale sendringer i

volatilitetsdynamikken, hvad vi formoder ma forekomme under krisetider.

12.3 Opsamling pa observerede hedgefejl

Den generelle tendens vi betragter i denne evaluering er store hedgefejl for strategier med hgje P&L-
resultater. Dette er ikke et modstridende resultat, da de daglige hedgefejl netop driver P&L-stierne.
For strategier med store hedgefejl betragtes stor stokastik i de dertilhgrende P&L-stier. Stokastik der

under den rette kgbsstrategi resulterer i store gevinster.

Som set i bl.a. standardafvigelsen, VaR og CVaR pa hedgefejlene findes langt stgrre afdeekningsfejl i
strategier som EGARCH og Heston. Disse er noget hgjere i Heston end EGARCH, da P&L-stierne i
Heston-strategien fluktuerer kraftigere (men mindre hyppigt) end tilsvarende P&L-stier i EGARCH.
Dette byder ogsa et dilemma, om hvorvidt afdsekningsfejlen i en strategi foretreekkes at veere gen-
nemsnitligt lavere eller mindre afvigende end alternative strategier. De kraftigere spring i Heston
strategiens P&L-stier er forarsaget af leengere positioner i det underliggende aktiv. Heston passer i
den sammehaeng bedre til en mere risikovillig investor end EGARCH, hvori de stokastiske spring i
P&L-stien er spredt ud over flere afdaekningstidspunkter. EGARCH vil i sa fald passe bedre til en

mere risikoavers investor end Heston vil pga. risikospredningen af de stokastiske spring.

Der skal i den forbindelse ogsa naevnes, at delta-hedging med Heston-modellens volatilitet strider
med modellens antagelser om risikoafdackning. I Heston-modellen findes risikokilder i hhv. pris- og
variansprocessen, hvorledes afdaekningen i modellen foregar ved delta- og vega-hedging. Det er i den
forbindelse modellens antagelse at optionsrisikoen ikke kan afdaekkes alene ved delta-hedging, hvad
vi forsgger at ggre med de opstillede hedgeportefgljer. Den primaere afdsekning med positionen i det
underliggende aktiv er i Heston-modellen justeret ud fra den sekundsere afdeckning med en position i

en sekundzer option, som afhsenger af volatilitetsprocessen. I Heston er delta-positionen:

0
AHeston —_ ov _ 87‘: avl .
oS % oS

Den partielle afledte g—‘é svarende til et Black-Scholes A med o; = /vy er fratrukket folsomheden i
veerdien af den sekundaere afdsckning. Dermed vil udelukkende delta-hedging i Heston-modellen give

eksponering mod risikokilden i volatilitetsprocessen, da denne afdsckning udgar.

Sidst ber nsevnes, at trods minimum-varians A strategiens overlegne afdekning har strategien et
negativt konfidensinterval for P&L-resultaterne. Det vil derfor veere udelukket for arbitrageurs at
veelge denne strategi, mens en investor, der udelukkende gnsker at afdackke risikoen i optionen, vil

vaere bedre stillet med denne strategi. Med udgangspunkt i afdeekningsrisikoen alene vil minimum-
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varians A strategien med daglig rekalibrering udpreaestere de mere sofistikerede volatilitetsmodeller.
Hvis vi i stedet betragter minimum-varians A strategiens afdsckningspraestation og de dertilhgrende
afsluttende P&L’er, kan vi bl.a. se at minimum-varians A strategien udnytter sin afdsekningsfejl til
profit i P&L-stierne bedre end f.eks. EWMA- og Real A-strategierne. Med forbedret afdsekning og
hgjere P&L-resultater i minimum-varians A strategien er denne alt andet lige en bedre strategi bade

afdeeknings- og profitmaessigt.

13 Konklusion

Vi kan konkludere, at det har veeret muligt at opstille flere komplekse afdsekningsmodeller med det
givne data om S&P 500-indekset fra 2004-2009. Med disse modeller har vi formaet at teste forskellige
strategier med flere typer af volatiliteter og kgbsstratgier. Disse undersggelser har givet os resultater,
som beretter, at mere komplekse modeller som EGARCH og Heston giver hgjere afsluttende P&L’er

end de gvrige og mere almindelige strategier sasom Black-Scholes.

Vi kan ogséa konkludere at EGARCHs kgbsstrategi giver de bedste P&L-resultater, hvis man sgger
eksistensen af arbitragemuligheder / en sikker gevinst. EGARCH med en fast/interpoleret implicit
hedgevolatilitet, samt med en fast realiseret hedgevolatilitet, yder alle et positivt konfidensinterval
for de enkelte optioners P&L opsamlet under afdsckningshorisonten. I EGARCHs kgbsstrategi kgbes
de to optioner som ender med at give de hgjeste afsluttende P&L’er, nemlig portefslje 17 og 18.
Arsagen til at netop disse to portefgljer far en enorm afsluttende P&L er de temmeligt store hedgefejl
i disse portefgljer. Naesten alle portefgljer har en forventet hedgefejl over 2, dvs. vi med de forkerte

kobsbeslutninger for optionen kan miste store summer penge.

Hestongeppe giver klart den stgrste afsluttende P&L af alle vores strategier. Det er dog ogsa den-
ne strategi, der har den stgrste standardafvigelse i P&L-veerdi for optionerne, hvilket medforer et
konfidensinterval uden strengt positive veerdier - dermed udelukkes muligheden for volatilitetsarbitra-
ge i strategien. Modsat er EWMA strategierne de darligst praesterende malt pa afsluttende P&L’er og
konfidensinterval. Modellen simplicitet givet ved volatilitetsestimation ud fra 1 parameter resulterer i

adskillige omkostningstunge kgbsbeslutninger for optionen.

Vores analyse af hedgefejl og relativ afdsckningsprasstation ser vi, strategierne imellem beretter noget
kontraintuitivt, at de bedst praesterende strategier ogsa har stgrste afdakningsfejl. Dette kan vi dog
forklare ud fra konstruktionen af P&L-stierne, da disse er direkte baseret pa storrelsen af afdeeknings-
fejl undervejs i optionens levetid. EGARCH- og Heston strategierne udleder de stgrste hedgefejl og
vaerste afdeekningspraestation relativt til Black-Scholes med fast implicit hedgevolatilitet, fordi store
P&L-resultater er drevet af store meengder afdsekningsfejl undervejs. En perfekt afdeekning af op-

tionsrisikoen vil resultere i en flad P&L-sti omkring 0, hvilket ikke tjener nogen gevinst. De opstillede
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statistikker for afdasckningsfejl i EGARCH- og Heston strategien er ligesa influeret af de daglige sto-
kastiske P& L-fluktuationer. Disse fluktuationer er stgrre for en strategi med afdaekning ved realiseret
hedgevolatilitet, som vi sa 1 Willmott eksperimentet, derfor betragter vi ikke afdasckningsfejlen kritisk

for den udledte arbitrage.

Den bedste afdaekningspraestation ses i minimum-varians A strategierne med daglig rekalibreret- og
fast backbone. Strategien er hjulpet af dens konstruktion pa Black-Scholes A og det bias vi laegger i
optionspriserne, nar disse ikke er observeret i markedet, men baseret pa Black-Scholes formlen. Det-
te pavirker naturligvis den relative afdeekningsforbedring, men ikke desto mindre yder strategien en
forbedret afdsekning pa grund af dens inkorporering af backbone-effekten (volatilitetens fglsomhed i
spotprisen) i afdeekningspositionen. Imidlertid har strategien et negativt nedre konfidensniveau, hvor-

for den ikke vil veere interessant til arbitrageformal.

Hovedresultatet i FToDT er, at vi kan garantere en positiv gevinst ved at kgbe/seelge optionen ud
fra evaluering af uligheden o%* > ¢P. Da vi opstillede FToDT i Willmott eksperimentet kunne vi
let bestemme niveauet for den realiserede- relativt til den implicitte volatilitet, og vurdere hvorvidt
dette kreever en lang eller kort position i optionen. Dette viser sig at vaere mere problematisk med

virkelighedens optionsdata og vores manglende kendskab til den realiserede volatilitet.

De forskellige volatilitetsmodeller, vi har anvendt til at estimere den realiserede volatilitet, yder vidt
forskellige resultater. EWMA’s estimation af den realiserede volatilitet har udledt positive afsluttende
P&L-resultater for 2 ud af 3 kalibreringer, men ingen volatilitetsarbitrage. I Heston-strategien ser vi
de stgrste afsluttende P&L-resultater, men grundet den hgje standardafvigelse i disse resultater kan vi
heller ikke her bekrzfte en sikker gevinst. Det har kun veeret muligt at bekrzefte en arbitragemulighed
ved anvendelse af EGARCH’s modellering af den realiserede volatilitet. Det har sagar veeret muligt
at generere dette volatilitetsarbitrage i EGARCH uanset anvendelsen af implicit eller realiseret vola-
tilitet. Derfor er hovedresultatet i FToDT, hvorvidt vi kan garantere positiv genvist, bekraeftet - men
kun ved anvendelse af EGARCHs estimation af den realiserede volatilitet. Da vi betragter en positiv
genvist garanteret ved EGARCH, kan vi ogsa konkludere, at det er muligt at anvende hovedresultatet
i FToDT empirisk.

Som tidligere nzevnt betragtede vi i Willmott eksperimentet maerkbart forskellige stier ud fra hvil-
ken hedgevolatilitet der indgik i afdaekningen. Specifikt sa vi stokastiske stier med deterministisk
endepunkt for afdaekning med realiseret volatilitet, og synligt glatte stier med stokastiske endepunkter
for afdeekning med implicit hedgevolatilitet. Det har ikke veeret muligt at replikere disse tendenser i
P&L-stierne for virkeligt optionsdata. Stier med implicit hedgevolatilitet anvendt i afdackningen fluk-
tuerer stokastisk i modstrid med tendenserne set i Willmott eksperimentet. Mange af de implicitte

stier er relativt flade, men ikke desto mindre afbrudt af stokastiske fluktuationer undervejs. Iseer stier
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hvor afdsekningshorisonten er under perioder med finansiel uro, som portefglje 18, er uomstrideligt

stokastiske.

Mange af stierne hvori afdsekningen foregik med implicit hedgevolatilitet, f.eks. EGARCH-stierne i
figur 20a, fluktuerer mindre kraftigt end tilsvarende stier med realiseret hedgevolatilitet i figur 21a.
Dette haenger sammen med teorien, da afdsekning med realiseret hedgevolatilitet pavirkes af direk-
te impulser fra risikokilden i det underliggende aktiv. For afdeekning med realiseret hedgevolatilitet
betragter vi stokastiske stier for samtlige volatilitetsmodeller, men disse stier konvergerer ikke mod
et entydigt endepunkt. Disse stier viser dog en maerkbar tendens til at samles mere efterhanden som
optionens udlgb nsermere sig, men de ender ikke i et unikt endepunkt som Willmott eksperimentet
udleder. Vi konkluderer, at dette skyldes vores mangelfulde kendskab til den realiserede volatilitet og

vores lavfrekvente rebalancering.

Afslutningsvis har det veeret muligt at undersgge strategierne ud fra deres P&L-stier samt stati-
stiske veerktgjer sasom konfidensintervaller, GAINs, standardafvigelser osv. Dette har fgrt til, at vi
har kunnet bestemme, hvilke strategier er optimale for forskellige typer af optiontraders i markedet

og hovedresultatet for FToDT.

Vi knytter som opsummering derfor fglgende svar pa vores problemformulering:

i) FToDT’s resultat om volatilitetsarbitrage, safremt o%! > ¢ a.s. for en lang option,
bekreeftes med 95% sikkerhed da EGARCH-strategien leverer strengt positive konfiden-
sintervaller uafheengigt af om optionen afdsekkes med realiseret eller implicit volatilitet.
Willmott eksperimentets konklusioner, stokastiske stier med deterministisk endepunkt for
hedgeportefsljer med realiseret hedgevolatilitet og glatte stier med stokastiske endepunkter
for tilsvarende portefgljer med implicit hedgevolatilitet, er ikke umiddelbart observerbare ud
fra vores undersggelser af S&P 500 optionsdata. Imidlertid forudseetter vi disse konklusio-

ners gyldighed ved en gget hedgefrekvens og bedre estimation af den realiserede volatilitet.

ii) Teoremets anvendelighed galder ikke hedgeportefgljer med varierende hedgevolatilitet under
afdeekningshorisonten, men vores resultater viser ligesa volatilitetsarbitrage ved optioner
kgbt /solgt med EGARCH-modellering af den realiserede volatilitet, og bedre afdaekning
med interpoleret implicit hedgevolatilitet i Black-Scholes modellen. For disse portefgljer
konkluderer vi da, at der ma eksistere en udvidelse af FToDT, som tillader varierende

volatilitet i hedgeportefgljer og beskriver disse portefgljers P&L-stier.
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14 Perspektivering

I fremtidige studier er det veerd at undersgge om man ville kunne optimere EWMA strategierne,
da EWMA bygger pa principperne i IGARCH(1,1), en heteroskedastisk volatilitetsmodel ligesom
EGARCH. Siden at EGARCH har klaret sig godt, og formar som den eneste strategi at sikre en
gevinst med 95% sikkerhed, bor EWMA kunne forbedres. EGARCH bliver f.eks. rekalibreret hver
gang en ny portefglje starter, hvilket ikke er afprgvet for EWMA. Sadan en rekalibrering vil muligvis
forbedre EWMA strategierne. En sadan rekalibrering tager udgangspunkt i den historiske volatilitet
og vaegten A. Vi sa nemlig tidligere, at EWMA strategien med RMSEs A gav bedre afsluttende P&L’er
end RiskMetrics’s A fra 2001. Dette viser, at A varierer over tid, og rekalibrering af denne parameter

vil da forhabentlig fore til en bedre optimering EWMA strategien.

Begge Heston-modeller har hgj vol-at-vol i portefslje 18. Heston med Feller-betingelsen har ligesa
den mindste korrelation og ekstremt hgj konvergenshastighed i denne portefglje. Dette viser nogle
interessante tendenser, som stgrre krumning i volatilitetsfladen forarsaget af de hgje vol-at-vol veer-
dier, og mere uforudsigelighed i volatilitetens folsomhed i spotprisen forarsaget af denne reducerede
korrelation. Portefglje 18 handles under finanskrisen hvor disse tendenser ikke vil vaere utsenkelige.
Den hgje konvergenshastighed passer dog ikke ind med den ggede stokastik, vi som regel betragter i
krisetider, hvorfor vi formoder denne uoverensstemmelse i parameteren « er forarsaget af den ufleksible
kalibrering med Feller-betingelsen. Disse tendenser laegger op til videre undersggelser af sendringer i

variansprocessens dynamiske struktur hhv. fgr, under og efter krisetider.

Ligesa ville kalibreringen af Heston sandsynligvis blive bedre med anvendelse af en global optime-
ringsalgoritme. Vi har som neevnt kun veeret i stand til at optimere Heston-kalibreringen med en lokal
optimering grundet begraenset computerkraft. Med stgrre computerkraft og mere tid vil det formodent-
lig veere muligt at tage udgangspunkt i en global optimering. Dette skulle ogsa udjeevne skaevvredne

parameterestimationer som f.eks. x i portefglje 18 for kalibreringen med Feller-betingelsen.

Et andet element, der ville vaere interessant for fremtidige studier, er at introducere mere data. Dette
data kunne f.eks. veere en udvidelse af det nuvaerende datasset med over en leengere arreekke. Et storre
dataseet med flere portefgljer vil bedre kunne praediktere den sande middelveerdi af den afsluttende
P&L, og pa den made ggre resultaterne mere eksakte. En anden vinkel kunne veere anvendelse af
et dataseet fra et andet marked end S&P 500-indekset. Dette datasset vil muligvis praesentere nye

tendenser eller verificere vores fundne resultater.
En grundlaseggende antagelse i denne opgave som ikke stemmer overens med virkeligheden, er at der

ingen transaktionsomkostninger findes i markedet. Dette er dog en integral del af virkelighedens handel

med finansielle produkter. Resultaterne kunne med introduktion af transaktionsomkostninger ggres
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mere virkelighedsneere, da handel pa det finansielle marked omfatter disse finansielle gnidninger. Det-
te ville veere brugbart at have med, nar man skal hedge en option, da afdsekningsfrekvensen saledes
har en betydning for de padragne transaktionsomkostninger. Transaktionsomkostninger har en central
betydning for afdeckning, da vi skal betale et handelsgebyr i hver rebalancering af det underliggen-
de aktiv. Dette kunne enten ggres ved et fast gebyr, f.eks. $1 pr. transaktion, eller med en rate der
betales som andel af veerdien i underliggende, f.eks. $0.01 x S; pr. transaktion ved tidspunkt ¢. Hvis
omkostningen er fast akkumuleres en samlet omkostning pa $63 for en portefplje med daglig afdeek-
ning. Denne omkostning vil saledes give underskud i samtlige portefgljer undtagen portefglje 18 i
Hestonyapp, strategien, som med omkostningen da har resultatet $96.63676 — $63 = $33.63676. Dette
eksempel viser, at introduktionen af denne simple omkostning sndrer gevaldigt pa betingelserne for
succesfuld omkostningsminimerende afdsckning, da det nu ikke lsengere er trivielt, hvor mange gange

vi bgr afdeekke under optionens levetid.

Modeller til prisfastsaettelse af optioner, som Heston og Black-Scholes, kan ligesé forbedres ved at
tillade stokastisk rente. Bade i Black-Scholes og Heston har vi antaget at renten er konstant, nar
vi bruger modellerne til at prisseette optioner og til at finde delta. Antagelsen om konstant rente er
fejlagtig i betragtning af vores data, da vi betragter rentesendringer fra dag til dag i datasasettet. Med
en stokastisk rente vil vore modeller bedre kunne fglge virkelighedens renteudvikling, og pa den made
blive mere virkelighedstro. Denne stokastiske rente kunne f.eks. modelleres ud fra Vasi¢ek-modellen,
som har vundet tilbagegang i litteraturen om rentestruktur, da renten i denne model er normalfordelt,
og derfor kan blive negativ - hidtil har CIR-modellen veeret oplagt til rentestruktur, men de negative

renter observeret i det seneste arti taler for Vasiceks bedre anvendelighed til dette formal.
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16 BILAG

16 Bilag

16.1 Bilag A

I disse tabeller svarer kolonnetallet til hedgefrekvensen for en 3-méaneders hedgehorisont. F.eks. svarer
frekvensen 63 til at hedge dagligt i lpbet af horisonten (ca. 63 arbejdsdage pa 3 maneder), 1512 til
hedge hver time, 90720 til hvert minut og 5443200 til hvert sekund. 5000 er hedgefrekvensen anvendt

i Willmott eksperimentet, men derudover arbitreert.

simulationer/hedge punkter | 63 1512 5000 90720 5443200
sim1 2.973667 2.003801 1.974970 1.991382 1.992117
sim2 2.192504 2.006151 1.987644 1.988810 1.995922
sim3 2.601306 1.967840 1.986230 1.970301 1.995828
sim4 2.049017 2.019484 2.044873 2.005129 1.991673
simb 2.488880 2.066486 1.990061 1.993445 1.994480
sim6 1.903600 2.267153 2.039974 1.992428 1.993001
sim7 3.619602 2.173047 2.027324 1.967451 1.991303
sim8 2.448625 2.041203 2.029376 1.980928 1.993762
sim9 1.932845 1.959661 2.005860 1.986925 1.995124
sim10 2.000973 1.884494 1.934691 2.004405 1.994154
mean 2.421102  2.038932 2.002100 1.988120 1.993736

Tabel 25: TERMINAL P&L-VARDIER MED 0}, = 0y

simulationer /hedge punkter | 63 1512 5000 90720 5443200

sim1 4.476635 1.890025 1.050013 0.831449 0.798208
sim2 1.405701 1.311900 1.186294 2.607941 3.554495
sim3 1.932240 3.337663 1.645785 1.495635 2.505572
sim4 2.999691 0.906199 1.623858 1.722166 3.108857
simb 1.452203 0.930945 2.089949 1.523408 2.565037
sim6 1.793953 1.908362 2.373626 1.086131 1.907237
sim7 4.963781 3.113140 1.653146 2.939892 1.222644
sim8 2.409584 2.028089 2.041223 1.148609 0.302481
sim9 4.116707 2.294731 1.965831 1.492321 3.161024
sim10 2.024011 1.153666 2.643611 1.933670 0.574185
mean 2.757451 1.787472 1.827334 1.678122 1.969974

Tabel 26: TERMINAL P&L-VAERDIER MED 0}, = 0;
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16 BILAG 16.2 Bilag B
16.2 Bilag B

Portefglje / Parameter | Vj 0 n p K
Portefglje 1 0.02894 0.04280 0.27255 -0.89571 0.86584
Portefglje 2 0.02070 0.04334 0.24167 -0.82733 0.67373
Portefglje 3 0.02093 0.04229 0.23546 -0.81181 0.65547
Portefglje 4 0.01794 0.03914 0.22432 -0.77197 0.64275
Portefglje 5 0.01486 0.04436 0.22433 -0.83820 0.56720
Portefglje 6 0.01627 0.06829 0.19213 -0.88476 0.27025
Portefglje 7 0.01369 0.05082 0.22777 -0.83428 0.51046
Portefglje 8 0.01239 0.08405 0.15324 -0.76521 0.15671
Portefglje 9 0.01720 0.03905 0.24591 -0.85040 0.77442
Portefglje 10 0.01308 0.03614 0.25640 -0.90247 0.90962
Portefglje 11 0.01531 0.04061 0.22885 -0.84440 0.64473
Portefglje 12 0.01333 0.03472 0.25274 -0.87220 0.91989
Portefglje 13 0.02004 0.04106 0.26613 -0.85095 0.86240
Portefglje 14 0.03063 0.05883 0.30335 -0.92442 0.78215
Portefglje 15 0.05964 0.07840 0.37743 -0.93540 0.90845
Portefglje 16 0.05186 0.07840 0.36521 -0.86628 0.85064
Portefglje 17 0.05090 0.07570 0.34034 -0.90492 0.76511
Portefglje 18 0.88643 0.01235 1.02864 -0.03533 42.84126
Portefglje 19 0.13430 0.21252 0.42343 -0.87480 0.42182
Portefglje 20 0.14323 0.15899 0.50533 -0.80955 0.82232

Tabel 27: PARAMETRE TIL HESTON
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16 BILAG 16.3 Bilag C
16.3 Bilag C

Portefglje / Parameter | V) 0 n p K

Portefglje 1 0.03075 0.05012 0.42738 -0.68529 0.74153
Portefglje 2 0.02183 0.04765 0.38896 -0.65463 0.70083
Portefglje 3 0.02239 0.05053 0.38399 -0.61505 0.56814
Portefglje 4 0.01909 0.04645 0.34727 -0.58912 0.54203
Portefglje 5 0.01553 0.04846 0.33434 -0.67651 0.56790
Portefglje 6 0.01691 0.05455 0.30060 -0.72476 0.46474
Portefglje 7 0.01393 0.05291 0.28029 -0.73924 0.51311
Portefglje 8 0.01239 0.08404 0.15325 -0.76521 0.15674
Portefglje 9 0.01722 0.03906 0.25127 -0.84040 0.78139
Portefglje 10 0.01393 0.04198 0.29031 -0.75008 0.65304
Portefglje 11 0.01549 0.04123 0.27000 -0.76879 0.66880
Portefglje 12 0.01342 0.03443 0.32053 -0.78524 1.05165
Portefglje 13 0.02029 0.04114 0.33155 -0.76395 0.96322
Portefglje 14 0.03170 0.06139 0.42037 -0.77784 0.84465
Portefglje 15 0.06136 0.08290 0.48148 -0.80636 0.90355
Portefglje 16 0.05237 0.08035 0.40480 -0.80995 0.84200
Portefglje 17 0.05177 0.08039 0.40702 -0.79941 0.72281
Portefglje 18 0.24527 0.08941 1.63022 -0.71253 3.79866
Portefglje 19 0.16212 0.18332 0.83059 -0.78991 1.09952
Portefglje 20 0.14371 0.16488 0.54652 -0.75186 0.76782

Tabel 28: PARAMETRE TIL HESTON KAPPA
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16 BILAG

16.4 Bilag D

16.4 Bilag D

Portefolje \ ~

ot = [r2 | x 252 EGARCH

Portefglje 1
Portefalje 2
Portefglje 3
Portefalje 4
Portefolje 5
Portefglje 6
Portefolje 7
Portefglje 8
Portefelje 9
Portefglje 10
Portefglje 11
Portefglje 12
Portefglje 13
Portefglje 14
Portefglje 15
Portefolje 16
Portefglje 17
Portefolje 18
Portefglje 19
Portefglje 20

Tabel 29: v FOR DIVERSE K@BSSTRATECIER

-1
-1

1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1

1
-1

1

1
-1
-1
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