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Abstract

The purpose of this dissertation is to investigate the estimation process of financial risk
measures and whether different methods can help optimize the estimates and give a better
reflection of the risks related to a financial asset. The focus is on Extreme Value Theory (EVT)
and its possible benefits when estimating risk for financial time series, and the methods
chosen are the Block Maxima- and Peaks Over Threshold methods. Different methods is
proposed, including a combined GARCH-EVT model for modelling the variance structure of a
process, for estimating Value-at-Risk (VaR) and Expected Shortfall (ES). In order to correctly
apply the methods and estimate Value-at-Risk and Expected Shortfall, relevant theory of
Extreme Value Theory, financial risk measures and heteroscedastic models is described. The
theory is then applied in practice to three historical daily return series, the stock of Danske
Bank A/S, Vestas Wind Systems A/S and A.P. Moeller — Maersk A/S (B stock), in an attempt
to evaluate the risk measures, Value-at-Risk and Expected Shortfall, for different methods. A
combined model of GARCH-EVT using Peaks Over Threshold to identify extreme values
proved to result in higher risk estimates compared to the simple GARCH- and EVT models as
well as the GARCH-EVT model using the Block Maxima method, indicating that methods
which ignore tail risk or volatility structure tend to underestimate the financial risk of an

asset.
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1 Indledning

1.1 Motivation

Pa det finansielle marked er risiko uundgaelig, idet markedet pavirkes af virksomheder,
politik og meget mere. Det er derfor vigtigt som virksomhed og forbruger at vaere
opmaerksom pa den risiko, der er forbundet med f.eks. investeringer, udlaning af penge,
forsikringer og lignende. Der er mange mader at definere risiko for det finansielle marked og
med forskellige synspunkter er risiko og omfanget heraf forskelligt. For banker,
forsikringsselskaber eller bgrsnoterede selskaber vil risikoen for gkonomisk tab, tab af
kunder, investeringer eller lignende alt andet lige vaere stgrre end risikoen for
privatforbrugere, der sgger at gge deres egne portefgljer af finansielle aktiver. Men risikoen
for gkonomisk tab er ikke den eneste risiko, der eksisterer pa de finansielle markeder. Risiko
pa finansielle markeder kan inddeleres i flere kategorier, hvoraf de fglgende fire typer! af
risici er de mest kendte:

i) Markedsrisiko er risikoen for, at vaerdien af en investering eller position i et
finansielt aktiv aendrer sig som konsekvens af markedsbevaegelser.

ii) Kreditrisiko er risikoen for et gkonomisk tab, fordi lantager f.eks. ikke har
mulighed for at tilbagebetale renter og resterende ydelse. Det er altsa risikoen
for at tabe penge, fordi modparten ikke kan opfylde sin del af en eventuel
kontrakt.

iii) Operationelrisiko er risikoen for, at interne processer i en virksomhed ikke
fungerer optimalt og dermed leder til gkonomisk tab. Operationelrisiko kommer
ikke direkte fra et finansielt marked, men fra en virksomheds egne processer,
operationer og lignende.

iv) Likviditetsrisiko er risikoen for, at et finansielt aktiv ikke kan afhandles pa det
gnskede tidspunkt, hvilket kan lede til kursfald for aktivet.

| denne afhandling vil vi undersgge, hvordan anvendelsen af ekstremvaerditeori kan
optimere finansiel risikostyring, idet relevante metoder vil blive testet pa 3 valgte

aktiekurser. Det vil dermed vaere markedsrisiko, som denne afhandling vil have fokus p3, og

1 McNeil, A. ., Frey, R., Embrechts, P. (2015). Quantitative Risk Management: concepts, techniques and tools,
kapitel 1, side 5.
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som veerktegj til at bestemme markedsrisikoen forbundet med de tre aktiekurser vil vi
estimere de finansielle risikomal, Value-at-Risk og Expected Shortfall. Oftest forbinder vi
risiko med gkonomisk tab, idet det er ngdvendigt for virksomheder at patage sig en form for
risiko for i sidste ende at indhente et st@rre afkast. Det samme gaelder for private investorer,
hvor en stgrre risiko forbundet med en investering oftest resulterer i et hgjere afkast — eller
i hvert fald en gget chance for et stgrre afkast. Uanset hvilket perspektiv af finansiel risiko vi
har, sa er det interessant at undersgge, hvad omfanget af finansiel risiko kan have og hvilke
konsekvenser det kan medfgre for en aktgr pa det finansielle marked. Af samme arsager er
finansiel risikostyring blevet et vigtigt fokusomrade for virksomheder, organisationer og
forbrugere, da et indblik i finansiel risiko er med til at styre virksomheders daglige drift og
beslutningstagen, og samtidig er et vigtigt led i virksomheders succes pa et finansielt
marked. En virksomhed uden eller med darlig statistisk modellering af risiko vil have sveert

ved at klare sig pa et finansielt marked.

Finansiel risikostyring er dog ikke kun vigtig for finansielle institutioners beslutningstagen.
Det er ogsa pakraevet af regler opstillet af Bank for International Settlements (BIS), at
finansielle institutioner reporterer finansielle risikomal. BIS blev etableret i 1930 og er ejet
af i alt 63 centralbanker, hvis respektive lande tilsammen holder 95% af verdens BNP2. Deres
formal er at sikre, at banker opfylder krav vedrgrende risici og solvens, da det kan have
katastrofale fglger, hvis flere af bankerne ikke holder en stor nok kapitalbeholdning, og som
konsekvens ma erklaeres konkurs. BIS udsteder lovmaessige krav for de finansielle
institutioner for at sikre finansiel stabilitet. Nogle af disse krav star naevnt i Basel I, der
blandt andet indeholder en beskrivelse af de anvendte finansielle risikomal, Value-at-Risk og
Expected Shortfall, som finansielle institutioner pakraeves at beregne og rapportere. | det
nuvaerende Basel Framework star beskrevet under “MAR30 Internal models approach”3, at
Value-at-Risk skal beregnes pa daglig basis og skal benyttes af banker til at beregne

kapitalbeholdningen for markedsrisikoen. Yderligere under det kommende "MAR33 Internal

2 Bank of International Settlements (BIS). About BIS — overview.
Accessed at: https://www.bis.org/about/index.htm on September 20, 2021.
3 Bank of International Settlements (BIS). MAR30 Internal models approach.
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models approach: capital requirements calculation”?, der traeder i kraft i januar 2023, star
der beskrevet, hvordan Expected Shortfall skal benyttes pa samme made som VaR til
beregning af kapitalbeholdningen hos banker — ligeledes til at daekke markedsrisikoen®. En
af arsagerne til, at Expected Shortfall vil blive indskrevet sammen med Value-at-Risk som en
del af de udstedte reguleringer vedrgrende markedsrisiko og kapitalbeholdning vil vi komme
ind pa i et senere afsnit, idet vi vil kigge pa naermere pa de to risikomal. Som vi kan se ud fra
Basel I, der er udstedt af Bank of International Settlements, sa er det ikke kun for de
finansielle institutioners egen interesse, at finansiel risikostyring og optimering heraf er pa
listen over vigtige ledelsesoperationer. Det er ogsa for at sikre finansiel stabilitet pa de
finansielle markeder. Af samme arsag synes det bestemt at veere relevant at forsgge og

optimere estimeringen af VaR og ES via benyttelsen af ekstremvaerditeori.

1.2 Problemformulering

| denne opgave vil vi undersgge, om brugen af ekstremvaerditeori kan bidrage til mere
praecis estimering af to finansielle risikomal, Value-at-Risk og Expected Shortfall.
Hovedspgrgsmalet i denne afhandling er, om anvendelsen af ekstremvaerditeori kan
optimere estimeringen af risikomalene Value-at-Risk og Expected Shortfall og dermed give
en bedre vurdering af risikoen forbundet med investeringer. Opgaven vil tage udgangspunkt
i teori omkring ekstremvaerdier, finansielle risikomal og heteroskedastiske modeller, der
sammen vil danne grundlag for en empirisk undersggelse udfgrt pa 3 aktiekurser. For at
kunne svare pa hovedspgrgsmalet anvender vi teorien pa tre valgte aktiekurser, der til sidst
resulterer i nogle estimater af Value-at-Risk og Expected Shortfall fra forskellige modeller,

som vi sammenligner og konkluderer pa.

Den fgrste del af afhandlingen vil kort omhandle nogle af de generelle antagelser og
observationer, som vi normalt tilknytter finansiel data. Dernaest vil vi gennemga teori

omkring tabsfordelinger, Value-at-Risk, Expected Shortfall, ekstremvaerditeori og de

4 Bank of International Settlements (BIS). MAR33 Internal models approach: capital requirements calculation.
5 Bank of International Settlements (BIS). Basel Framework: MAR — Calculation of RWA for market risk.

RWA = risk-weighted assets.

Accessed at: https://www.bis.org/basel framework/standard/MAR.htm on September 20, 2021.
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heteroskedastiske ARCH og GARCH modeller. Vi vil efterfglgende benytte teorien til at
estimere ekstremveerdifordelinger, heteroskedastiske modeller og Value-at-Risk og
Expected Shortfall for hver af de 3 aktiekurser. Fgrst vil vi anvende ekstremvaerditeori pa
aktiekurserne og estimere de finansielle risikomal. Dernaest vil vi undersgge, om
estimaterne af Value-at-Risk og Expected Shortfall kan forbedres ved at modellere
volatiliteten i aktiekurserne via en heteroskedastisk model. Efterfglgende vil vi kombinere
de heteroskedastiske modeller med ekstremvaerditeori, idet vi vil estimere
ekstremveerdifordelinger pa fordelingen af maksima vaerdier, der identificeres fra de
standardiserede residualer vi kan beregne fra de heteroskedastiske modeller. Til slut vil vi
sammenligne estimeringen af VaR og ES for de forskellige modeller og undersgge, hvorvidt
anvendelsen af ekstremvarditeori forbedrer estimaterne af de to finansielle risikomal. Som
afslutning herpa vil vi konkludere pa de estimerede resultater, som vi forventer vil vise, at
modellering af finansielle risikomal kan optimeres ved brug af korrekte metoder og dermed
vil vi ogsa besvare hovedspgrgsmalet. Afhandlingen vil forhdbentlig vise, at det er muligt at
optimere estimeringen af finansielle risikomal og dermed ogsa give bedre estimater for

risikoen forbundet med investeringer.

1.3 Metode

Til den empiriske undersggelse vil vi benytte statistiskprogrammet RStudio, hvori vi vil
anvende forskellige pakker til estimering af ekstremvaerdifordelinger, Value-at-Risk,
Expected Shortfall og heteroskedastiske modeller. Til ekstremvaerditeori er pakkerne
"extRemes”, "fExtremes” og “POT” blevet anvendt. Pakkerne indeholder funktioner til
identificering af maksima vaerdier, estimering af den generaliseret ekstremvaerdifordeling
samt estimering af den generaliseret Paretofordeling. Til modelkonstruktion af de
heteroskedastiske modeller har jeg anvendt pakken “"rugarch” med funktionerne
"ugarchspec” og “ugarchfit”, der fitter en heteroskedastisk model pa data.
Modelkonstruktionen bestar af et for-loop, der fitter ARCH- og GARCH modeller ved
forskellige ordener og returnerer AIC og BIC vaerdier. Til estimering af Value-at-Risk og

Expected Shortfall for GARCH modellerne er pakken “mosaic” anvendt til at finde fraktilen af
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de estimerede t-fordelinger. For de resterende modeller er parameterestimater og ligninger

vi vil praesentere Ipbende blevet anvendt til estimering af VaR og ES.

1.4 Finansiel data

Referencer for dette afsnit er McNeil, A. J., R. Frey and P. Embrechts (2015) kapitel 3.

Indenfor statistisk antager man ofte i forskellige sammenhange, at data fglger en
normalfordeling, men denne antagelse ses sjeldent at vaere korrekt, nar man arbejder med
finansiel data. Normalfordelingen har sveert ved at modellere ekstreme haendelser for
finansiel data, idet finansiel data oftest ses at have tungere haler end normalfordelingen.
Dette er en af flere specifikke egenskaber (ogsa kaldet ”stylized facts”), som oftest kan
observeres for finansiel data, sdsom aktiekurser eller anden prisdata. For finansiel data er
observationerne af tabsfordelingen oftest afhaengige, og det skyldes blandt andet, at
finansiel data oftest indeholder volatilitet, der varierer over tid og ogsa kan ses at
klyngedanne. Korrelationen i finansiel data er ikke altid synlig i et autokorrelationsplot for
de reelle vaerdier, men det vil oftest vaere tydeligt, ndar man kigger neermere pa de
absolutte- eller kvadrerede vaerdier af finansiel data. Klyngedannelsen af volatilitet og
ekstreme observationer medfgrer, at det er sveert at forudsige, hvordan den fremtidige
udvikling af en tidsraekke vil se ud baseret pa historisk data og betingede forventede afkast
ses dermed ogsa ofte at vaere teet pa nul. Inden for tidsraekkeanalyse benyttes derfor
modeller, der kan modellere volatilitet og klyngedannelsen, og som sa kan anvendes til

forecasting, estimering af finansielle risikomal eller lignende.

2 Finansielle risikomal

Referencer for dette afsnit er McNeil, A. J., R. Frey, and P. Embrechts (2015) kapitel 19; Ruppert,
David and Matteson, David S. (2015) kapitel 19; Réman, Jan. R. M. (2017) volume 1 kapitel 2.9 og
Réman, Jan R. M. (2017) volume 2 kapitel 9.
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| dette afsnit vil vi have fokus pa teori bag to finansielle risikomal kaldet Value-at-Risk og
Expected Shortfall. Vi vil gennemga teorien bag de to mal, diskutere de to mals roller som
finansielle risikomal og til slut se pa, hvordan de estimeres for en normalfordeling og en t-

fordeling.

2.1 Profit- og tabsfordeling

Referencer for dette afsnit er McNeil, A.J., R. Frey, and P. Embrechts (2015) kapitel 2;

| denne afhandling vil vi som naevnt kigge pa 3 aktiekurser og estimere Value-at-Risk og
Expected Shortfall, men fgr vi bergrer teorien bag de to risikomal, kigger vi pa
tabsfordelinger. Estimeringen af VaR og ES benytter det vi kalder for profit- og
tabsfordelinger. | dette speciale vil tabsfordelingerne vaere givet ved log afkastet af
tidsraekkerne, da vi med de finansielle risikomal forsgger at give en vurdering af risikoen for
ekstreme tab. Risici forbindes oftest ogsa med gkonomisk tab, hvilket vi ogsa vil have fokus
pa i afhandlingen her. En profit- og tabsfordeling (P&L) kan estimeres med forskellige
metoder; en analytisk tilgang der anvender en varians-kovarians metode, en historisk
metode der anvender empirisk historisk data til at estimere P&L-fordelingen og en metode
kaldet Monte Carlo, der anvender simuleringer til estimering af P&L-fordelingen. Vi vil ikke
kigge naermere pa den analytiske- eller Monte Carlo metoden, da vi i denne afhandling vil
estimere P&L-fordelingen ud fra de tre aktiers lukkekurser. P&L-fordelingerne vil vaeret givet
ved log afkastet af de historiske afkast, altsa

e = —(In(S) — In(S¢-1))
Hvor S; er den daglige lukkekurs, og 7 vil blive kaldt log afkastet.

2.2 Value-at-Risk

Inden for finansiel risikostyring anvendes oftest to risikomalinger; Value-at-Risk og Expected

Shortfall, hvoraf Value-at-Risk er den mest anvendte og indgar sagar ogsa i BIS’ Basel
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framework omkring regulering af banker og deres marked risiko®, som vi kom ind pa
tidligere. Value-at-Risk (VaR) er et mal for, hvor store potentielle tab en virksomhed eller
investor kan risikere at miste over en given tidsperiode. VaR kan ses som en estimering af et
"worst case” scenarie, hvorfor det f.eks. ogsa anvendes af banker til at beregne, hvor stor en
reservekapital de skal holde for at kunne daekke potentielle portefgljetab. Risikomalet
anvendes som et vaerktgj til at male og kontrollere risikoniveauet for virksomheder,
investorer, banker og lignende, idet VaR kun kigger pa risikoen for tab i modsaetning til
volatilitet, der ogsa benyttes som risikomaling og udtrykker risikoen for bade positive- og

negative udsving.

Value-at-Risk malet bestar af 3 komponenter; en tidshorisont, et konfidensniveau og
vaerdien eller procenten af et tab. Til estimering af risikomalet benyttes to af parametrene;
tidshorisonten At og konfidensniveauet 1 — a. Oftest anvendes en tidshorisont pa 1-10
dage, samt et hgjt konfidensniveau pa 95% eller 99%. Den sidste komponent er resultatet -
veerdien eller procenten af et tab - som vil vaere estimeringen af, hvor stort et tab vi med et
konfidensniveau pa 1 — a forventer i den givne tidsperiode At at miste. Sagt pa en anden
made: givet en tidshorisont og et konfidensniveau, sa er Value-at-Risk en graense, hvor man
med et konfidensniveau pa 1 — a forventer, at tabet over den givne tidshorisont At er
mindre end denne graense. Value-at-Risk af et aktiv med tabsfordeling L vil vaere givet ved
den mindste veerdi af [, der sikrer, at tabsfordelingen L overstiger [ med sandsynlighed

1—a, hvor a € (0,1) er konfidensniveauet. Value-at-Risk er defineret som

Definition 17: Value-at-Risk

VaR,(L) =infll e R: F, (1) = a}

VaR er altsa en kvartil af tabsfordelingen F; bestemt af konfidensniveau a. Risikomalet kan

forstas som det st@rste tab i Igbet af tidshorisont At, som vi med sandsynlighed a kan

6 Basel Framework: Market Risk — Template MR4: Comparison of VaR estimates with gains/losses.

Link: https://www.bis.org/basel framework/chapter/DIS/50.htm?inforce=20191215&published=20191215.
03/09-2021.

7 [McNeil et al. (2015), Definition 2.8]
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forvente. Hvis vi f.eks. antager et konfidensniveau a = 0,05, sa kan vi maksimalt risikere
over en given tidshorisont At at miste VaR o5(L) med sandsynlighed 95%. | fglgende figur

kan vi se Value-at-Risk for en tabsfordeling F; .

Normalfordeling

<
o
VaR
@
o
>
=
7]
c N ]
o O
(a]
- ]
o
S
o

-4 -2 0 2 4

Figur 2-1: Value-at-Risk med konfidensniveau a = 0,05 for en normalfordelt tabsfordeling med middelveerdi u = 0 og

varians o® = 1. Det markerede areal viser tabet, sGfremt VaR graensen overskrides.

2.3 Expected Shortfall

Som vi vil komme ind pa i naeste afsnit, sa har Value-at-Risk sine begraensninger som
risikomal, hvorfor Expected Shortfall (ES) er begyndt at blive set som et vigtigt risikomal
inden for finansiel risikostyring. Vi sa ogsa tidligere, at Bank of International Settlements
(BIS) fra &r 20232 vil implementere Expected Shortfall som risikomal i deres reguleringer og
krav til bankers interne risikomodellering. Expected Shortfall maler risikoen i store dele af
halen af en tabsfordeling, hvorimod Value-at-Risk kun tager hgjde for risikoen i halen op til

konfidensniveauet «. ES bestemmes nemlig ved at tage et vaegtet gennemsnit af de

8 BIS: MAR33 reference
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tabsveerdier i halen, der er stgrre end VaR gransen. Expected Shortfall kan derfor defineres

pa felgende made:

Definition 2°: Expected Shortfall ~ “For et tab L med E(|L|) < o og fordelingsfunktion F;,

sa er ES ved konfidensniveau a € (0,1) defineret som

1 1
ESO_’ = mfa Qu(FL)du

hvor q,,(F,) = F;~(u) er kvartilfunktionen af F,.”

Expected Shortfall er relateret til Value-at-Risk, idet vi med ES sgger at kigge pa omfanget af
tab, der overstiger VaR graensen. ES kan tolkes som det forventede tab, hvis “worst case”
scenariet defineret ved Value-at-Risk bliver overskredet. Som vi kan se i Definition 2
afhaenger ES kun af tabsfordelingen L, men vi kan ogsa opskrive ES i relation til VaR pa

folgende made
1 1
ES, = —f VaR,(L)du (D)
1-al,

ES i relation til VaR kan tolkes som det forventede gennemsnitlige tab, givet at det
forventede tab overstiger Value-at-Risk graensen, idet ES beregnes ud fra gennemsnittet af
VaR veerdier hvor u > a. Da ES fokuserer pa tabsvaerdier, der overskrider VaR, er det givet,
at ES, = VaR,. | Figur 2-2 nedenunder kan vi se en tabsfordeling og relationen mellem VaR

og ES malene.

9 [McNeil et al. (2015), Definition 2.12]

pg. 11



Normalfordeling

<
o
VaR
- ES
@
o
>
=
7}
c N
o O
(]
-
o
S ]
o

Figur 2-2: Value-at-Risk og Expected Shortfall med konfidensniveau a = 0,05 under en normalfordelt tabsfordeling med
middelvaerdi i = 0 og varians 6® = 1. Det markerede areal viser tabet, sGfremt VaR gransen overskrides. Bemaerk, at

ESO,OS > VaRO,Os.

2.4 Diskussion af Value-at-Risk og Expected Shortfall

Value-at-Risk og Expected Shortfall benyttes ofte som finansielle risikomal af investorer,
banker, forsikringsselskaber og andre aktgrer pa det finansielle marked med interesse for
risikostyring, men de to risikomal har hver sine begraensninger. Standard Value-at-Risk
modeller antager, at finansiel data fglger en normalfordeling og ser derved bort fra de tunge
haler, som oftest ses for finansiel data, hvorfor de har sveert ved at male ekstreme
priseendringer. Dette betyder, at Value-at-Risk estimeringen vil underestimere
sandsynligheden for ekstreme priseendringer. Value-at-Risk forteeller heller intet om
omfanget af de tab, der overstiger VaR graensen. Generelt set er Value-at-Risk altsa
begraenset som risikomal, idet der er en risiko for, at den estimerede risiko er mindre end
den reelle risiko grundet tabte ekstreme tab i fordelingens haler. For at mindske den tabte
information i situationer med tunge haler kan Expected Shortfall anvendes som risikomal,

idet ES — som vi ved — har fokus pa tab, der overstiger Value-at-Risk graensen og estimeres
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som et vaegtet gennemsnit af disse tab. Da Expected Shortfall medtager ekstreme tab, der
overstiger Value-at-Risk graensen, og mindsker derved risikoen for, at ekstreme tab i halen
gar tabt i estimeringen, hvilket resulterer i et bedre estimat af den reelle risiko forbundet
med et aktiv. Dette understgttes ogsa, nar vi kigger pa egenskaben kaldet subadditivitet, der
tillaegges som et krav til et risikomal ifglge [Artzner et al. (1999)]. Subadditivitet bygger pa,
at en fusion af to aktiver ikke skaber gget risiko. Det vil f.eks. sige, at risikoen forbundet med
to forskellige investeringer skal vaere mindre end risikoen forbundet med portefgljen, der
indeholder de samme to investeringer. Det kan skrives sdledes

p(X1 +X;) < p(X1) + p(X3)
for alle X; og X,. Denne egenskab er ikke opfyldt for Value-at-Risk, men det er den for
Expected Shortfall, hvorfor ES kan ses som et mere attraktivt risikomal. Hvis subadditivitet
overtraedes kan det pavirke risikoen og medfgre beslutningstagen pa et forkert grundlag,
idet den reelle risiko for ekstreme tab kan vaere stgrre end den estimerede risiko. Det er

derfor vigtigt inden for finansiel risikostyring at veere opmaerksom pa dette.

2.5 Estimering af Value-at-Risk og Expected Shortfall

Vi har nu set pa, hvad Value-at-Risk og Expected Shortfall fortzeller, hvorfor vi i dette afsnit
vil se pa, hvordan disse to risikomal estimeres under en normalfordeling og en t-fordeling.
Nar tabsfordelingen for et givet aktiv er estimeret, er det muligt at finde kvartilen svarende
til Value-at-Risk graensen. Hvis vi antager, at tabsfordelingen F; er normalfordelt med
middelvaerdi u og varians 02, og at a € (0,1), sa er Value-at-Risk givet ved*®

VaR, = p+o® (a)
hvor ® er fordelingsfunktionen for en normalfordeling og ®~1(a) er a-kvartilen af ®. |
tidligere afsnit sa vi, at VaR og ES er relateret via udtrykket i ligning (1), hvorfor ES kan

beregnes som*:

aqb(cb—l(a))

ES,=u+
a l'l' 1_a

10 [McNeil et al. (2015), ligning (2.18), p. 65]
11 [McNeil et al. (2015), ligning (2.24), p. 70]
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hvor ¢ igen er taethedsfunktionen for en normalfordeling, og ®~1(a) er a-kvartilen af dens

fordelingsfunktion.

Oftest vil vi se, at tabsfordelingen ikke fglger en normalfordeling, da tabsfordelingen ses at
have tungere haler, og det kan da vaere fordelagtigt i stedet at antage, at den fglger en
standard t-fordeling. Vi antager dermed, at tabsfordelingen F; nu er t-fordelt med v
frihedsgrader, middelveerdi u og varians o2, altsd F; ~t(v, u, 02). Sa er Value-at-Risk givet
ved?!?:

VaR, = u + o.t; 1 (a)
hvor t,, er fordelingsfunktionen for standard t-fordelingen. Expected Shortfall vil da veere

givet ved!3:

ES,

1—a v—1

ACRC), (v = (tal(a)f)

hvor g,, er teethedsfunktionen og t,, er fordelingsfunktionen for en standard t-fordeling.

3 Ekstremveerditeori

Referencer for dette afsnit er Coles, S. (2001) kapitel 3-5; McNeil, A. J., R. Frey, and P.

Embrechts (2015) kapitel 5; Embrechts, P., C. Kliippelberg, and T. Mikosch (2012) kapitel 3.

Ekstremvaerditeori (EVT) er et omrade inden for statistik, der har fokus pa ekstreme
haendelser. Ekstremvaerditeori bygger pa modellering af ekstreme observationer (ogsa
kendt som "outliers” i anden statistisk teori) i en sandsynlighedsfordeling og den anvendes
til at finde sandsynligheden for at observere sjeldne handelser, der endnu ikke er
observeret. Det kan f.eks. veere sandsynligheden for naeste store tsunami, oversvgmmelse
eller finanskrise. EVT anvendes ofte til at undersgge sandsynligheden for en ekstrem
haendelse, der ikke tidligere er blevet observeret og muligvis anses som vaerende uvirkelig
ved estimeringstidspunktet. EVT har fokus pa observationer, der befinder sig i halen af en

sandsynlighedsfordeling, hvorfor man kan sige, at ekstremvaerditeori tager udgangspunkt i

12 [McNeil et al. (2015), ligning (2.19), p. 66]
13 [McNeil et al. (2015), ligning (2.25), p. 71]
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ekstremumsveerdier (maksima- eller minima veerdier). EVT anvendes inden for mange felter,
men i denne afhandling vil vi benytte EVT i forbindelse med ekstreme tab pa aktiemarkedet,
hvorfor vi vil have fokus pa maksima veerdier, nar vi kigger pa profit- og tabsfordelingen. De
folgende udledninger vil kunne findes ved brug af minima vaerdier ogsa. | modsaetning til
mere almindelig statistisk teori, der har fokus pa observationer omkring middelvaerdien i en
fordeling, sa har EVT som allerede naevnt fokus pa observationer i halerne, hvorfor det er
vigtigt at undersgge, hvordan fordelingen af ens data ser ud. Vi ved, at finansiel data ofte
viser tungere haler og klyngedannelse i volatiliteten, og dermed afhaengighed blandt
haleveerdierne, hvilket vi bliver ngdt til at medtage, inden vi forsgger at estimere parametre

og fitte en fordeling til ekstrema veaerdierne.

3.1 Ekstremveerdifordelinger

Hvis vi antager, at M,, er maksima veerdien af n stokastiske variable, sa undersgger
ekstremveerditeori fordelingen af maksima, M,,, og ikke fordelingen af hele dataszettet. Hvis
vi antager, at X3, ..., X,, er uafhaengige stokastiske variable, der alle har samme fordeling, og
hvor F er deres fordelingsfunktion, sa kan vi skrive maksima M,, som
M, = max{X,, .. X,;}
Hvor relationen til minima vaerdier kan opskrives saledes
min{X,, ..., X,,} = —max{—-X,, ..., —X,,}
Ekstremvaerditeori har fokus pa fordelingen af M,,, der kan findes for alle vaerdier af n, og
det er denne fordeling af maksima vaerdier, der danner grundlag for EVT. Hvis vi tager
udgangspunkt i definitionen af en fordelingsfunktion, der siger, at vaerdien af
fordelingsfunktionen F i et punkt x er defineret som sandsynligheden for, at variablen X er
mindre end eller lig x, altsa
F(x)=P(X <x)
sa kan vi opskrive fordelingsfunktionen for vores maksima veerdier ud fra definitionen som
P{M, <x}=P{X; <x,..,X, <x}
= P{X; <x}-..- P{X, < x}
= {F()}"
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hvor fordelingsfunktionen {F(x)}" i praksis er ukendt. Det er denne fordelingsfunktion, der
er grundstenen i ekstremvaerditeori. Da fordelingsfunktionen {F (x)}™" er ukendt, kigger vi i
stedet pa dens adfeerd, nar n — oo. Hvis vi kigger pa graensevardien for {F (x)}", sa ved vi,
atnarn - o, s vil {F(x)}"™ - 0, sé laenge x er mindre end det hgjre endepunkt af F, xg,
der kan defineres ved
xp =sup{x ER: F(x) <1}
Endepunktet x er den stgrste vaerdi x kan tage, nar fordelingsfunktionen F(x) < 1.1
tilfaeldet hvor x > xp, da vil al sandsynlighedsmassen ligge i et punkt og
fordelingsfunktionen vil da degenerere til en punktmasse. Vi har derfor for x < xg, at
PM, <x)={F(x)}" -0, narn - o
Ogforx = xp, at
PM, <x)={F)}"=1
For at undga en degenererende fordelingsfunktion kan vi i stedet benytte en linezer

normalisering af M,, givet ved

Normaliseringen af M,, undgar problemerne, nar n — oo, hvorfor vi i stedet sgger at finde en
graensefordeling for M ved passende fglger af konstanter {a,, } og {b,,}. Normaliseringen
gor som naevnt, at fordelingsfunktionen for M;, ikke degenererer, men i stedet konvergerer
mod fordelingsfamilien kaldet generaliserede ekstremvaerdifordelinger. Saetning 114

beskriver familien af generaliserede ekstremvaerdifordelinger, der er mulige for M;,.

Saetning 1 "Hvis der eksisterer en fglge af konstanter a,, > 0 og b,,, sG

Mn_bn 2
P{—Sx}ﬁG(x), narn — o
n

hvor G er en ikke-degenereret fordelingsfunktion, sa tilhgrer G en af de falgende familier:

)

i) G(x)=e‘e_ , —o<x<o00
0, x<b
II) G(X) = { x—b\ "%
e_(T) , Xx>Db

14 [Coles, S. (2001), Theorem 3.1]
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i) G(x) = {e_(_(%) ) x<b
1, x=b

for parametrene a > 0, b og, i tilfeelde af familie ii) og iii), « > 0.”

Saetning 1 angiver, at hvis M,, kan stabiliseres via en normalisering med parametrene a,, og
b,, sa ma de normaliserede maksima veerdier i variablen M;, have en af de tre
generaliserede ekstremvaerdi (GEV) fordelinger, G (x). De tre fordelinger i GEV familien er
ogsa kendt som Gumbel-, Fréchet- og Weibull i tilfeeldene i), ii) og iii). Hver af de tre
fordelinger har en lokations- og skalaparameter, b og a, hvor Fréchet og Weibull yderligere

har en formparameter a.

3.2 Den generaliseret ekstremveerdifordeling

| forrige afsnit fandt vi ud af, at fordelingsfunktionen for M, kan stabiliseres for at forhindre
en degenererende fordelingsfunktion for maksima veerdierne, nar n — oo. Resultatet af
dette er, at fordelingsfunktionen for M;, nu altid, hvis den konvergerer, vil konvergerer mod
én af de tre fordelinger i GEV familien; Gumbel-, Fréchet- eller Weibull. Disse tre fordelinger
har ikke samme haleadfaerd, hvorfor det er vigtigt at undersgge, hvilken af fordelingerne ens
maksima veerdier bedst kan fittes til. En made at undersgge dette pa er visuelt ved at kigge
pa et plot af maksima vaerdierne, sammenligne med de tre fordelinger og derefter estimere
parametrene, men det er ikke altid lige nemt eller fejlfrit, og denne metode vil altid
indeholde en risiko for, at en forkert fordeling vaelges. Et alternativ til denne metode kan
findes, idet fordelingsfunktionerne i Seetning 1 kan omskrives til en faelles fordelingsfunktion
for de tre familier. Den fzelles fordelingsfunktion kaldes for den generaliseret

ekstremvaerdifordeling (GEV) og er givet ved nedenstdaende definition

Definition 3: Den generaliseret ekstremveaerdifordeling (GEV)

_1
e—(1+f(¥) E’ £+0

e_e(_%) E=0

)

GE,M,J (x) =
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hvor der skal gaelde, at 1 +E(%) >0,0gat—0 < u<o0,g>00g—0<E¢< oo,

GEV fordelingsfunktionen i Definition 3 har tre parametre, der er med til at beskrive
adfaerden af fordelingen. De tre parametre er lokationsparameter u, skalaparameter o og
formparameter . Det er formparameteren, der informerer, hvilken type af fordeling ens
maksima veerdier kan fittes bedst til, idet formparameteren og de resterende to parametre

estimeres ud fra ens data.

3.2.1 Gumbel, Frétchet og Weibull

De tre typer af ekstremveerdifordelinger kan som naevnt identificeres ud fra
formparameteren &. Verdien af formparameteren & definerer typen af familie: hvis £ > 0,
sa er fordelingen en Fréchet fordeling, hvis & = 0 er fordelingen en Gumbel fordeling og hvis
& < 0 er fordelingen en Weibull fordeling. Figur 3-1 viser de tre tilfelde, hvor § = —0.5,¢ =
0 og & = 0.5 (henholdsvis Weibull, Gumbel og Fréchet fordelingerne).

GEV fordelingsfunktioner

1.0

Gumbel
Fréchet
Weibull

0.8

G(x)
0.6

04

0.2
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GEV tathedsfunktioner
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Fréchet
Weibull [
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0.3
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Figur 3-1: Fordelings- og teethedsfunktionerne for de tre familier: Gumbel (¢ = 0), Fréchet (¢ = 0.5) og Weibull (¢ = —0.5)

med skalaparameter o = 1.

Pa Figur 3-1 ser vi, hvordan de tre fordelinger adskiller sig fra hinanden. Vi kan se, at
halernes opfgrsel ikke er ens for de tre fordelinger. Den hgjre del af halerne aftager
forskelligt. Vi kan se, at Weibull fordelingen ender i et punkt, hvorfor Weibull familien altsa
er korthalet, og som den eneste af de tre fordelinger, er Weibull ogsa endelig med et finit
endepunkt i hgjre del af halen, givet ved x; = sup{x € R : F(x) < 1}. For finansielle
tidsraekker er det ikke rimeligt at antage en gvre graense, og Weibull antages derfor ikke for
at vaere et godt fit, nar vi senere hen i afhandlingen vil estimere ekstremvaerdifordelinger pa
vores aktiekursers maksima vaerdier. For Gumbel og Fréchet har halerne ingen hgjre
endepunkter, men vi kan se, at halen for Fréchet aftager langsommere end for Gumbel.
Halen for Gumbel aftager eksponentielt, hvorimod det kan vises med en Taylor-udvikling, at

halen for Fréchet aftager langsomt som en power law mod 1. Hvis vi kigger pa Fréchet

fordelingsfunktionen givet ved

P, =e7*

og dernaest anvender en Taylor-udvikling herpa, sa far vi, at
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1—e™  ~x7% nar x — ools
At Fréchet fordelingen langsomt aftager som en power law medfgrer, at halerne er tungere
end for Weibull og Gumbel, og derfor ses Fréchet oftest at give det bedste fit for finansiel

data, som vi ogsa ved oftest har tunge haler.

3.2.2 Maximum Domain of Attraction

| de forrige afsnit har vi gennemgaet den generaliserede ekstremvaerdifordeling, der
indeholder de tre familier af ekstremvaerdifordelinger kaldet Fréchet, Gumbel og Weibull,
men hvordan kan vi sikre os, at fordelingen af de normaliserede maksima veaerdier
konvergerer i fordeling til en af de tre familier? Det kan vi ved at kigge pa konstanterne a,,
og b,, fra normaliseringen af maksima vaerdierne M;;. Konstanterne indgar i Seetning 21¢ om

Maximum Domain of Attraction, der siger fglgende:

Seetning 2:  “En stokastisk variable X (eller dens fordelingsfunktion F) tilhgrer Maximum
Domain of Attraction af ekstremveerdifordelingen G, hvis der eksisterer en fglge af

konstanter a,, > 0, for alle n, og b,, € R, der opfylder, at

d
ar_ll(Mn - bn) -G
Vi skriver sé F € MDA(G).”

Udtrykket i Seetning 2 kan omskrives, da fordelingsfunktionerne for

ekstremveerdifordelingerne er kontinuerte i R. Normeringskonstanterne skal da opfylde, at
. Mn - bn .
lim P (— < x) = lim F"(a,x + b,) = G(x)
n—-oo an n—oo

Seetning 2 siger altsa, at hvis vi kan finde normeringskonstanter a,, > 0 og b,, € R, der

opfylder greenseveerdiudtrykket lim F"(a,x + b,,) = G(x), sa tilhgrer fordelingsfunktionen
n—->oo

F Maximum Domain of Attraction af ekstremvaerdifordelingen G. Dette resultat anvendes i

15 [Embrechts et al. (2012), 3.3.1 The Maximum Domain of Attraction of the Fréchet Distribution]
16 [McNeil et al. (2015), Definition 5.2]
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Seetning 3, der er mest kendt som Fisher-Tippett’s saetning?’.

Seetning3:  "Hvis F € MDA(H) for en ikke-degenereret fordelingsfunktion H, sé mé H

veere en fordeling af typen G (x), nemlig den generaliseret ekstremveaerdifordeling.”

Saetning 2 og 3 betyder tilsammen, at hvis vi kan finde normeringskonstanter a,, > 0 for alle
n og b, € R, sa fordelingen af de normaliserede maksima veaerdier konvergerer mod en
ekstremveerdifordeling G, sa ma fordelingsfunktionen F af maksima veerdierne tilhgre den
generaliserende ekstremvaerdifordeling G og kunne fittes med én af de tre familier; Fréchet,

Gumbel og Weibull.

3.3 Identificering af maksima vaerdier

| ekstremvaerditeori anvendes oftest to metoder til at finde ekstreme vaerdier i halerne af en
fordeling. Metoderne kaldes ”Block Maxima” og “Peaks Over Threshold”. Begge metoder
har fordele og ulemper, hvilket vi vil komme ind pa Igbende, idet vi i de kommende afsnit vil

gennemga de to metoder.

3.3.1 The Block Maxima method

Block Maxima metoden bygger pa idéen om at opdele data i mindre tidsintervaller heraf
navnet "Block”. Den samlede periode ens data spander over, kan opdeles i m blokke af ens
stgrrelse n, hvortil de ekstreme veerdier da kan afleeses som st@rste observation i hver blok,

M,,,,. Dette kan ses illustreret ved Figur 3-2.

17 [McNeil et al. (2015), Definition 5.3]
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Figur 3-2: Block Maxima metoden med en drlig blok-stgrrelse. Dataszettet hedder “Fort” og er hentet fra “extRemes”
biblioteket i R. Data omhandler nedbgrsmaengder mdlt pd en regnmdler i Fort Collins, Colorado.

De r@de punkter er de drlige maksima nedbgrsmaengder siden 1970.

| denne afhandling vil vi som naevnt kigge pa aktiekurser, der indeholder daglige
observationer (fra trading days) i en given periode, og denne type data kan f.eks. opdeles til
arlige-, semesterlige- eller kvartalsvise blokke, hvor maksima vaerdier for hver blok kan
analyseres som ekstreme veaerdier. Afhaengigt af den samlede tidsperiode og antallet af
gnskede ekstremvardier kan stgrrelsen af blokkene vaelges. Nar blok-stgrrelsen er bestemt
og data er inddelt, genereres n-blok-maksima vaerdier for hver blok, M,,. For maksima
vaerdien i blok j skriver vi My, ;, hvortil de samlede maksima vaerdier kan skrives som

M1, ..., My, . Fordelingen af n-blok maksima vaerdierne M,, vil sa fglge den generaliserede
ekstremveerdifordeling G i Definition 3 for et stort nok n under betingelserne for Maximum
Domain of Attraction i Seetning 2. Safremt fordelingsfunktionen F er i MDA(G), kan den
generaliserede ekstremveerdifordeling estimeres ved brug af forskellige
estimeringsmetoder. De mest anvendte er maksimum likelihood estimation (MLE) og
sandsynlighedsvaegtede momenter, men i denne afhandling vil vi alene have fokus pa MLE.
Ved anvendelse af maksimum likelihood estimering antager vi, at blok-st@rrelsen n er stor

nok til, at vi kan antage, at fordelingen af blok-maksima vaerdierne er uafhaengige, uagtet
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om observationerne i vores datasat er afhangige eller ej. Det kan vi, fordi vi antager, at en
stor blok-st@rrelse vil give en stor nok afstand mellem maksima vardierne til vi kan sige, at
de er uafhaengige. | tilfaeldet hvor antagelsen om uafhaengighed mellem maksima vaerdierne
ikke er sand og data er afhaengige, sa vil maksima vaerdierne konvergere langsommere mod
en GEV fordeling, da den effektive stikprgvestgrrelse vil veere n6 fremfor n. MLE kan
opskrives ved brug af taethedsfunktionen for GEV fordelingen, idet log-likelihood funktionen
kan findes herfra. Teethedsfunktionen for GEV fordelingen finder vi ved at differentiere

fordelingsfunktionen fra Definition 3, altsa

For at differentiere ovenstaende udtryk skal vi benytte keedereglen. Hvis vi begynder med at
differentiere udtrykket for £ # 0 med hensyn til x, sa far vi fglgende funktioner
_1
X — U\ ¢
— X —_ [
fo=e* g = (1+€( - ))
Forste afledte af f(x) finder vi nemt, men for at finde fgrste afledte af g(x) skal viigen

benytte kaedereglen. Det giver os fglgende

RGO = x %, i) =1+¢(=5)
W (x) = 1x‘(”%), i'(x) = s
& o

hvoraf

g =3 (14 (%)>(1+§)

Hvis vi indsaetter den fgrste afledte g’ (x) i fgrste anvendelse af kaedereglen, sa finder vi

teethedsfunktionen for & # 0:
Ieuo() = f'(9(0) - g'(x0)

gf,u,a(x) = e_(“f(%)) ’ .%<1 +¢ (x _ M)>( ?) , naré # 0

o
P3a samme made kan vi bestemme taethedsfunktionen i tilfaeldet hvor £ = 0. Igen ved brug

af keedereglen far vi, at
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x—u)

f(x) = e_x, g(x) = e_(T
Ligesom i tilfaeldet hvor & # 0 kan vi nemt finde den fgrste afledte f'(x), men vi skal igen
benytte keedereglen for at bestemme g'(x). Dette giver os

h(x) = e, i(x) = (%)

1
W) =-e, i) ==
o
Hvoraf
) = —e-(558) 1
g'(x) e Lo/

Fuldfgrer vi fgrste kaederegel giver det os altsa taethedsfunktionen
1 e () (xzm )
senar = (T, o
Hvis vi samler de to beviser for taethedsfunktionen, sa fas et samlet udtryk givet ved

1

o (1+6(5H) .1<1 i (x _ “)>(1+€), £+0

o

1 <_e—€_ x%)—(%)) £=0

o

gf,u,a(x) =

Herefter kan log-likelihood funktionen hurtigt defineres ved at indszette den fundne

taethedsfunktion i nedenstaende udtryk:

m
l(f, U, o; Mnlr sy Mnm) = Z In gf,u,a(Mni)
i=1

Det medfgrer fglgende log-likelihood funktion?!®
l(f' U, a; Mnli L Mnm) =

mno— (1 3 (10 () -5 (1) T, e

{ i=1 i=1 (2)

—mlna—i(Mnia_ﬂ)—ie_(W), §=0

\ i=1 =1

p

Log-likelihood funktionen skal maksimeres under parameter betingelserneg > 0og 1 +

f—M";_“ > 0 for alle i. Dette kan ikke Igses eksplicit, men man kan anvende algoritmer til at

8 [Coles, S. (2001), ligning (3.7) og (3.9) p. 55]
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finde maksimum?®. Maximum-likelihood estimering af GEV fordelingen er dog ikke altid
optimal, idet anvendelse af maximum likelihood metoder til bestemmelse af asymptotiske
genskaber af estimaterne af parametrene i GEV fordelingen kompliceres af at
endepunkterne i GEV modellen afhaenger af parametervardierne. Regularitetsbetingelserne
for MLE er krav til de afledte af log-likelihood funktionen, og de sikrer blandt andet, at MLE
estimaterne er asymptotisk normalfordelte. For GEV fordelingen er dette kun geeldende i
enkelte tilfeelde:

e For & > —0,5, sa har maximum-likelihood estimaterne de asymptotiske egenskaber.

e For—1< ¢ < —0,5, maximume-likelihood estimaterne kan findes, men de har ikke

de asymptotiske egenskaber.

e For & < —1, sa er maximum-likelihood estimaterne ikke til at estimere.
Tilfeeldet hvor & < —0,5 observeres for fordelinger med en meget kort gvre hale, hvorfor
tilfaeldet sjeeldent observeres inden for anvendelse af ekstremvaerditeori i praksis. Det
skyldes, at man sjeeldent gnsker at kigge pa halefordelingen for en fordeling med meget
korte haler, og det er derfor ikke er interessant at medtage, nar vi snakker om MLE
estimering af EVT?. Det problematiske ved tilfaeldene hvor MLE estimaterne ikke kan
estimeres eller ikke har de asymptotiske egenskaber er, at vi dermed ikke kan estimere
varians-kovarians matricen. Varians-kovarians matricen er normalt givet ved den inverse af

den observerede informationsmatrix I, (6)2! over MLE estimaterne, altsa

2

96,00

Io(0) = - 1(6)

hvor 1(0) er log-likelihood funktionen og 8 = @, hvor 8 er MLE estimatet. Sa kan vi som sagt
estimere varians-kovarians matricen

V=1I0)™" (3)
Udover at veere vigtig i sig selv kan varians-kovarians matricen ogsa anvendes til at estimere
konfidensintervaller, som vi vil komme ind pa senere under "Return level og return period”.
En Igsning til problematikken er i stedet at anvende profil-likelihood i stedet. Profil-

likelihood for en af de givne parametre u, o og € i GEV fordelingen kan bestemmes ved at

19 [Coles, S. (2001), p. 55-56]
20 [Coles, S. (2001), p. 55]
21 [Coles, S. (2001), p. 32]
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holde én af parametrene fast og dernaest maksimere log-likelihood funktionen for de
resterende to. Dette gentages sa for forskellige veerdier af parameteren, hvoraf profil-
likelihoodfunktionen af denne parameter sa findes. Hvis vi f.eks. gnsker fgrst at estimere ¢,
sa kan profil-likelihoodfunktionen for ¢ findes ved at maksimere likelihoodfunktionen over u
og g, mens & holdes fast, £ = &,. Dette gentages for en raekke veerdier af &,. Profil-
likelihoodfunktionen, 1,,(£¢), er derved en funktion af £. Pa baggrund af profil-

likelihoodfunktionen kan vi bestemme konfidensinterval for ¢ via?2

~ 1
fe 1,0 > 1,(8) - 5224}
hvor f er MLE estimatet, der maksimerer profil-likelihoodfunktionen, 1,,(¢) og )(5,1 er a-

fraktilen af en 2 fordelingen med 1 frihedsgrad.

Vi har nu kigget pa, hvordan BM metoden identificerer maksima vaerdier og estimerer
parametrene i fordelingen af maksima via maximum-likelihood estimering, men BM
metoden kan vaere problematisk at implementere i praksis, da valget af blok-stgrrelse kan
pavirke resultaterne. For store blokke vil vi fa feerre ekstreme veerdier, hvilket kan gge
risikoen for at relevante observationer ikke medtages i modellen. Store blokke kan resultere
i, at tilpasningen af maksima-vaerdierne til GEV fordelingen er mere praecis og samtidig at
parameter estimeringen har et lavt bias. Til gengaeld kan variansen for maksima-veerdierne
veere stor, da antallet af ekstreme vaerdier vil veere lav og kan variere meget. | tilfeeldet med
et mindre valg af blok-st@rrelse risikerer estimeringen af parametrene at veere biased, da
der vil veere flere ekstreme vaerdier og disse vil ligge taettere i forhold til hver enkelt
tidsperiode (og dermed ogsa risikere at vaere afhaengige). Ved sma blokke er der ogsa en
risiko for, at observationer vi normalt ikke ville kendetegne som ekstreme vaerdier vil blive
medregnet. Det ses f.eks. i perioder med lavkonjunktur, hvor sma blokke vil give flere
vaerdier inden for lavkonjunkturen end store blokke ville have gjort. Valget af blok-stgrrelse
er derfor en vigtig balance ved implementering af denne metode til generering af de

ekstreme vaerdier, da for store eller for sma blokke kan pavirke slutresultatet.

22 [Ruppert et al. (2015), p. 119]
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3.3.1.1 Return level og return period

Efter maksima vaerdier er identificeret, f.eks. vha. BM metoden, og en generaliseret
ekstremveerdifordeling er fittet til ens maksima vaerdier, kan GEV fordelingen anvendes til at
estimere to vaerdier kaldet return level og return period. Disse to mal giver et estimat p3,
hvornar ekstreme haendelser af en given stgrrelse eller tidshorisont kan forventes

observeret. Return level benyttes til at estimere, hvornar en ekstrem haendelse af en
bestemt vaerdi i gennemsnit forventes at blive overgaet per Far (hvis ar er det anvendte

tidsinterval). Return period benyttes i stedet til at estimere den gennemsnitlige tid vi
forventer der gar, fgr en given ekstrem haendelse forventes at blive observeret igen.

Definitionerne pa disse to mal er givet ved Definition 4% og Definition 52*.

Definition 4: Return level “Lad H veere fordelingsfunktionen for den empiriske fordeling

af n-blok maksima veerdierne. Det k’te n-blok return level er vy = q, 1 (H), dvs. (1 - %)—
k

kvartilen af H.”

Definition 5: Return period ”“Lad H veere fordelingsfunktionen for den empiriske fordeling

af n-blok maksima vaerdierne. Return perioden af haendelsen {M,, > u} er da givet ved

— i,
nu H(u)'

Return level og return period kan tolkes som en form for risikomal, men i modsatning til
Value-at-Risk og Expected Shortfall der estimeres ud fra hele fordelingen af ens data, sa
estimeres return level og return period kun ud fra fordelingen af de identificerede maksima
vaerdier. Nar en GEV fordelingen er fittet til maksima veerdierne, kan vi estimere return level

ved at invertere udtrykket i Definition 3 for GEV fordelingen, altsa®*:

23 [McNeil et al. (2015), Definition 5.13]
24 [McNeil et al. (2015), Definition 5.14]
25 [McNeil et al. (2015), Ligning (5.7) pa s. 145]
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0. i g((m(1-3) 1) e
’ ﬁ—&ln(—ln(l—%)), £=0

. . 1 o . .
Her vil 7,  veere return level og return period da veere e da 7, x forventes i gennemsnit at

(4)

’Pn,k == Gg

. 1, . . o o
blive overskredet en gang hver L ar. Return period kan estimeres pa fglgende made:

! =, §#0
S S PR (Y K
nu Gg,ﬁﬁ(u) 1 g —0
()

Return level kan altsa fortolkes som et niveau 7,, , vi i gennemsnit forventer vil blive
overskredet i én ud af hver k’te ar (eller andet bestemt tidsinterval). Return period kan i
stedet fortolkes som sandsynligheden for, hvornar en ekstrem haendelse i gennemsnit vil
observeres igen. Efter estimering af return levels kan vi opstille et plot, der viser return levels
for flere return periods. Et sadan plot kaldes et return level plot, og det kan anvendes til at

vurdere, hvordan fittet af ens GEV model er pa de identificerede maksima vaerdier. Return
level plots indeholder estimerede return levels plottet mod y, = —log (1 - %) Hvis vi i

stedet plotter 7, , mod log yy, sa vil return level plottet vaere linezert for ¢ = 0, mens det
for & < 0 vil veere konkavt og det for & > 0 vil vaere konvekst uden en endelig graense. Et
return level plot bestar altsa af punkterne

{(logyk ,fn,k), 0<p< 1}
Hvis de estimerede return levels fglger kurven bestemt af GEV modellen, kan vi antage, at
GEV modellen er et godt fit pa vores ekstreme vaerdier. Nedenfor ses et eksempel pa et
return level plot, hvor vi kan se estimaterne af return levels og den sorte kurve fglger

hinanden fint.
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Figur 3-3: Return level plot efter fit af GEV fordelingen pé dataseettet “Fort”, der er hentet fra “extRemes” biblioteket i R.

Formparameter estimeret til at veere & = 0,259. Kurven ses ogsa at vaere konveks.

Da return levels og return periods estimeres ud fra maximum likelihood estimaterne, er der
en vis usikkerhed forbundet med disse, og det kan derfor vaere interessant at estimere
konfidensinterval. Konfidensinterval kan tilfgjes til return level plots (kan ses i Figur 3-3 som
stiplede linjer) og de kan beregnes ud fra estimaterne af maximum likelihood estimeringen
ved hjzelp af Delta metoden. Variansen kan vises at veere

Var(f‘n,k) ~ Vr VT, i
hvor V er kovarians-matricen, der kan findes ud fra MLE estimaterne f, fL og &, som visa
tidligere i ligning (3). | udtrykket for variansen er Ar, ; givet ved

OTpk OTng 0Ty
ou ' do ' 0¢&

Vrr’{'k :[

Konfidensintervaller baseret pa asymptotisk normalitet af maximum likelihood estimaterne
kan dernaest dannes ud fra variansen. For return levels og return periods er det oftest
laengere return periods, der er interessante at kigge pa, men dette gger ogsa usikkerheden
for manglende praecision. Konfidensinterval for return level og return period beregnes pa
baggrund af maximum likelihood estimaterne, hvor normalfordelingsapproksimation kan

veere usikker. Taget den ggede usikkerhed i betragtning kan profil-likelihood metoder
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anvendes i stedet til at bestemme konfidensintervaller. Konfidensintervaller kan bestemmes
via profil-likelihood estimering ved at omskrive estimeringen af return level givet i ligning

(4), sa 1, indgar i udtrykket. Vi far da, at

et Z((m(1-1) 1), e
rn,k—aln<—ln<1—%)), E=0

Hvis vi indsaetter ovenstaende udtryk for u i log-likelihood funktionen i ligning (2) og

(5)

estimerer via profil-likelihood metoden, finder vi konfidensinterval for return level, der sa

kan indsaettes i return level plottet.

3.3.1.2 Estimering af Value-at-Risk og Expected Shortfall

| dette afsnit vil vi gennemga, hvordan estimeringen af Value-at-Risk og Expected Shortfall
ser ud, nar en ekstremvaerdifordeling er estimeret. Hvis vi antager, at halerne i en
tabsfordeling F, er fittet med den generaliseret ekstremvardifordeling (GEV), kan Value-at-

Risk estimeres pa fglgende made?®:

ﬁ—g(l—(—nlna)‘g), E+0

a

g+éIn(—nlna), ¢E=0

VaR, = (6)

Efter estimering af Value-at-Risk kan vi finde en approksimation af Expected Shortfall ud fra
ligning (1), idet vi kan estimere den gennemsnitlige VaR ved forskellige konfidensniveauer i
€ (a, 1) ved numerisk integration?’. Generelt ser vi dog, at Block Maxima metoden kommer
til kort ved brug pa finansiel data sammenlignet med Peaks Over Threshold, idet Block
Maxima metoden ikke fanger klyngedannelse i volatiliteten og dermed ikke medtager alle

ekstreme haendelser.

3.3.2 The Peaks Over Threshold method
I modsaetning til Block Maxima metoden, der bygger pa opdeling af data i blokke, benytter

Peaks Over Threshold metoden en anden tilgang til identificering af maksima veerdier. Som

26 [Andersson, K. (2020), ligning (8), p. 11]
27 [Andersson, K. (2020), p. 11]
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tidligere naevnt kan Block Maxima metoden resultere i tab af maksima veaerdier, da der, for
eksempel i tilfeelde af klyngedannelse, kan vaere flere observationer, der kendetegnes som
ekstreme haendelser, men som vil blive undladt i en model, fordi kun hgjeste maksima vaerdi
for hver blok bruges. Dette problem kan Peaks Over Threshold metoden Igse bedre, da den
identificerer vaerdier, der overgar en graense og samler disse som ekstreme veaerdier i en
model. Til gengaeld kan Peaks over Threshold metoden komme til kort, hvis data indeholder
en saeson komponent, hvorfor det kan veere smart at saesonjustere ens data, fgr POT
metoden anvendes til modellering af ekstreme vaerdier. Idéen med Peaks Over Threshold
metoden er at identificere ekstreme veerdier ud fra et threshold u, og dernaest fokusere pa
fordelingen af disse maksima veaerdier. Identificeringen af ekstreme vaerdier illustreres i Figur

3-4 nedenfor.

Peak Over Thresholds
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Figur 3-4: Peaks Over Threshold metode til identificering af maksima veerdier, der er vaerdier over threshold u (den rgde
linje). Data er “Fort” fra biblioteket “extRemes” i R omhandlende nedbgrsmaengder for en regnmdler.
De rgde punkter er maksima veerdier, der overskrider u = 2.5.
BM metoden anvendte den generaliserede ekstremvaerdifordeling som en approksimation
af maksima veaerdiernes fordeling, men POT metoden benytter i stedet en generaliseret

Pareto fordeling til at beskrive de ekstreme vaerdier. Inden vi definerer GPD fordelingen vil
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vi kigge pa fordelingen af de ekstreme vaerdier. Som naevnt bliver ekstreme veerdier i Peaks
Over Threshold metoden genereret ud fra et valgt threshold u, hvor vaerdier der overgar u
betragtes som maksima vaerdier, og dernaest fittes en fordeling af halevaerdierne, der kan
approksimeres af GPD fordelingen. Hvis vi antager, at X3, ..., X,, eri.i.d. stokastiske variable,
kan vi finde en excess fordelingsfunktion F, for veerdier af x, der ligger over threshold wu.
Denne excess fordeling vil besta af de identificerede maksima veaerdier, og den er defineret i

Definition 6 med middelveerdi defineret i Definition 7.

Definition 6%2: Excess distribution over threshold u ”Lad X veere en stokastisk
variable med fordelingsfunktion F. Excess fordelingen over threshold u vil da have
fordelingsfunktion

F(x+u)—F(u)

Ex)=PX—-—u<x|X>u)= - F

For 0 < x < xp — u, hvor xp < oo er det hgjre endepunkt af F.”

Definition 7%°: Mean excess function ”Mean excess function af en stokastisk variable
med endelig middelvaerdi er givet ved

euw)=EX—-ul|X>u)

Excess fordelingsfunktionen E, (x) beskriver sandsynligheden for, at en maksima vaerdi er
mindre end eller lig x givet, at threshold u er overgaet. Igen gnsker vi at finde den rigtige
fordelingsfunktion F,, men da denne er ukendt, vil vi i stedet at estimere en
grensefordeling, som maksima vardierne kan fittes til. Fordelingen der anvendes i POT

metoden er som naevnt en generaliseret Pareto fordeling, der er givet ved Definition 83°:

Definition 8: Generaliseret Pareto fordeling (GPD) “Fordelingsfunktionen for den

generaliseret Pareto fordeling er givet ved

28 [McNeil et al. (2015), Definition 5.17]
2% [McNeil et al. (2015), Definition 5.18]
30 [McNeil et al. (2015), Definition 5.16]
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| Definition 8 er & og f henholdsvis kaldet form- og skalaparameter. Ligesom for GEV
fordelingen i Definition 3, sa indeholder GPD fordelingen i Definition 8 ogsa seertilfeelde

afhaengig af form- og skalaparametrene & og 5. Nar & > 0, sa er fordelingsfunktionen

G&B(x) en Pareto fordeling med a = 2 0gK = E. Nar & = 0 er GPD fordelingen en

§ §

eksponentialfordeling og i sidste tilflde, nar & < 0, er fordelingen en Pareto type Il

fordeling. Middelvaerdien for GPD fordelingen er givet som

BOO =10

Vi kan se i nedenstaende Figur 3-5, hvordan den generaliseret Pareto fordeling ser ud i de

naré <1 (7)

tre tilfelde £ > 0, =00g ¢ < 0.
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GPD taethedsfunktioner
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Figur 3-5: Fordelings- og taethedsfunktioner for de tre tilfeelde af GPD fordelingen; Pareto fordeling (¢ = 0,5),

eksponentialfordeling (¢ = 0) og Pareto type Il fordeling (¢ = —0,5) med skalaparameter 8 = 1.

Pa Figur 3-5 ser vi, hvordan fordelingsfunktionerne for GPD fordelingerne har ligheder med
GEV fordelingerne, som vi sd i Figur 3-1. Vi kan se, at nar & = 0,5 og fordelingen er en Pareto
fordeling, sa aftager den langsommere end eksponentialfordelingen hvor & = 0. Vi kan ogsa
se, at Pareto type Il med £ = —0,5 aftager hurtigst af de tre fordelinger og samtidig har et
endeligt hgjre endepunkt, som vi ogsa sa det for Weibull fordelingen. Vi kan ogsa se, at for

hgjere vaerdier af & bliver halerne for den generaliseret Pareto fordeling federe.

Vi har nu set, hvordan de tre typer af den generaliseret Pareto fordeling ser ud for
forskellige veerdier af formparameteren &, og lige som for GEV fordelingen estimeres denne
og skalaparameter [ ogsa via maximum likelihood estimation. GPD fordelingens parametre
kan ogsa estimeres via sandsynlighedsvaegtede momenter, men vi vil igen have fokus pa
MLE. Som vi sa det tidligere for GEV fordelingen, sa kan log-likelihood funktionen igen
bestemmes ved fgrst at finde teethedsfunktionen. Taethedsfunktionen for GPD fordelingen
findes ved at differentiere fordelingsfunktionen med hensyn til x og igen benytter vi

kaedereglen. Vi far da fglgende taethedsfunktion
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gep) =1 P
—e B, E=0

Hvis vi igen sammenligner MLE for GEV- og GPD fordelingen, sa gnsker vi for GPD
fordelingen at kigge pa omfanget af tab (ogsa kaldet excess loss), nar det valgte threshold u
er overskrevet, og ikke pa observationernes vaerdi som under GEV fordelingen. Hvis vi
antager, at X3, ..., X, er observationer fra tabsfordelingen, sa er N,, antallet af
observationer, der overgar det valgte threshold u og disse observationer kan vi kalde
X, ...,)?Nu. Vi er da interesseret i at finde forskellen pa disse observationer og threshold u

kaldet excess loss, altsa Y; = X; — u. Vi kan da finde log-likelihood funktionen indeholdende

disse veerdier, og den er givet ved

Ny
In L(f,ﬁ; Yi, ---:YNu) = Z lngf.ﬁ(yj)
j=1

(&1 (1)
]Zln—[—g<1+fﬁ) . £%0
= { w oo
In—e B, E=0
L = B

Log-likelihood funktionen skal maksimeres under parameter betingelserne § > 0 og 1 +

f% > 0 for alle j, og det resulterer i estimeringen af en GPD fordeling med

parameterestimaterne é’ og B for excess fordelingen F,. | praksis kan maksimering af log-
likelihood funktionen ikke Igses eksplicit, men i stedet anvendes numeriske algoritmer til at

finde estimaterne.

3.3.2.1 Bestemmelse af threshold u

| Peaks Over Threshold metoden er det valgte threshold u altafggrende for metodens
effektivitet. Hvis threshold veaelges for lavt, sa vil flere ekstreme veerdier end ngdvendigt
medtages, og der er en risiko for, at vaerdier vi normalt ikke ville anse som ekstreme nu
identificeres sadan, hvilket kan give hgjere bias for parameterestimaterne. Omvendt vil et

for hgjt threshold kunne betyde faerre ekstreme veaerdier, der kan give en gget varians for
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parameterestimaterne. Det er samme problematik, som vi sa vedrgrende valg af blok-
stgrrelse for Block Maxima metoden. Selvom valget af hvor graensen for ekstreme veaerdier
skal ga er vigtig, sa findes der ikke en konkret made at bestemme det bedst mulige valg pa.
Fremgangsmaden er at forsgge med forskellige thresholds, som vi baseret pa vores data
antager er fornuftige muligheder, og dernaest undersgger vi modellens fit. For at fa en idé
om hvad fornuftige thresholds vaerdier u kan veaere, kan vi benytte et plot kaldet mean
excess plot. Mean excess plots antager, at vores ekstreme vaerdier over threshold vaerdien u
folger en GPD fordeling, idet den anvender middelvaerdien af en GPD fordeling, som vi i
ligning (7) sa for & < 1 til at bestemme mean excess funktionen. | tilfeeldet hvor £ > 1 er
middelvaerdien uendelig. Hvis vi antager, at ekstreme vaerdier over et givent threshold u, er

GPD fordelt, sa kan mean excess funktionen defineret i Definition 7 skrives som3!

Puq
1-¢

hvor ,,, er skalaparameteren for ekstreme veerdier over threshold u,. Hvis ovenstaende

EX—uy | X >uy) = foré <1

holder for threshold u,, ma vi ogsa kunne udtrykke mean excess funktionen for alle
threshold vaerdier hvor u > u, sa leenge skalaparameteren (3, @ndres i forbindelse med
threshold veerdien 1. Mean excess funktionen vil da kunne skrives med en skalaparameter,

der er en linezer funktion af u. Den er givet ved??

e(u)zE(X—u|X>u)=1%}:&1"1_?1

hvor B, = By, + $u. Mean excess funktionen vil derfor veere en linezer funktion af u, som vi

kan bestemme efter identificering af de ekstreme vaerdier. Den empiriske mean excess
funktion er givet ved33

(X —u) - I (x>

?:1 I{Xi>u}

€n (u) =

hvor I er enhedsmatricen. Ovenstaende udtryk kan omskrives til fglgende

n
1
en(W) =— ) (Xi —u) - Iix>u
N, &
1=

31 [Coles, S. (2001), ligning (4.8), p. 78]
32 [Coles, S. (2001), ligning (4.9), p. 79]
33 [McNeil et al. (2015), ligning (5.16), p. 151. Bemaerk: threshold er defineret som u og ikke v]
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hvor N,, som naevnt er antallet af ekstreme vaerdier over threshold u. Veerdien af ME
funktionen kan vi plotte ved forskellige thresholds af u, hvoraf vi far et mean excess plot.
Mean excess plots indeholder altsa punkterne

{(u, en(u)) ru < xmax}
hvor x,,,,, er stgrste veerdi af observationerne X;, ..., X;, fra ens data. Til mean excess plots
kan der tilfgjes konfidensinterval. Nedenstaende ses et eksempel p3, hvordan et mean

excess plot kan se ud.

Mean Residual Life Plot

-
N

Mean Excess
0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8

T T T T T 1
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

Threshold

Figur 3-6: Mean Excess plot viser veerdien af mean excess funktionen for forskellige thresholds u..

Data er “Fort” fra biblioteket “extRemes” i R omhandlende nedbgrsmaengder for en regnmdler
Aflaesning af et mean excess plot kan vaere vanskeligt, idet vi forsgger at identificere et sted i
plottet, hvor det ser nogenlunde ”linezert” ud. Det ses ofte som et knak i kurven, hvortil
threshold vaerdien kan aflaeses pa f@rsteaksen. Som vi kan se pa Figur 3-6 mister vi data i takt
med threshold veerdien stiger, hvorfor der logisk nok er en gvre graense for, hvor hgjt vi gnsker
at saette u, idet vi gnsker at undga hgj varians grundet for fa ekstreme vardier. Et mean
excess plot siger ogsa noget omkring formparameteren &. Hvis plottet viser en lineaert
opadgaende trend, sa er & positiv, hvorimod hvis plottet viser en linezert nedadgaende trend,

sa er & negativ. | tilfeldet hvor trenden bevaeger sig horisontalt, sa er & nul og excess
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fordelingen er da en eksponentialfordeling. Ud fra Figur 3-6 kan vi f.eks. antage, at ¢ > 0 idet
kurven godt kan ses som en opadgaende trend. Vi ser ogsa, at threshold u = 0.4 kan vaere et

fornuftigt valg, da vi her har et lille "knaek” i kurven.

For BM metoden gennemgik vi, hvordan return levels og return periods kunne bestemmes.
Disse mal kan vi ogsa bestemme, nar vi benytter Peaks Over Threshold metoden. Return
levels kan vi estimere givet MLE estimaterne, hvortil vi kan konstruere et return level plot,

som vi sa i Figur 3-3. Return levels under Peaks Over Threshold metoden kan estimeres via3*

(1 Np® .
u+-< <m—) -1, E#0
N £ n
rn,k -
N N, .
u—aln(m—), E=0
n
hvor N,, er antallet af maksima vaerdier over threshold u og n antallet af observationer.
Fremgangsmaden for estimering af konfidensintervaller for return levels er ens under POT
metoden, idet vi ogsa her benytter Delta metoden til at estimere varians pa baggrund af
MLE estimaterne og dernaest kan estimere konfidensinterval direkte, som vi sa det for BM

metoden i ligning (5) under BM metoden. Profil-likelihood benyttes ogsa for

konfidensinterval under Peaks Over Threshold metoden.

3.3.2.2 Estimering af Value-at-Risk og Expected Shortfall

Vi vil kort se pa, hvordan estimering af Value-at-Risk og Expected Shortfall er givet, hvis
fordelingen af maksima vaerdierne estimeres med den generaliseret Paretofordeling. Hvis vi
antager, at halerne i en tabsfordeling F;, er fittet med den generaliseret Paretofordeling

(defineres senere), sa kan Value-at-Risk estimeres pa fglgende made® for a > F(u)

u +§(<;(_u§‘)_$ _ 1), ££0

u+[§ln<2(_ua), E=0

VaR, = q,(F) = (8)

for f < 1. Dette giver os ogsa estimeringen af Expected Shortfall, der er givet ved3®

34 [Coles, S. (2001), ligning (4.13) og (4.14), p. 81]
35 [McNeil et al. (2015), ligning (5.18), p. 154] og [Andersson, K. (2020), ligning (15), p. 14]
36 [McNeil et al. (2015), ligning (5.19), p. 154] og [Andersson, K. (2020), ligning (17), p. 14]

pg. 38



g, ={1-¢ T 1-¢ 70 )

VaR,+f,  &=0

| praksis benytter vi parameterestimaterne f og ﬁ, der er givet efter estimering af GPD
fordelingen, og indsatter, men vi benytter ogsa en estimering af F(u), der er givet ved
N, /n, hvor N, er antallet af ekstreme vaerdier over threshold u og n er antallet af
observationer i datasattet. Da parameterestimaterne findes via maksimum likelihood
estimering, kan vi nemt finde konfidensinterval for VaR og ES. Dette ggres ved at bruge

profil-likelihood, som vi senere hen vil komme mere ind pa.

4 Volatilitet i finansiel data

4.1 Heteroskedastiske modeller: ARCH og GARCH

Referencer for dette kapitel er Ruppert, David and Matteson, David S. (2015) kapitel 14;
Nelson, Daniel B. (1991); S. Tsay, R. (2002) kapitel 3.

Inden for matematisk finansiering kan det vaere gavnligt at estimere volatiliteten for et aktiv.
Volatilitet kan inden for gkonomi vaere f.eks. prisvariationen over tid eller variationen i
kurser og renter. Modeller der modellerer et aktivs volatilitet, dvs. den betingede varians for
aktivets afkast, kaldes for betingede heteroskedastiske modeller. Som regel vil volatiliteten
for finansiel data udvise klyngedannelse med perioder med hhv. hgj og lav volatilitet,
hvorfor ARMA(p, q) modeller med antagelsen om konstant betinget varians vil komme til
kort. Til at estimere volatilitet for en tidsraekke kan benyttes ARCH(q) og GARCH (p, q)

modeller.

4.2 ARCH model

For ARCH modeller antager man som regel, at stgjen &, i en ARCH (q) model enten fglger
en normalfordeling eller en standardiseret Student’s t-fordeling. Vi antager, at stgjen ¢; er
en steerk hvid stgj proces med enhedsvarians, hvoraf a; sa vil vaere en ARCH (1) proces, hvis

a; = &0
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=& ’a) + aja?_,

Det antages,atw > 0oga; = 0,58 w + aya?_; > Oforallet,ogata; <1,sda,er
stationaer med endelig varians. Som vi kan se, sa afhaenger a; af en kvadratisk funktion af

sin egen veerdi til tid t — 1, sa store chok i form af a?_ vil fgre til en stgrre vaerdi af a,.

For ARMA(p, q) er den ubetingede middelvaerdi og varians konstant, og det samme geelder
for ARCH (q) processer, hvorimod den betingede varians dog ikke vil vaere konstant. Vi kan
fortolke den betingede varians pa fglgende méade: da 6 = w + a;a?_, servi, at store
veerdier af a;_4 vil medfgre en stgrre vaerdi af g,, som sa igen kan medfgre en stgrre vaerdi
af a;. Sagt pa en anden made, sa vil volatiliteten pavirke veerdierne i fremtiden, da en stgrre

veerdi af a,_, vil pavirke 6, som igen vil pvirke a,,; osv.

4.3 GARCH model

En anden proces er GARCH, der er en generalisering af ARCH processen. Hvis vi antager, at
1, er log afkastet for et aktiv, og at a;, = 1, — u er det middelvaerdi-korrigerede log afkast,
sa vil a, veere en GARCH (p, q) proces, hvis
E(as|la;_4,...) =0
a; = 0.&

Hvor

p q

o= |w+ ) aja’_,+ ) BioZ;

t 1 t—1 1=t—1
1 1

For GARCH modeller ser vi en ens adfaerd for volatiliteten, som vi ggr for ARCH modeller.
Igen vil en hgj veerdi af a?_; eller g2, resultere i en hgj veerdi af 6, som igen vil pavirke a?
osv. Forskellen mellem ARCH- og GARCH modellerne er, at tidligere veaerdier g,_; indgar i
den nutidige veerdi af o;, sa klyngedannelse i volatiliteten er mere vedholdende end vi ser
detien ARCH(q) proces. Volatiliteten i ARCH er mere i sma perioder, hvorimod
volatiliteten i GARCH (p, q) processen er mere vedholden, idet tidligere veerdier af o, indgar
i den nutidige. Pa trods af dette er en af GARCH (p, q) modellens svagheder, at den antager,

at positive og negative chok vil have en ens effekt pa volatiliteten, hvilket normalt ikke
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opleveres. Vi ser oftest, at stgrre negative afkast vil gge volatiliteten mere end stgrre
positive afkast. Denne effekt fanges ikke af GARCH, da GARCH modeller modellerer g; som
funktion af tidligere veerdier af a?, uagtet om de tidligere veerdier er positive eller negative.
En anden svaghed er GARCH modellens parameterbetingelser, der kan forhindre modellen i

at fange tilfzeldige svingninger i volatiliteten, fordi o7 ikke ma vaere negativ.

5 Empirisk analyse

Vi har i de forrige afsnit gennemgaet teori bag finansiel risiko, finansielle risikomal,
ekstremvaerditeori og heteroskedastiske modeller, som vi nu vil anvende pa tre aktiekurser.
De tre aktiekurser valgt i denne afhandling er Danske Bank A/S, Vestas Wind Systems A/S og
A.P. Mgller — Mzaersk A/S (B aktien). De tre datasat er hentet fra Nasdag OMX Nordics egen
hjemmeside3’ d. 21. oktober 2021. De kommende afsnit indeholder fgrst en introduktion af
de tre datasaet og dernaest en anvendelse af ekstremvaerditeori og heteroskedastiske
modeller. Undervejs vil vi estimere Value-at-Risk og Expected Shortfall og til sidst vil vi
sammenligne estimaterne for de forskellige modeller. Anvendelsen af ekstremvaerditeori og

volatilitetsmodellering vil blive preesenteret og diskuteret undervejs.

5.1 Introduktion af data

Som naevnt vil de tre dataszet i denne afhandling besta af historiske afkast for Danske Bank,
Vestas og Marsk. Datasaettene indeholder forskellige parametre, heriblandt abningskurs,
gennemsnitskurs for en handelsdag og lukkekurs, men vi vil benytte lukkekursen for hver
handelsdag som vores tidsraekker. Observationerne straekker sig i perioden 01/01/2010 til
31/12/2019. For at undga en mulig pavirkning pa resultaterne, har jeg fravalgt observationer
for finanskrisen i 2007-2009 og efter den globale Covid-19 pandemi, 2020-nu. Begge
haendelser forarsagede dyk pa de finansielle markeder, hvorfor vi i disse periode kan
forvente at opleve ekstreme vaerdier, der kan have en effekt pa vores anvendelse af

ekstremveerditeori og fit af de heteroskedastiske modeller. Vi fortszetter derfor med

37 Nasdag OMX Nordic: Aktier: Historiske priser
Hentet fra http://www.nasdagomxnordic.com/aktier/historiskepriser d. 21/10/2021.
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lukkekurser for de tre virksomheder i tidsperioden 01/01/2010-31/12/2019. De kan ses i

nedenstaende figur.

Danske Bank A/S Vestas Wind Systems A/S
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Figur 5-1: Lukkekurser for Danske Bank A/S, Vestas Wind Systems A/S og A.P. Mgller — Maersk A/S i perioden 01/01/2010 —
31/12/2019.

Ud fra de tre plots i Figur 5-1 ser vi, at ingen af de tre aktiekurser har bevaeget sig ens i
tidsperioden, men ens for dem alle er, at kurserne viser tegn pa konjunktursvingninger. Vi
ser ogsa, at Danske Bank og Vestas i perioden 2012-2018 viser en nogenlunde ens
nedadgaende kurve. Ingen af de tre kurser kan siges at veere stationaere tidsraekker, hvilket
vi for finansiel data heller ikke forventer. En dekomposition (eller “nedbrydning”) af de tre
tidsraekker viser igen tegn p3, at de tre tidsraekker ikke er stationaere. Dekompositionen kan
ses i bilag 9.1, og den viser trend- og seesonkomponenter for alle tre aktiekurser. Hvis vi ogsa
kigger pa plots af autokorrelationen, der kan ses under bilag 9.2, for de tre kurser kan vi se,

at de aftager meget langsomt og viser igen tegn pa ikke-stationaritet. En tidsraekke med en
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trendkomponent vil have en tidsvarierende middelvaerdi, hvorfor vi kan konkludere, at
aktiekurserne ikke er stationeere, og vi kigger derfor i stedet pa de logaritme transformerede
afkast (ogsa kaldet log afkast), som vi kan finde ved at beregne de logaritme transformerede
lukkekurser og dernaest bestemme de differentierede tidsraekker af disse, altsa

1 = In(S;) — In(S¢_4)
hvor 1; er det vi kalder log afkastet og S; er den daglige lukkekurs. Log afkastet af finansielle
aktiver ses ofte at vise tegn pa stationaritet. Log afkastet for de tre virksomheder ser saledes

ud

Danske Bank A/S Vestas Wind Systems A/S
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Figur 5-2: Log afkast for Danske Bank A/S, Vestas Wind Systems A/S og A.P. Mgller — Maersk A/S.

Pa Figur 5-2 kan vi se, at trendkomponenten ikke lengere eksisterer for log afkastet, hvilket

indikerer at middelvaerdien ikke laengere er tidsvarierende. De tre tidsraekker er
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tilbagevendende til et konstant niveau omkring nul, hvorfor de kan antages at veere mean-
reverting. Vi ser yderligere, at de tre log afkast over hele perioden har udsving inden for
[—0,1; 0,1] med fa undtagelser for Vestas, der har enkelte vaerdier inden for [—0,2; 0,2]. P&
baggrund af dette kan vi antage, at den ubetingede varians er konstant for alle tre
tidsraekker, hvorimod vi kan se tegn pa, at den betingede varians muligvis ikke er konstant.
Det kan vi, hvis vi kigger pa forskellige perioder i tidsraekkerne, eksempelvis for Vestas i
perioden 2010-2012 og 2016-2018, hvor der er forskel pa stgrrelsesordenen. Det samme
geelder for Danske Bank i perioden 2012-2014 og 2017-2019, hvor vi kan observere det
samme. For Marsk er det knap sa tydeligt ud fra Figur 5-2, men omkring ar 2016 er
stgrrelsesordenen mindre end den ser ud til at vaere omkring ar 2011. Forskellen i
stgrrelsesordenen tyder pa en ikke-konstant betinget varians, hvilket indikerer at
processerne muligvis indeholder volatilitet, som vi kan modellere med en heteroskedastisk
model. Vi antager dog, at tidsraekkerne er stationzere processer, hvilket ogsa bliver
bekraeftet af autokorrelationsplot (ACF plot), der kan ses nedenfor for de tre processer. Vi er
opmaerksomme pa, at ACF plots for log afkastet for finansielle data ikke altid viser
korrelation, hvorfor vi af ACF plots ikke alene kan bekrzefte, at processerne er stationzere.
Oftest ser vi, at de absolutte veerdier er korrelerede, hvilket vi vil undersgge senere hen.

Men for nu antager vi, at processerne er stationzere.
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Figur 5-3: Plots af autokorrelationen for Danske Bank A/S (@verst venstre), Vestas Wind Systems A/S (gverst hgjre) og A.P.
Mgller — Meaersk A/S (nederst)

De tre plots af autokorrelationen viser, at ingen af de tre processer indeholder
autokorrelation, idet der kun er max ét signifikant lag efter lag 0, hvilket vil sige, at mere end
95% falder inden for testgraenserne. Vi kan altsa antage, at observationerne i de tre
processer er ukorrelerede ud fra Figur 5-3. De tre plots viser heller ingen tegn p3, at
modellering af den betingede middelvaerdi, eksempelvis ved en AR(p) eller MA(q) proces,
er ngdvendig for tidsraekkerne. Vi undersgger dog ogsa, om der for de absolutte veerdier af
log afkastet er korrelation, da det oftest er tilfeeldet med finansiel data, at vi fgrst ser tegn
pa korrelerede vaerdier her. Vi forventer altsa at se, at observationerne er korrelerede,

hvilket ogsa bekraeftes af nedenstaende ACF plots.
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Figur 5-4: Plot af autokorrelation for tidsraekkerne bestdende af absolutte vaerdier for Danske Bank A/S (@verst venstre),

Vestas Wind Systems A/S (gverst hgjre) og A.P. Mgller — Meersk A/S (nederst).

Pa Figur 5-4 ser, at der er flere lags, der er signifikant stgrre end nul, hvorfor de absolutte

vaerdier for tidsraekkerne som forventet indeholder korrelation. Vi forventer, at korrelerede

observationer vil pavirke resultatet af Block Maxima- og Peaks Over Threshold metoderne,

men til at begynde med ignorerer vi dette og antager, at tidsraekkerne for log afkastet og de

absolutte veerdier fglger en hvid stgj proces, idet vi gnsker at estimere

ekstremveerdifordelinger og dernast Value-at-Risk og Expected Shortfall.
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5.2 Anvendelse af ekstremveerditeori

Vi har som naevnt antaget, at observationerne i de tre processer er ukorrelerede og fglger
en hvid stgj proces, selvom vi har set, at processerne viser tegn pa at have en tidsinvariant
ubetinget middelvaerdi og varians, at den betingede varians muligvis er tidsvarierende, og at
tidsreekkerne for de absolutte vaerdier er korrelerede. Pa baggrund af vores antagelse
fortseetter vi med at anvende ekstremveerditeori pa log afkastet for de tre processer,
hvorefter vi far estimeringer af GEV- og GPD fordelinger for de tre tidsraekker, som vi kan
anvende til at estimere de to risikomal, Value-at-Risk og Expected Shortfall. Vi anvender

forst Block Maxima metoden og kigger derefter pa Peaks Over Threshold.

5.2.1 Block Maxima metoden

Vi begynder med Block Maxima metoden til at identificere processernes ekstreme veaerdier.
Da data bestar af daglige observationer ville vi normalt begynde med en arlig blokstgrrelse,
hvor vi antager, at en arlig blokstgrrelse er givet ved 260 handelsdage (det gennemsnitlige
antal handelsdage pa et ar38), men dette giver os kun 10 maksima vaerdier for de tre
processer, hvilket er for lidt til at opna gode parameterestimater. Til at begynde med
benytter vi i stedet en halvarlig blokstgrrelse, der giver os 20 maksima vaerdier. Estimering

via MLE giver parameterestimater og konfidensinterval set i Tabel 5-1 for de tre processer.

Danske Bank Vestas Maersk
Estimat Kl Estimat Kl Estimat Kl
§=10,1564 | [-0,187;0,631] | 0,3675 | [-0,135;1,087] | 0,0286 | [-0,289; 0,572]
4 =10,0460 | [0,039;0,054] | 0,0751 | [0,062;0,093] | 0,0520 | [0,044;0,061]
6 =10,0149 | [0,010;0,022] | 0,0279 | [0,017;0,045] | 0,0164 | [0,011;0,025]

Tabel 5-1: Parameterestimater af GEV fordeling for halvadrlig blokstarrelse.

KI = Konfidensinterval estimeret via profil-likelihood.

For alle tre tidsraekker ser vi, at é’ > 0, altsa at maksima veerdierne bedst kan fittes til en
Frétchet fordeling. Oftest ser vi for finansiel data, at Fréchet fordelingen giver bedste fit

grundet de tungere haler, hvorfor det kan fortolkes som et tegn pa, at vi muligvis har et fint

38 [McNeil et al. (2015), Definition 5.13]. Antal trading days pa et ar antages under definition 5.13 af return
level.
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fit. Vi ser dog, at usikkerhederne for de tre modeller er store, hvilket kan skyldes for fa
maksima veaerdier eller volatilitet og afhaengighed i de absolutte vaerdier af log afkastet, som
vi tidligere afskrev. Vi kigger pa fittet af modellerne ved at plotte return levels. Return level

plots kan ses nedenfor i Figur 5-5.
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Figur 5-5: Return level plots for fit af GEV fordeling pa halvdrlige maksima veerdier for Danske Bank A/S, Vestas Wind
Systems A/S og A.P. Mgller — Meersk A/S.

Her kan vi se, at modellerne umiddelbart giver et rigtig fint fit, idet de estimerede return
levels fglger kurverne bestemt af GEV modellerne. Vi bemaerker ogsa, at modellen for
Meersk ser ud til at give et bedre fit end modellen for Danske Bank, idet enkelte af de
estimerede return levels for Danske Bank afviger en lille smule fra kurven. Bedste fit far vi

for Vestas. For de tre modeller ser vi ogsa, at kurverne er konvekse, da modellerne er fittet
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af en Frétchet fordeling med parameterestimater, f > (0. At vurdere ud fra de tre return
level plots, sa er fordelingen af maksima vaerdierne for Vestas og Maersk fittet bedre af
modellerne end de er for Danske Bank, om end fittet af modellerne generelt ser godt ud. Vi
har dog forholdsvis store usikkerheder for parameterestimaterne, sa vi forsgger at aendre pa
blokstgrrelsen og identificerer i stedet maksima vaerdier ud fra en kvartalsvis- og manedlig
blokstgrrelse. En kvartalsvis blokstgrrelse giver 39 maksima veaerdier, mens en manedlig
blokstgrrelse giver 119 maksima vardier. Vi antager, at manedlige maksima vardier vil ligge
langt nok fra hinanden til ikke at veere korrelerede og pavirke resultaterne. Vi fitter igen en
GEV fordeling til maksima vaerdierne for hver proces via MLE og far parameterestimaterne

angivet i Tabel 5-2 og Tabel 5-3 for hhv. en kvartalsvis- og manedlig blokstgrrelse.

Danske Bank Vestas Maersk
Estimat | Kl Estimat | Kl Estimat | Kl
§=1 02011 | [-0,06;0,593] | 0,4347 | [0,114;0,839] | 0,2179 | [—0,054; 0,553]
a=1 00371 [0,032;0,042] | 0,0586 | [0,051;0,067] | 0,0429 | [0,038;0,047]
6= 00135 [0,01;0,018] | 0,0214 | [0,015;0,030] | 0,0119 | [0,009;0,016]
Tabel 5-2: Parameterestimater af GEV fordeling for maksima vaerdier givet ved kvartalsvis blokstgrrelse.
Ki = Konfidensinterval beregnet via profil-likelihood.
Danske Bank Vestas Maersk
Estimat Kl Estimat | Kl Estimat | Kl
&= 01607 [0,028;0,324] | 0,2190 | [0,094;0,367] | 0,1612 | [0,021; 0,335]
fa=1 00259 [0,023;0,028] | 0,0402 | [0,036;0,044] | 0,0297 | [0,027; 0,032]
6= 00112 [0,009;0,013] | 0,0185 | [0,015;0,021] | 0,0107 | [0,009; 0,012]

Tabel 5-3: Parameterestimater af GEV fordeling for maksima veerdier givet ved mdnedlig blokstgrrelse.
KI = Konfidensinterval beregnet via profil-likelihood.
| Tabel 5-2 kan vi se, at de kvartalsvise maksima veerdier for modellerne fortsat fittes bedst
af en Frétchet fordeling, idet é’ > 0. Vi ser ogsa, at estimaterne af formparameteren er
blevet stgrre i takt med blokstgrrelsen er blevet mindre og antallet af maksima vaerdier er

steget. | Tabel 5-3 fittes maksima veaerdierne for alle tre processer ogsa bedst af Frétchet
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fordelingen, idet fDB >0, fV > 0og fM > 0, men estimaterne é’ er faldet sammenlignet
med estimaterne fra den kvartalsvise blokstgrrelse. Baseret alene pa forventningen om, at
Frétchet fordelingen bgr give bedste fit til maksima veerdier for finansielle aktiver, kan vi
ikke vurdere fittet af modellerne ved de tre forskellige blokstgrrelser. Vi kigger derfor pa

return level plots igen for de kvartalsvise- og manedlige maksima vaerdier.

Return level plot for Danske Bank Return level plot for Vestas
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Figur 5-6: Return level plots for fit af GEV fordeling pa kvartalsvise maksima veerdier for Danske Bank A/S, Vestas Wind
Systems A/S og A.P. Mgller — Meersk A/S
Pa Figur 5-6 ser vi, at fittet af Frétchet fordelingen pa kvartalsvise maksima vaerdier for de
tre modeller giver et godt fit, idet de estimerede return levels fglger kurven bestemt af GEV
modellen. Vi kigger pa samme made pa return level plots for de manedlige maksima

veerdier, der kan ses i Figur 5-7 nedenfor.
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Figur 5-7: Return level plots for fit af GEV fordeling pd mdnedlige maksima veerdier for Danske Bank A/S, Vestas Wind
Systems A/S og A.P. Mgller — Maersk A/S.

Af Figur 5-7 ser vi fgrst og fremmest at kurverne fortsat er konvekse, idet de manedlige
maksima verdier for de tre virksomheder fglger Frétchet fordelingen med € > 0. Vi
bemaerker ogsa, at de estimerede return levels generelt fglger kurverne bestemt af
modellerne okay, hvilket indikerer at modellerne giver et fint fit pa maksima veerdierne. Hvis
vi sammenligner return level plots for de kvartalsvise- og manedlige maksima vaerdier, sa ser
vi dog, at fittet er bedre for modellerne med de kvartalsvise maksima veaerdier. De
estimerede return levels for de manedlige maksima vaerdier afviger mere fra kurverne end
vi ser ved en kvartalsvis blokstgrrelse. De darligere resultater kan vaere grundet det ggede
antal maksima vaerdier og vi skal derfor veere opmaerksomme pa, om blokstg@rrelsen bliver

for stor og dermed gger risikoen for bias. Vi ved fra tidligere i teorien, at vi med valg af
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blokstgrrelse skal veere opmaerksom pa trade off’et af varians og bias. Hvis vi sammenligner
Tabel 5-2 og Tabel 5-3 kan vi se, at usikkerhederne for parameterestimaterne er stgrre for
fittet af GEV fordelingen pa de kvartalsvise maksima veaerdier, samt at nederste graense i
konfidensintervallene for formparameteren for Danske Bank og Maersk ikke lzengere har en
negativ vaerdi. Pa trods af den negative nedre graense estimeres de manedlige maksima

veerdier til at fglge en Frétchet fordeling bedst.

Udover at kigge pa return level plots kan vi ogsa se pa AIC og BIC kriterierne i Tabel 5-4, der

indikerer, at modellerne bliver bedre i takt med blokstgrrelsen bliver mindre.

Danske Bank Vestas Meersk
Blokstgrrelse AIC BIC AIC BIC AlIC BIC
Halvarlig —95,397 | —92,410 | —65,669 | —62,682 | —94,359 | —91,372

Kvartalsvis | —197,536 | —192,545 | —151,638 | —146,647 | —206,407 | —201,414

Manedlig | —663,766 | —655,429 | —528,961 | —528,961 | —675,361 | —667,023

Tabel 5-4: AIC og BIC veerdier for modeller med forskellige blokstgrrelser

AIC og BIC vzerdierne er lavest for modellerne med manedlig blokstgrrelse. Anvender vi
likelihood ratio tests bekraefter de ogsa, at modellerne med manedlig blokstgrrelse giver
bedste fit. Vi er opmaerksomme p3, at AIC, BIC eller LRT tests ikke tager stilling til trade
off’et mellem varians og bias, hvorfor vi ogsa kigger pa plots af teethedsfunktionen for
modellerne med kvartalsvis- og manedlig blokstgrrelse. Modellerne med en halvarlig
blokstgrrelse afskriver vi, da antallet af maksima veerdier er for lavt. | Figur 5-8 nedenfor kan

vi se plots af den estimerede- og empiriske taethed for de 6 modeller.
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Systems A/S og A.P. Mgller — Meersk A/S.
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Af Figur 5-8 bemaerker vi f@grst, at den estimerede teethed generelt giver et bedre fit for
modellerne med en manedlig blokstgrrelse. Vi ser ikke et lige sa godt fit for modellerne med
en kvartalsvis blokstgrrelse. For alle tre modeller fas det bedste fit af den empiriske taethed
for modellen med manedlige maksima veerdier, men modellerne er ogsa bygget pa cirka 3
gange sa mange maksima veaerdier. Vi har desuden kigget pa QQ plots af de kvartalsvise- og

manedlige modeller, se bilag 9.3, der bekraefter samme observationer.

Efter anvendelse af BM metoden for en halvarlig-, kvartalsvis- og manedlig blokstgrrelse,
har vi faet blandede resultater. For alle tre blokstgrrelser blev formparameteren for de tre
virksomheders maksima veaerdier estimeret til stB,V,M > 0, hvorfor de bedst fittes med en
Frétchet fordeling. Vi sa store usikkerheder ift. konfidensinterval for estimaterne i Tabel 5-1,
sammenlignet med usikkerhederne for kvartalsvise- og manedlige maksima vaerdier, der
blev mindre i takt med antallet af maksima vaerdier steg. Visuelt sa vi ikke en decideret
forbedring af fittet fra den halvarlige blokstgrrelse til de to andre blokstgrrelser, men vi s3,
at usikkerhederne blev forbedret, hvorfor vi generelt ma sige, at fittet for de kvartalsvise- og
manedlige maksima vardier er bedre. Arsagen til det mindre gode fit for de halvarlige
maksima veerdier kan vaere, at antallet af maksima vaerdier er for lavt, eller at processerne
ikke er ukorrelerede, som vi sa i Figur 5-4. For den kvartalsvise blokst@rrelse sa vi en
forbedring i fittet af en GEV fordeling pa de fundne maksima vaerdier, og vi s3, at
estimaterne af formparameteren f steg. Sammenligner vi fittet af de kvartalsvise- og
manedlige maksima vardier er fittet ikke blevet bedre for modellerne i takt med det stgrre
antal maksima vaerdier. Return level plots i Figur 5-6 og Figur 5-7 for de to blokstgrrelser
viste, at de estimerede return levels fra modellerne med en kvartalsvis blokst@rrelse fulgte
de modelbestemte kurver bedst. Da vi dernaest kiggede pa Figur 5-8, der viser teethederne
for de to blokstgrrelser, sa vi, at modellerne med en manedlig blokstgrrelse gav et bedre fit.
Derudover sa vi, at usikkerhederne blev mindre i takt med, at antallet af maksima vaerdier
blev stgrre. Tager vi taethedsfunktionerne i Figur 5-8 og usikkerhederne for
parameterestimaterne i betragtning, sa ser vi, at bedste fit opnas ved en manedlig
blokstgrrelse. Modellerne med en manedlig blokstgrrelse gav ogsa et fint fit ud fra return

level plots, hvorfor vi endeligt vaelger at estimere VaR og ES ud fra modellerne med en
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manedlig blokstg@rrelse for de tre log afkast. Vi har dermed parameterestimaterne i Tabel 5-

3x, der giver bedste fit for de tre virksomheder.

5.2.2 Peaks Over Threshold metoden

Vi har i tidligere afsnit benyttet Block Maxima til at identificere maksima veerdier og fitte en
GEV fordeling, hvorfor vi nu ogsa vil anvende POT metoden til at bestemme de ekstreme
veerdier og dernaest estimere en GPD fordeling pa disse. Vi benytter igen de absolutte
veerdier af tidsraekkerne, og vi gnsker at bestemme et threshold u, der giver nok maksima
veerdier til at mindske variansen, men samtidig ikke er for lav en graense, sa vi risikerer at
medtage veerdier, der ikke under normale betingelser ville blive kategoriseret som ekstreme
haendelser. Til dette benytter vi os af mean excess plots, der ses nedenfor.

Mean Excess - Danske Bank Mean Excess - Vestas
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Figur 5-9: Mean excess plot af tidsraekkerne bestdende af absolutte veerdier af log afkastet for Danske Bank A/S, Vestas
Wind Systems A/S og A.P. Mgller — Maersk A/S.
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Ved f@rste kig pa Figur 5-9 kan det vaere vanskeligt at se, hvad et fornuftigt threshold u ville
vaere. Hvis vi tager udgangspunkt i ME plottet for Danske Bank, kan vi se, at kurven omkring
u = 0,02 har et "knaek”, der bryder den opadgaende trend, og vi antager derfor, at et
threshold omkring 0,02 kan vaere et godt valg. Det samme ser vi ogsa omkring u = 0,03,
men i fgrst omgang veaelger vi et threshold upz = 0,02 for Danske Bank. Pa samme made
kan vi for Vestas og Marsk hhv. aflaese, at thresholdvaerdier u omkring 0,04 og 0,03 kan
vaere gode valg. Hvis vi kigger pa plots af parameter estimater mod thresholdvzerdier, se
bilag 9.4, sa bekrzefter disse ogsa vores valgte thresholds, idet usikkerhederne begynder at
stige kort efter upg = 0,02, u, = 0,04 og uy, = 0,03. Vi ser dog for Danske Bank, at vi
muligvis godt kunne veelge et threshold pa upz = 0,03 i stedet, som vi ogsa sa tegn pa ud
fra ME plots. Vi fortseetter dog med upp = 0,02. Vi starter derfor med at bestemme
maksima veerdier for de tre tidsraekker givet thresholdvaerdierne. For Danske Bank har vi
valgt threshold upg = 0,02, der resulterer i 251 maksima veerdier, for Vestas et threshold
uy = 0,04, der resulterer i 162 maksima veerdier og for Maersk med threshold u;, = 0,03
far vi 140 maksima veerdier. Efter fit af GPD fordelingen pa maksima vaerdierne far vi

felgende parameterestimater og konfidensinterval:

Danske Bank Vestas Meersk

Estimat Kl Estimat Kl Estimat Kl
= 10,0977 | [-0,020;0,265] | 0,2099 | [0,057;0,415] | 0,1059 | [-0,050; 0,335]
ﬁ =(0,0114 | [0,009;0,013] | 0,0165 | [0,013;0,020] | 0,0111 | [0,008;0,014]

Tabel 5-5: Parameterestimater for estimering af en GPD fordeling pd maksima veerdierne for Danske Bank A/S med upg =

v,

0,02, Vestas Wind Systems A/S med u, = 0,04 og A.P. Mgller — Maersk A/S med u,; = 0,03.
KI = Konfidensinterval estimeret via profil-likelihood.
Konfidensintervaller for parameterestimaterne er beregnet via profil-likelihood metoden,
som vi tidligere gennemgik. Estimaterne af formparameteren viser, at bedste fit fas af
Pareto fordelingen da {?DB’V,M > 0. Viundersgger, hvordan modellernes fit er ved at kigge
pa return level plots og fraktil plots (QQ-plots), der afbilder fraktiler fra en teoretisk- og en

estimeret fordeling. De kan ses i Figur 5-10.
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De tre return level plots viser, at ingen af modellerne giver et rigtig godt fit, men de er
tilfredsstillende med tanke p3, at vi ignorerede, at antagelsen om ukorrelerede
observationer ikke er sand. Det mindst gode fit af de tre ses for Danske Bank, idet de
estimerede return levels begynder at afvige en del fra kurven ved laengere return periods.
Omvendt er det bedste fit givet ved modellen for Maersk, hvor det fgrst er ved lange return
periods, at de estimerede return levels begynder at afvige en smule fra kurven. Nar vi kigger
pa de tre fraktil plots kan vi se det samme. De estimerede modeller for Danske Bank og
Vestas fglger de empiriske fordelinger pa fornuftigt niveau, men de afviger stadig en smule.
Afvigelserne i halen af fordelingerne er at forvente, da antallet af ekstreme vaerdier bliver
mindre. Vi ser dog, at modellen for Maersk fglger den empiriske fordeling bedre og giver et
fint fit. Selvom fittet af de tre modeller overordnet set er tilfredsstillende, vil vi alligevel
estimere modeller med andre thresholds. Vi sa ogsa tidligere, at upg = 0,03 muligvis var et
bedre valg. Det kan derfor vaere, at vi kan finde en mere optimal thresholdvaerdi og opna
bedre fit. Hvis vi kigger pa plottet af log afkastet for Danske Bank i Figur 5-2 kan vi se, at de
fleste veerdier ligger under 0,04, men med mulige ekstreme vaerdier over. Hvis vi kigger pa
mean excess plottet i Figur 5-9 kan vi se, at usikkerhederne omkring upz = 0,04 er store, sa
vi veelger i stedet upg = 0,03, som vi sa tidligere kunne veaere et godt valg. Vi prgver derfor
med dette threshold og sammenligner de to modeller for Danske Bank. Pa samme made
finder vi nye thresholds for Vestas og Marsk, der nu med thresholdvardier u, = 0,05 og
uy = 0,04 bliver estimeret. De nye thresholds giver 120, 91 og 60 maksima vaerdier for hhv.
Danske Bank, Vestas og Marsk. De estimerede parametre og tilhgrende konfidensinterval

estimeret med profil-likelihood er givet i nedenstdende tabel:

Danske Bank Vestas Meersk

Estimat Kl Estimat Kl Estimat Kl

= | 0,1496 |[-0,022;0,403] | 0,2835 | [0,056;0,610] | 0,1004 | [—0,145; 0,496]

vy

g = 00106 | [0,007;0,013] | 0,0169 | [0,011;0,023] | 0,0122 | [0,007;0,017]

Tabel 5-6: Parameterestimater for estimering af en GPD fordeling pd maksima veerdierne for Danske Bank A/S med upg =
0,03, Vestas Wind Systems A/S med u, = 0,05 og A.P. Mgller — Maersk A/S med u,; = 0,04.

KI = Konfidensinterval estimeret via profil-likelihood.
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Sammenligner vi parameterestimater og konfidensinterval i Tabel 5-5 og Tabel 5-6
bemaerker vi fgrst, at usikkerhederne er steget, idet de hgjere thresholds medfgrer faerre
maksima veerdier. Vi bemaerker ogsa, at estimaterne fV og fDB er steget i takt med
thresholdveerdierne er gaet fra hhv. 0,04 til 0,05 og 0,02 til 0,03. Vi ser ogsa, at
konfidensintervallernes nedre graense for fDB,M er negativ for begge thresholds, hvorfor vi
ikke kan vaere helt sikre p3, at fordelingen af maksima vaerdierne bedst fittes til en
Paretofordeling, om end de fleste vaerdier inden for de to konfidensinterval er positive.
Sammenligner vi konfidensinterval vi estimerede for EDB,V,M i modellerne med lavere
thresholds (Tabel 5-5), sa ser vi en mindre variation. Hvis vi nu ogsa kigger pa return level
plots og fraktil plots, sa kan vi af Figur 5-11 nedenfor se, hvordan de tre return plots alle
viser en opadgdende trend, da estimaterne af formparameteren er positiv. Sammenligner vi
plots i Figur 5-10 med dem i Figur 5-11, ser vi ikke et forbedret fit for modellen for Danske
Bank med threshold upz = 0,03. De estimerede return levels begynder igen at afvige fra
kurven for laengere return periods, hvor antallet af ekstreme handelser bliver mindre. Hvis
vi sammenligner return level plots for de to modeller for Vestas, sa kan vi kun se en minimal
forbedring i fittet med threshold u;, = 0,05, men usikkerheden er ogsa blevet stgrre. Det
samme kan vi se, nar vi sammenligner de to fraktil plots, om end det visuelt er sveert at se,
hvilke af de to thresholds, der giver bedste fit for Vestas. For Marsk modellerne er det ikke
muligt at se en &ndring i fittet ud fra en sammenligning af de to return level plots. De
estimerede return levels fglger kurverne naesten identisk for begge modeller. Det bekraeftes
ogsa ved sammenligning af de to modellers fraktil plots, hvor vi heller ikke her ser en forskel
i fittet efter eendring af threshold. Pa baggrund af ovenstaende ma vi konstatere, at et gget
threshold ikke har optimeret modellernes fit. Til gengeaeld er usikkerhederne steget i takt
med de ggede thresholdveaerdier, da faerre maksima veerdier medtages. For at undga den
ggede usikkerhed ved et lavere antal ekstreme vaerdier, fortsaetter vi med de tre modeller
med lavere thresholds. Modellerne med lavere thresholds giver ogsa en stgrre sikkerhed af
hvilken fordeling der giver bedste fit af maksima veerdierne. Dermed har vi
parameterestimaterne givet i Tabel 5-5, som vi bruger til estimering af Value-at-Risk og

Expected Shortfall.
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5.3 Anvendelse af ekstremvaerditeori og heteroskedastiske modeller

| dette afsnit vil vi fgrst estimere volatiliteten i log afkastet for Danske Bank, Vestas og
Maersk ved at estimere heteroskedastiske modeller, hvorefter vi vil anvende
ekstremveerditeori pa de standardiserede residualer, dvs. residualerne divideret med deres
estimerede standardafvigelse, for de heteroskedastiske modeller. Estimering af Value-at-

Risk og Expected Shortfall vil vi komme ind pa i et efterfglgende afsnit.

5.3.1 Konstruktion af heteroskedastisk model

| tidligere afsnit sa vi, at der ikke var tegn p3, at modellering af den betingede middelvaerdi
var ngdvendig for de tre processer, hvorfor vi ikke anvender modeller til dette. | stedet
kigger vi pa modellering af den betingede varians, som sa ud til ikke at veere konstant. Det
tyder pa, at processerne indeholder volatilitet, som vi forhabentlig kan modellere med ARCH
eller GARCH modeller. Vi finder derfor de bedste ARCH og GARCH modeller for Danske Bank,
Vestas og Marsk ved at teste flere ordener og sammenligne AIC og BIC vaerdier. Vi far
resultaterne i Tabel 5-7 og Tabel 5-8 nedenfor efter fit af ARCH og GARCH modeller med

antagelse af Student t-fordelte innovationer.

Danske Bank Vestas Meersk

ARCH modeller
AlIC BIC AlIC BIC AlIC BIC

ARCH(1,0) —5,3537 | —=5,3444 | —4,4980 | —4,4887 | —5,1455 | —5,1362
ARCH(2,0) —5,3808 | —5,3692 | —4,5113 | —4,4997 | —5,1558 | —5,1441
ARCH(3,0) —5,3841 | —5,3700 | —4,5134 | —4,4994 | —5,1583 | —5,1444
ARCH (4,0) —5,3860 | —5,3697 | —4,5214 | —4,5051 | —5,1583 | —5,1420
ARCH(5,0) |-—5,3881 | —5,3695 | —4,5229 | —4,5042 | —5,1624 | —5,1438

Tabel 5-7: AIC og BIC veerdier ved fit af forskellige ARCH modeller for Danske Bank A/S, Vestas Wind Systems A/S og A.P.

Mgller — Maersk A/S.

GARCH Danske Bank Vestas Meaersk

modeller AIC BIC AIC BIC AIC BIC

GARCH(1,1) —5,4091 | —5,3975 | —4,5379 | —4,5263 | —5,1709 | —5,1569

GARCH(1,2) | —5,4093 | —5,3953 | —4,5383 | —4,5243 | —5,1708 | —5,1545
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GARCH(1,3) | —5,4111 | —5,3948 | —4,5412 | —4,5249 | —-5,1705 | —5,1519
GARCH(2,1) | —5,4034 | —5,3944 | —4,5370 | —4,5231 | —5,1701 | —5,1538
GARCH(2,2) | —5,4085 | —5,3922 | —4,5374 | —4,5212 | —5,1700 | —5,1514
GARCH(2,3) | —5,4103 | —5,3916 | —4,5404 | —4,5218 | —5,1697 | —5,1488
GARCH(3,1) | —5,4076 | —5,3912 | —4,5361 | —4,5198 | —5,1693 | —5,1506
GARCH(3,2) | —5,4077 | —5,3890 | —4,5365 | —4,5179 | —5,1692 | —5,1482
GARCH(3,3) | —5,4095 | —5,3885 | —4,5396 | —4,5186 | —5,1689 | —5,1456

Tabel 5-8: AIC og BIC veerdier ved fit af forskellige GARCH modeller for Danske Bank A/S, Vestas Wind Systems A/S og A.P.
Mgller — Mazersk A/S.

| Tabel 5-7 og Tabel 5-8 kan vi se, at AIC og BIC veerdierne i de fleste tilfaelde peger pa to
forskellige modeller, om end forskellen mellem de to kriterier for de fleste modeller er lille,
sa undersgger vi via likelihood ratio tests, hvilke modeller vi skal valge. For Vestas har vi
ARCH (4,0) med log-likelihood vaerdi 5656,519 og ARCH (5,0) med log-likelihood veerdi
5659,353, hvilket giver os en y2-veerdi pd 5,668 med 1 frihedsgrad og dermed en p-vaerdi
pa 0,01728. Vi kan derfor forkaste nulhypotesen, der siger, at den reducerede model er den
sande, hvorfor ARCH (5,0) vaelges for Vestas. Pa samme made bestemmes valg af ARCH og
GARCH modeller i de resterende tilfaelde, hvor AIC og BIC ikke indikerer samme model. Vi
far da fglgende modeller: for Danske Bank er de to bedste modeller givet ved ARCH(5,0) og
GARCH(1,3), for Vestas er de ARCH (5,0) og GARCH (1,3) og for Marsk er de ARCH(5,0)
og GARCH(1,1). Hvis vi sammenligner AIC og BIC veerdierne for ARCH og GARCH
modellerne, sa ser vi, at vaerdierne er mindst for GARCH modellerne. Samtidigt ser vi, at
ARCH modellerne med mindste AIC vaerdier har relativt hgje ordener g, hvorfor vi veelger at
fitte GARCH modellerne til vores data og tester for autokorrelation i de standardiserede
residualer og de kvadrerede standardiserede residualer (fremover rene- og kvadrerede
residualer). | bilag 9.5 ser vi ACF plots for de tre modeller, og af disse kan vi se, at de rene
residualer og de kvadrerede residualer ikke indeholder autokorrelation. Vi dobbelttjekker
med Ljung-Box tests med p-veerdier i Tabel 5-9, der bekraefter, at de rene- og kvadrerede

residualer er ukorrelerede.
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Ljung-Box test p-veerdier | Danske Bank | Vestas | Maersk

Rene residualer 0,4307 0,2368 | 0,6301

Kvadrerede residualer 0,8548 0,9916 | 0,7188

Tabel 5-9: Ljung-Box test p-veerdier for test af autokorrelation i de rene residualer og de kvadrerede residualer for GARCH

modellerne for Danske Bank A/S, Vestas Wind Systems A/S og A.P. Mgller — Maersk A/S.

Vi bemaerker, at p-veerdierne er hgjere end signifikansniveau pa 0,05 og 0,01 for de rene-
og kvadrerede residualer, hvorfor vi bekrzeftes i, at residualerne ikke indeholder
autokorrelation. Vi ser pa de mange ACF plots, at der kun ved meget fa lags er
autokorrelation, der overstiger graenserne, men da 95% ligger under graenserne kan vi
antage, at de rene- og kvadrerede residualer er ukorrelerede. Da de rene residualer ikke
udviser tegn pa autokorrelation, antager vi, at de rene residualer er en svag hvid stgj proces,

og vi kan derfor fortsaette med anvendelse af ekstremvaerditeori.

5.3.2 Block Maxima og Peaks Over Threshold

| forrige afsnit fittede vi GARCH modeller til de tre tidsraekker. Af de GARCH modeller er det
muligt at beregne de standardiserede residualer, dvs. residualerne divideret med
standardafvigelsen, og af disse identificerer vi nu maksima vaerdier ved brug af Block
Maxima- og Peaks Over Threshold metoderne. Vi starter med blokstgrrelse for Block
Maxima metoden, og lige som tidligere undersgger vi modeller med halvarlig-, kvartalsvis-
og manedlig blokstgrrelse. Dette giver os 19, 39 og 119 maksima vaerdier for hhv. halvarlig-,
kvartalsvis- og manedlig blokstgrrelse. At bruge 19 maksima vardier til at estimere tre
parametre er ikke meget, hvorfor vi formoder blokstgrrelsen er for lille til at give et
tilfredsstillende fit. Vi fortsaetter dog alligevel med at estimere fordelingerne for maksima
vaerdierne givet af de tre blokstgrrelser. Dette giver os nedenstaende parameterestimater

og konfidensinterval.

Danske Bank Vestas Maersk
A Estimat Kl Estimat Kl Estimat Kl
§=10,1600 | [-0,192;0,927] | 0,3421 | [-0,173;0,914] | 0,2848 | [-0,066; 0,819]
f=13,0261| [2,713;3,411] | 2,8359 | [2,554;3,224] | 2,7704 | [2,502;3,112]
6=10,6362 | [0,393;0,996] | 0,6064 | [0,389;0,984] | 0,5742 | [0,376;0,910]
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Danske Bank Vestas Maersk
° Estimat Kl Estimat Kl Estimat Kl
& =10,0880 | [-0,128;0,395] | 0,2040 | [-0,053;0,578] | 0,1518 | [-0,046; 0,455]
a=123726 | [2,132;2,639] | 2,3535 | [2,147;2,591] | 2,3395 | [2,144;2,557]
6=10,6979 | [0,537;0,928] | 0,5992 | [0,447;0,810] | 0,5765 | [0,442;0,767]
Danske Bank Vestas Maersk
¢ Estimat Kl Estimat Kl Estimat Kl
§=10,1271 | [-0,007;0,302] | 0,0630 | [—0,046; 0,200] | 0,0620 | [-0,037;0,185]
a=11,6242 | [1,507;1,748] | 1,5286 | [1,402;1,660] | 1,6616 | [1,548;1,780]
6=10,5812 | [0,497;0,682] | 0,6416 | [0,557;0,747] | 0,5833 | [0,508;0,678]

Tabel 5-10: Parameterestimater og konfidensinterval for modeller med forskellig blokstarrelse. Tabel A indeholder
estimater for halvdrlig blokstgrrelse, Tabel B for kvartalsvis blokstgrrelse og Tabel C for mdnedlig blokstarrelse.

KI = Konfidensinterval beregnet via profil-likelihood.
Ud fra Tabel 5-10 kan vi se, at alle modellerne estimerer, at fordelingen af maksima
vaerdierne bedst fittes med en Frétchet fordeling, som vi oftest ser for finansiel data. Ingen
af estimaterne af§c < 0. Viser dog, at f bliver teettere pa 0 i takt med antallet af maksima
veerdier stiger. Usikkerhederne bliver ogsa mindre, og ingen af de nedre graenser i
konfidensintervallene for formparameteren ved manedlig blokstgrrelse er negativ, hvorfor
vi kan konkludere, at Frétchet fordelingen giver bedste fit. Stgrrelsesforholdet pa
usikkerhederne mellem de tre blokstgrrelser bliver mindre i takt med, at antallet af
maksima veaerdier stiger som ventet. Hvis vi kigger pa AIC og BIC vaerdier for modellerne med
forskellig blokstgrrelse, der kan ses i Tabel 5-11 nedenfor, sa ser vi, at AIC og BIC er lavest
for modellerne med en manedlig blokstgrrelse. Dette bekraeftes ogsa af likelihood ratio

tests, der kan ses i bilag 9.6.

Danske Bank Vestas Meaersk

Blokstgrrelse AIC BIC AIC BIC AIC BIC

Halvarlig 52,3027 | 55,1360 | 54,3554 | 57,1887 | 51,1083 | 53,9416

Kvartalsvis | 105,1201 | 110,1108 | 89,3411 | 103,3318 | 92,8405 | 97,8312

Manedlig 269,788 | 278,126 | 284,0268 | 292,3642 | 260,9595 | 269,2969

Tabel 5-11: AIC og BIC veerdier for modellerne med forskellig bloksta@rrelse.
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Vi undersgger fittet af modellerne visuelt, idet vi kigger pa return level plots og fraktilplots
(QQ plots). Vi ser bort fra modellerne med halvarlige maksima veerdier, da antallet af
maksima veaerdier er for sma og giver for store usikkerheder. Dertil viser AIC og BIC samt
likelihood ratio tests, at modellerne med kvartalsvise- og manedlige maksima veerdier giver
bedre fit. Return level plots og QQ plots for modellerne med kvartalsvise- og manedlige

maksima veerdier kan ses i hhv. Figur 5-12 og Figur 5-13 nedenfor.
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Return level plot for Maersk Return level plot for Maersk
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Figur 5-12: Return level plots for GARCH-EVT modellerne med kvartalsvis- og mdnedlig blokstgrrelse for Danske Bank A/S,
Vestas Wind Systems A/S og A.P. Mgller — Maersk A/S.

Af return level plots i Figur 5-12 bemaerker vi fgrst for alle modellerne, at de estimerede
return levels generelt fglger kurven bestemt af modellerne godt. Vi ser fgrst, at de begynder
at afvige ved hgje return periods. Vi ser ogsa, at usikkerhederne er mindre for modellerne
med manedlige maksima vaerdier, og som konsekvens heraf ser vi estimerede return levels
for Vestas og Meersk modellerne, der overskrider usikkerhederne. For modellerne med
kvartalsvise maksima vaerdier ser vi ikke helt sa stor en afvigelse ved leengere return periods,
og ingen af de estimerede return levels overskrider usikkerhederne. Baseret pa return level
plots er der belaeg for at fortsaette med en kvartalsvis blokstgrrelse, dog kigger vi ogsa pa

QQ plots inden vi fortszetter.

pg. 66



QQ plots for Danske Bank
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Figur 5-13: QQ plots for GARCH-EVT modellerne med kvartalsvis- og mdnedlig blokstg@rrelse for Danske Bank A/S, Vestas

Wind Systems A/S og A.P. Mgller — Maersk A/S.
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Pa QQ plots i Figur 5-13 ser vi, at de estimerede modeller generelt fglger de empiriske
veerdier. Vi ser, at modellerne afviger ved stgrre veerdier, hvilket er ens for modellerne med
kvartalsvise- og manedlige maksima veerdier. Det tyder p3, at der er noget i halefordelingen
af maksima veaerdierne, som vores modeller ikke fanger. Ud fra ovenstaende QQ plots kan vi
ikke bekraefte, hvilke af modellerne der giver det bedste fit. Vi kigger derfor pa de
modellerede- og empiriske teethedsfunktioner for modellerne, hvilket kan ses i bilag 9.7. Ud
fra teethedsfunktioner ser vi samme observationer, som i Figur 5-13 af QQ plots, idet
modellerne med kvartalsvise- og manedlige maksima vaerdier begge fglger den empiriske
taethed fint. Dog ser vi for Maersk, at en model pa manedlige maksima vaerdier giver bedste

fit. Vi ser ikke helt samme tydelige forskel i de to modellers fit for Danske Bank og Vestas.

Ud fra AIC og BIC vaerdierne samt likelihood ratio tests giver modellerne med manedlige
maksima veerdier bedste fit, men efter undersggelse af QQ plots og plots af
taethedsfunktionerne sa vi ikke en tydelig forbedring. Det gjorde vi kun i plot af
taethedsfunktionerne for Maersk, hvor modellen med manedlige maksima veerdier bedre
fulgte den empiriske taethed. | Figur 5-12 sa vi pa return level plots og observerede, at
estimerede return levels overskred usikkerhederne for modellerne med manedlige maksima
vaerdier for Danske Bank, Vestas og Maersk, hvilket kan vaere belaeg for at veelge modellerne
med en kvartalsvis blokstgrrelse. Pa trods af dette valgte vi modellerne med manedlige
maksima veaerdier. Det var ikke muligt visuelt at se en forskel i fittet for modellerne (med
undtagelse af Marsk), dog opnaede vi mindre usikkerheder for parameterestimaterne ved

de manedlige maksima veaerdier. Dertil sa vi en tydelig forbedring i fittet for Maersk.

Naeste step er at anvende Peaks Over Threshold til at identificere maksima vaerdier af de
standardiserede residualer fra GARCH modellerne. Vi starter med at kigge pa mean excess
plots for at fa en idé om fornuftige valg af thresholds. Mean excess plots kan ses i Figur 5-14

nedenfor.
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Figur 5-14: Mean excess plot for Danske Bank A/S, Vestas Wind Systems A/S og A.P. Mgller — Mzersk A/S.

Ud fra de tre mean excess plots er det vanskeligt at se, hvad en fornuftig thresholdvaerdi er
for de tre virksomheder, men vi ser, at usikkerhederne i alle tre plots begynder at stige i takt
med thresholdveerdierne bliver stgrre. For alle tre modeller kan vi se, at omkringu = 1,5
begynder usikkerhederne langsomt at stige, hvorfor vi vil begynde med et threshold
heromkring. For Danske Bank starter vi med et threshold pa upg = 1,2, da kurven
"knaekker” ved denne vardi. For Vestas og Maersk ser vi ikke et lige sa tydeligt "knaek” i
kurven, men ud fra de ggede usikkerheder vaelger vi thresholds pa uy ,, = 1,3 til at begynde
med. Dette giver os 225, 174 og 213 maksima vaerdier for hhv. Danske Bank, Vestas og
Maersk. Vi vil nu estimere fordelingen af maksima vaerdierne, hvilket giver os fglgende

parameterestimater og konfidensinterval:
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Danske Bank Vestas Maersk
Estimat Kl Estimat Kl Estimat Kl
§=0,0302 | [-0,074;0,177] | 0,0442 | [-0,080; 0,216] | 0,0659 | [-0,045; 0,225]
g =10,6495 | [0,536;0,777] | 0,6507 | [0,522;0,795] | 0,5681 | [0,463;0,686]

Tabel 5-12: Parameterestimater for estimering af en GPD fordeling pé maksima veerdierne for Danske Bank A/S, Vestas

Wind Systems A/S og A.P. Mgller — Maersk A/S med upp = 1,2 og uy y = 1,3.

KI = Konfidensinterval estimeret via profil-likelihood.

Vi bemaerker, at fordelingen af maksima veerdier estimeres til at fglge en Paretofordeling for

alle tre modeller, om end estimaterne {pp )y €r taet pa nul. Dog ser vi, at

konfidensintervallene er forholdsvis store. Vi undersgger fittet af de tre modeller ved forst

at kigge pa return level plots og QQ plots.
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Figur 5-15: Return level- og QQ plots for modellerne for Danske Bank A/S, Vestas Wind Systems A/S og A.P. Mgller — Mzersk
A/S med threshold upp = 1,2 og uy »y = 1,3.
Af Figur 5-15 ser vi, at modellerne generelt giver et godt fit. De estimerede return levels
felger kurverne bestemt af de respektive modeller, og det samme ser vi i QQ plottene. Det
er fgrst ved laengere return periods og stgrre vaerdier, at estimeringerne begynder at afvige
en lille smule fra kurven og de empiriske vaerdier. De st@rste afvigelser ser vi for modellen
for Vestas, om end fittet ma siges at veere tilfredsstillende pa trods af dette. De mindste
afvigelser ses for Danske Bank, hvor modellen giver et godt fit. Vurderingen af modellernes
fit bekrzeftes igen af plot af de empiriske- og modellerede teetheder, der kan ses i bilag 9.8.
Selvom vi generelt ser, at modellerne giver et fint fit, gnsker vi alligevel at undersgge, om vi

ved andre thresholdvaerdier kan opna bedre resultater. Vi ser ogsa, at usikkerhederne
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muligvis er for sma i forhold, idet estimerede return levels for Vestas er taet pa at overskride
gvre graense af usikkerheden. Tidligere benyttede vi mean excess plots til at fa en idé om
thresholdveerdier, men da dette er sveert at aflaese, kigger vi nu i stedet pa et plot af
parameterestimater mod thresholdvaerdier for de tre processer. De ses i bilag 9.9. Af de
forskellige plots ser vi, at thresholdvaerdier over u = 1,5 gger usikkerhederne for
parameterestimaterne for Danske Bank og Maersk. Vi ser for Vestas, at usikkerhederne fgrst
stiger ved en thresholdvaerdi pa u = 2. Vi ser ogsa, at vores fgrste antagelser om thresholds
pd upg = 1,2 og uy »,, = 1,3 muligvis var for lave, hvorfor vi forsgger at gge vores valgte
thresholds. Hvis vi satter thresholds til at veere upg = 1,4, u, = 1,7 og uy, = 1,6, far vi
164, 101 og 124 maksima veerdier for hhv. Danske Bank, Vestas og Maersk. Dette giver os

felgende parameterestimater og konfidensinterval:

Danske Bank Vestas Meaersk

Estimat Kl Estimat Kl Estimat Kl
0,0196 | [—0,095;0,186] | 0,1762 | [—0,024; 0,474] | 0,0429 | [-0,081;0,237]
ﬁ =10,6701| [0,542;0,824] | 0,5322 | [0,383;0,721] | 0,6174 | [0,484;0,779]

v,
Il

Tabel 5-13: Parameterestimater for estimering af en GPD fordeling pé maksima veerdierne for Danske Bank A/S, Vestas
Wind Systems A/S og A.P. Mgller — Maersk A/S med upg = 1,4, uy = 1,7 og uy, = 1,6.
KI = Konfidensinterval estimeret via profil-likelihood.
Vi bemaerker fgrst, at fordelingen af maksima veaerdier estimeres til at fglge en Pareto
fordeling, ideté’ > 0 for alle tre modeller. Dernaest ser vi, at konfidensintervallene er blevet
stgrre i forhold til konfidensintervallene i Tabel 5-12, som vi ogsa forventede, idet antallet af
maksima veaerdier er faldet. Kigger vi pa AIC vaerdierne (se bilag 9.10) for modellerne med
thresholds upp = 1,2, uy yy = 1,3 og upp = 1,4, uy = 1,7, uy, = 1,6, servi, at AIC
veerdierne er stgrre ved for modellerne med lavere thresholds, hvilket tyder p3, at
modellerne med thresholds pa upp = 1,2 og uy », = 1,3 giver et bedre fit. Vi kigger igen pa

fit af de tre modeller ved at fremstille return level plots og QQ plots.
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Figur 5-16

Return level plot - Danske Bank

I R 11
5 10 20 50

Return Period (Years)

Return level plot - Vestas

200 500

2 5 10 20 50 100

Return Period (Years)

Return level plot - Maersk

| ! I | I

2 5 10 20 50 100

Return Period (Years)

Empirical

Empirical

Empirical

QQ plot - Danske Bank

Model

QQ plot - Vestas

Model

QQ plot - Maersk

Model

: Return level- og QQ plots for modellerne for Danske Bank A/S, Vestas Wind Systems A/S og A.P. Mgller — Maersk

A/S med threshold upg = 1,4, uy = 1,7 og uy, = 1,6.
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Af Figur 5-16 ser vi, at modellerne giver et godt fit, idet vi i return level plots kan se, at de
estimerede return levels fglger de modelbestemte kurver, og vi i QQ plots ser, at de
estimerede vaerdier forholdsvis praecist fglger de empiriske. Ser vi pa plots af empiriske- og
modellerede teetheder, der kan ses i bilag 9.11, opnar vi samme konklusion. Modellerne
giver et godt fit og felger de empiriske taetheder godt. Hvis vi sammenligner return level
plots og QQ plots for modellerne med threshold upp = 1,2, uy y = 1,3 ogupg = 1,4, uy, =
1,7 og uy, = 1,6, der kan ses i Figur 5-15 og Figur 5-16, bemaerker vi, at usikkerhederne er
blevet stgrre, men at der ikke umiddelbart er tydelig forskel i fittet af modellerne. Pa
baggrund af vores undersggelse kan vi ikke konkludere hvilke af de to thresholds, der giver
de bedste resultater, men da vi for lavere thresholds sa estimerede return levels, der
oversteg usikkerhederne, og samtidig havde modeller bygget pa mange maksima veaerdier,
vaelger vi at fortseette med modellerne, der har thresholds upp = 1,4, uy = 1,7 og uy, =

1,6.

5.4 Estimering og sammenligning af Value-at-Risk og Expected Shortfall
estimater

| de forrige afsnit har vi anvendt ekstremvaerditeori og statistiske modeller til modellering af
volatilitet i finansiel data, og det har givet os en raekke modeller, som vi nu vil benytte til at
estimere Value-at-Risk og Expected Shortfall. Til at begynde med estimerer vi de to
finansielle risikomal pa BM- og POT modellerne, hvor vi fra log afkastet af de tre tidsraekker
undersggte ekstremvaerdier og estimerede deres fordelinger. Dernaest forsggte vi at starte
med modellering af log afkastets volatilitet, idet vi estimerede en reekke ARCH- og GARCH
modeller for log afkastet af hver tidsraekke og fandt de bedste modeller for hver
virksomhed. Dette resulterede i tre GARCH modeller, som vi kunne beregne standardiserede
residualer af, og af disse estimerer vi VaR og ES. Til slut benyttede vi de standardiserede
residualer fra GARCH modellerne og identificerede maksima veaerdier heraf via Block
Maxima- og Peaks Over Threshold metoderne. Det resulterede i en BM- og POT model for
hver af de tre virksomheder, hvorfra vi vil benytte parameterestimaterne til estimering af

VaR og ES.
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Tidligere i teoriafsnittet omkring estimering af VaR og ES for BM metoden blev naevnt, at
Peaks Over Threshold generelt giver bedre resultater ved undersggelse af ekstremvaerdier
for finansiel data, da Block Maxima metoden ikke fanger klyngedannelse. Pa baggrund af
dette vil vi ikke estimere Expected Shortfall for modellerne bygget pa BM metoden, men

derimod kun kigge pa Value-at-Risk estimater.

| estimeringen af Value-at-Risk og Expected Shortfall for GARCH modellerne, indgar den
betingede middelvaerdi og varians, samt fordelingsfunktionen for en standardiseret t-
fordeling. Nar disse er estimeret, indszettes de i formlen for estimering af 1-dag Value-at-
Risk, der er givet ved**:

t —
VaRa = Uesr + Ot+12q

-2
Zq = ’(vv )FT_I(CI)

hvor F;(t) er fordelingsfunktionen for en standardiseret t-fordeling T med antal

Med

frihedsgrader v > 2. Den betingede middelvaerdi- og varians estimerer vi, idet vi foretager
en 1-dags praediktion pd baggrund af de fittede GARCH modeller®® og finder de to veerdier.
Estimeringen af Value-at-Risk og Expected Shortfall for modellerne baseret pa EVT kan ses i
ligningerne (6), (8) og (9). Samlet ses estimater af VaR og ES pa baggrund af de opstillede

modeller i Tabel 5-14 nedenfor.

Value-at-Risk Expected Shortfall
Danske Bank

95% 99% 95% 99%

EVT m. manedlig blok 0,0082 0,0239 - -
EVIT m. upg = 0,02 0,0282 0,0495 | 0,0417 0,0653
GARCH(1,3) 0,0245 0,0502 | 0,0560 0,0865

GARCH(1,3)-EVT m. manedlig blok | 0,6849 1,5213 - -

GARCH(1,3)-EVT m. upp = 1,4 1,5827 2,6844 | 2,2699 3,3937

39 [McNeil & Frey (2000), ligning (2), p. 276]
40 [Ruppert et al. (2015), p. 562]

pg. 75



Value-at-Risk Expected Shortfall

Vestas

95% 99% 95% 99%
EVT m. manedlig blok 0,0125 0,0370 - -
EVT m. u, = 0,04 0,0444 0,0779 | 0,0665 0,1090
GARCH(1,3) 0,0421 0,0753 | 0,0948 0,1581

GARCH(1,3)-EVT m. manedligblok | 0,4316 1,4144 - -

GARCH(1,3)-EVT m.u, = 1,7 1,5888 2,5427 | 2,2111 3,3690
Value-at-Risk Expected Shortfall
Maersk
95% 99% 95% 99%
EVT m. manedlig blok 0,0128 0,0278 - -
EVT m. uy = 0,03 0,0312 0,0510 | 0,0438 0,0659
GARCH(1,1) 0,0283 0,0458 | 0,0487 0,0726

GARCH(1,1)-EVT m. manedlig blok | 0,6634 1,5578 - -

GARCH(1,1)-EVTm.uy = 1,6 1,5952  2,6237 | 2,2401 3,3148

Tabel 5-14: 1-dags Value-at-Risk og Expected Shortfall estimater for log afkast ved a = 0,95 og a = 0,99 for de
konstruerede modeller for Danske Bank A/S, Vestas Wind Systems A/S og A.P. Mgller — Meersk A/S.

Af Tabel 5-14 ser vi, at vi far de laveste Value-at-Risk og Expected Shortfall estimater af
modeller bygget kun pa Block Maxima metoden, mens modellerne bygget pa Peaks Over
Threshold giver lidt stgrre VaR og ES estimater. Dette indikerer, hvad vi kom ind pa i teorien,
hvor Block Maxima metoden grundet dens opbygning ikke medtager alle ekstreme veerdier,
hvis data indeholder klyngedannelse, som vi oftest ser for finansiel data. De lavere VaR og
ES estimater kan vaere et tegn pa, at Block Maxima modellerne ikke fanger al information i
halefordelingerne af de tre log afkast. Vi ser ogsa, at for de “rene” modeller afviger
estimaterne af VaR og ES for GARCH- og POT modellerne naesten ikke. GARCH modellerne
modellerer strukturen af den betingede varians for de tre log afkast og fanger dermed
klyngedannelse i volatiliteten, mens POT metoden fanger nogle informationer i
halefordelingen, som BM metoden ikke kunne. Af Tabel 5-14 ses de stgrste VaR og ES

estimater for de kombinerede GARCH-EVT modeller bygget pa POT metoden, idet de
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kombinerede modeller fanger bade klyngedannelse i volatilitet, men ogsa informationen i
ekstremveerdierne. Ud fra estimaterne kan vi bekraefte, at de “rene” modeller
underestimere risikoen forbundet med de tre investeringer, safremt vi kan antage, at
GARCH-EVT modellerne med POT metoden giver et tilfredsstillende estimat af VaR og ES. Vi
ser ogsd, at GARCH-EVT modellerne med BM metoden resulterer i betydeligt lavere
estimater af VaR og ES sammenlignet med GARCH-EVT modellerne med POT metoden. Helt
generelt ser vi, at ekstremvaerditeori gger den estimerede risiko, da informationer i log
afkastenes halefordelinger medtages. Af de to EVT metoder giver POT bedste estimater af

VaR og ES.

6 Konklusion

Vi gnskede at undersgge, om estimeringen af de finansielle risikomal, Value-at-Risk og
Expected Shortfall kunne optimeres med anvendelse af ekstremvaerditeori. Baseret pa
brugen af de forskellige modeller/metoder kan konkluderes, at anvendelsen af
ekstremvaerditeori optimerer estimeringen af de finansielle risikomal og giver en mere
preecis risikovurdering.

For at undersgge dette anvendte vi forskellige metoder til estimering af VaR og ES, idet vi
benyttede ekstremvaerditeori — her BM og POT metoderne - og heteroskedastiske modeller,
ARCH og GARCH, samt kombinationer af GARCH-EVT modeller. For de rene EVT modeller sa
vi, at fordelingen af maksima veerdierne blev estimeret til at fglge en Frétchet fordeling med
tunge haler, idet £ > 0. | teorien skulle vi ogsa gerne se, at estimaterne af haleindekset & er
ens for GEV og GPD fordelingerne*!, da formparameteren er ens i de to metoder, men det
sa vi ikke for de estimerede modeller. Af Block Maxima og Peaks Over Threshold metoderne
sa vi hgjere estimater af VaR og ES for POT modellerne, hvilket vi forventede, da vi med BM
metoden kan risikere at miste ekstremvaerdier grundet metodens identificering af maksima
vaerdier. Estimaterne af VaR og ES var dog st@rre for de rene GARCH modeller, der
modellerede klyngedannelsen i volatiliteten for de tre tidsraekker. Pa trods af dette sa vi de

hgjeste VaR og ES estimater fra de kombinerede GARCH-EVT modeller bygget pa POT

41 [Coles, S. (2001), p. 75-76]

pg. 77



metoden, der viste sig at resultere i betydeligt stgrre estimater sammenlignet med
estimaterne fra GARCH-EVT modellerne bygget pa BM metoden. GARCH-POT modellerne
estimerede VaR og ES betydeligt starre end GARCH modellerne. Baseret pa ovenstdende
indikerer vores undersggelse altsa, at anvendelsen af ekstremvaerditeori kan optimere
estimeringen af VaR og ES, idet risikoen for stgrre finansielle tab estimeres til at veere stgrre
for de tre investeringer, nar vi benytter en kombineret GARCH-EVT model. Det tyder p3, at
der er informationer i halefordelingen af de tre log afkast, som rene ARCH- og GARCH

modeller ikke kan fange.

7 Perspektivering

| denne afhandling sa vi, at anvendelsen af ekstremvaerditeori og heteroskedastiske
modeller kan vaere med til at forbedre estimeringen af finansielle risikomal og dermed ogsa
finansiel risikostyring, idet et bedre beslutningsgrundlag bliver dannet. Pa trods af dette, har
vi begraenset den empiriske analyse ved eksempelvis at udelukke modeller til modellering af
den betingede middelvaerdi, sésom ARMA(p, q), hvilket kunne have forbedret model fittet
af GARCH og GARCH-EVT modellerne. Vi sa ogsa, at de fittede GARCH modeller havde
forholdsvis hgje ordener af p og g, hvilket en kombination af ARMA+GARCH model muligvis
kunne have a&ndret pa. En anden mulighed for at udvide undersggelsen kunne have veeret
at inddrage modeller, sdsom AP-ARCH eller EGARCH, der kan fange asymmetrisk volatilitet
og den gearingseffekt, som nogle gange kan observeres for finansiel data, hvor negative
chok pavirker volatiliteten mere end positive chok. Alt dette kunne muligvis have resulteret i
bedre model fit og dermed ledt til bedre estimater af Value-at-Risk og Expected Shortfall.
Derudover kunne en udvidelse ogsa vaere at kigge ind i “backtesting”, der muligvis kunne
benyttes som evalueringsveerktgj af de forskellige estimater af Value-at-Risk og Expected
Shortfall. Det kunne have givet et bedre grundlag til vurdering af estimaterne og dermed om
metoderne/modellerne kan anvendes inden for finansiel risikostyring. Derudover kunne
man ogsa kigge pa forskellige estimeringsmetoder i stedet for kun at benytte maximum
likelihood estimering, eller udvide antallet af modeller og f.eks. forsgge at fitte en
kombination af BM- og POT metoderne, hvor man fgrst inddeler i blokke og dernaest finder

vaerdier over thresholds.
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9 Bilag

9.1 Dekomposition af tidsraekkerne
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Figur 9-1: Dekomposition af Danske Bank A/S (@verst venstre), Vestas Wind Systems A/S (averst hgjre) og A.P. Mgller —
Meersk A/S (nederst).
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9.2 ACF plots for lukkekurserne
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Figur 9-2: ACF plots af de historiske lukkekurser for Danske Bank A/S, Vestas Wind Systems A/S og A.P. Mgller — Maersk A/S.
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9.3 QQ plots for kvartalsvise- og manedlige maksima vaerdier
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Figur 9-3: QQ plots af EVT modellerne med kvartalsvis- og mdnedlig blokstgrrelse for Danske Bank A/S, Vestas Wind
Systems A/S og A.P. Mgller — Meersk A/S.

9.4 Plots af parameterestimater mod thresholdvaerdier
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Figur 9-4: Plots af parameterestimater mod thresholdveerdier for Danske Bank A/S (gverst), Vestas Wind Systems A/S

(naestgverst) og A.P. Mgller — Maersk A/S (nederst).
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9.5 ACF plots af standardiserede- og kvadrerede standardiserede residualer fra
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Figur 9-5: ACF plots af standardiserede- og kvadrerede standardiserede residualer efter fit af GARCH modeller for Danske
Bank A/S, Vestas Wind Systems A/S og A.P. Mgller - Maersk A/S.
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9.6 Likelihood ratio tests for GARCH-EVT modellerne med forskellige

blokstgrrelse
3 modeller for Danske Bank A/S:
- Halvarlige maksima vaerdier vs. kvartalsvise maksima veerdier
Likelihood-ratio = —52,817 med p-vaerdi = 1 og a = 0,05
- Halvarlige maksima vaerdier vs. manedlige maksima vardier
Likelihood-ratio = —217,49 med p-veerdi = 1 og @ = 0,05
- Kvartalsvise maksima vaerdier vs. manedlige maksima vaerdier

Likelihood-ratio = —164,67 med p-veerdi = 1 og @ = 0,05

3 modeller for Vestas Wind Systems A/S:
- Halvarlige maksima vaerdier vs. kvartalsvise maksima veerdier
Likelihood-ratio = —43,986 med p-vaerdi = 1 og a = 0,05
- Halvarlige maksima vaerdier vs. manedlige maksima vardier
Likelihood-ratio = —229,67 med p-veerdi = 1 og @ = 0,05
- Kvartalsvise maksima vaerdier vs. manedlige maksima vaerdier

Likelihood-ratio = —185,69 med p-veerdi = 1 og @ = 0,05

3 modeller for A.P. Mgller — Maersk A/S:
- Halvarlige maksima vaerdier vs. kvartalsvise maksima veerdier
Likelihood-ratio = —41,732 med p-veaerdi = 1 og a = 0,05
- Halvarlige maksima vaerdier vs. manedlige maksima vardier
Likelihood-ratio = —209,85 med p-veerdi = 1 og @ = 0,05
- Kvartalsvise maksima vaerdier vs. manedlige maksima vaerdier

Likelihood-ratio = —168,12 med p-veerdi = 1 og @ = 0,05
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9.7 Teethedsfunktioner for GARCH-EVT modeller med kvartalsvis- og manedlig
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Figur 9-6: Taethedsfunktioner for GARCH-EVT modellerne med kvartalsvis- og mdnedlig blokstgrrelse for Danske Bank A/S,
Vestas Wind Systems A/S og A.P. Mgller — Maersk A/S
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9.8 Taethedsfunktioner for GARCH-EVT modellerne med lavere thresholds
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Figur 9-7: Plot af empiriske- og modellerede taetheder for modeller med threshold upg = 1,2 og uy » = 1,3.
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9.9 Plots af parameterestimater mod thresholdvaerdier for GARCH-EVT
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Figur 9-8: Parameterestimater mod thresholdveerdier for Danske Bank A/S (@verst), Vestas Wind Systems A/S (naestgverst)

og A.P. Mgller — Meersk A/S (nederst).

9.10 AIC veerdier for modeller med forskellige thresholds

Danske Bank | Vestas Maersk
Threshold AIC AIC AIC
upp = 1,20guyy =13 273,4408 | 217,8625 | 217,2029
upg = 1,4, uy =1,708uy =16 | 207,1619 | 114,1668 | 143,06

Tabel 9-1: AIC veerdier for modellerne med hgje og lave thresholds for Danske Bank A/S, Vestas Wind Systems A/S og A.P.
Mgller — Maersk A/S.
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9.11 Teethedsfunktioner for GARCH-EVT modeller med hgjere thresholds

Plot af taetheder - Danske Bank Plot af taeetheder - Vestas
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Figur 9-9: Plot af empiriske- og modellerede taetheder for modeller med threshold upp = 1,4, u, = 1,7 og uy; = 1,6.
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9.12 R Kode

Da den samlede R kode fylder 1580 linjer i R, svarerende til cirka 40 sider i Word, indszettes i
stedet enkelte udtraek fra opgavens R kode, der viser, hvordan ekstremvaerditeori,
heteroskedastiske modeller, VaR og ES er estimeret. De forskellige udtraek vil veere

eksempler p3, hvordan de forskellige metoder osv. er blevet brugt.

Block Maxima metode af log afkast og estimering af GEV fordeling:
### manedlige maksima veerdier

# Danske Bank

monthmax.danske <- blockMaxima(log.danske, block = 21)

length(monthmax.danske)

gev.danske <- fevd(x = monthmax.danske, type = "GEV", method = "MLE")

summary(gev.danske)

plot(gev.danske, type = "rl", main = "Return level plot for Danske Bank")

Block Maxima metode - konfidensinterval for parameterestimer via profil-

likelihood:

#konfidensinterval for parameterestimater

ci(gev.danske, type = "parameter")

#location

ci(gev.danske, type = "parameter", method = "proflik", which.par =1,
xrange = ¢(0.01, 0.04), nint = 100, verbose = TRUE)

#scale

ci(gev.danske, type = "parameter", method = "proflik", which.par = 2,
xrange = ¢(0.007, 0.02), nint = 100, verbose = TRUE)

#shape

ci(gev.danske, type = "parameter", method = "proflik", which.par = 3,
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xrange = ¢(0.01, 0.5), nint = 100, verbose = TRUE)

Peaks Over Threshold metode af log afkast og estimering af GPD fordeling:
#finder maksima veerdier (blocks: semi-annual = 130, quarterly = 65, monthly = 21)
### manedlige maksima veerdier

# Danske Bank

monthmax.danske <- blockMaxima(log.danske, block = 21)

length(monthmax.danske)

gev.danske <- fevd(x = monthmax.danske, type = "GEV", method = "MLE")

summary(gev.danske)

plot(gev.danske, type = "rl", main = "Return level plot for Danske Bank")

#konfidensinterval for parameterestimater

ci(gev.danske, type = "parameter")

#location

ci(gev.danske, type = "parameter"”, method = "proflik", which.par = 1,
xrange = ¢(0.01, 0.04), nint = 100, verbose = TRUE)

#scale

ci(gev.danske, type = "parameter"”, method = "proflik", which.par = 2,
xrange = ¢(0.007, 0.02), nint = 100, verbose = TRUE)

#shape

ci(gev.danske, type = "parameter", method = "proflik", which.par = 3,

xrange = ¢(0.01, 0.5), nint = 100, verbose = TRUE)

Peaks Over Threshold metode — konfidensinterval for parameterestimater via

profil-likelihood:
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#konfidensinterval for parameteterestimaterne

# danske bank

gpd.pfshape(gpd.danske, range = ¢(-0.05, 0.4), conf = 0.95)
gpd.pfscale(gpd.danske, range = ¢(0.005, 0.02), conf = 0.95)

# vestas
gpd.pfshape(gpd.vestas, range = ¢(0.001, 0.45), conf = 0.95)
gpd.pfscale(gpd.vestas, range = ¢(0.01, 0.03), conf = 0.95)

# maersk
gpd.pfshape(gpd.maersk, range = c¢(-0.065, 0.35), conf = 0.95)
gpd.pfscale(gpd.maersk, range = ¢(0.005, 0.017), conf = 0.95)

Estimering af Value-at-Risk og Expected Shortfall efter fit af GEV- og GPD
fordelinger:

### BM METODE ###

#vi definerer estimaterne fra fit af GEV, da

#dette gor det muligt at bruge formel fra afhandling

# danske bank

mu.danske <- gev.danske[["results"]][["par"]][["location"]]
sigma.danske <- gev.danske[["results"]][["par"]][["scale"]]
xi.danske <- gev.danske[["results"]][["par"]][["shape"]]

n.danske <- length(monthmax.danske)

var95.danske <- mu.danske-(sigma.danske/xi.danske)*
(1-(-n.danske*log(0.95))”(-xi.danske))
var99.danske <- mu.danske-(sigma.danske/xi.danske)*

(1-(-n.danske*log(0.99))"(-xi.danske))
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### POT METODE ###
#Value at Risk og Expected Shortfall estimering
#vi definerer estimaterne fra fit af GPD, da

#dette gor det muligt at bruge formler fra afhandling

# danske bank
gpdxi.danske <- 0.09770
gpdbeta.danske <- 0.01141
nu <- length(exceed.danske)

n <- length(log.danske)

var95 <- 0.02+(gpdbeta.danske/gpdxi.danske)*(((1-0.95)/(nu/n))*(-gpdxi.danske)-1)
var99 <- 0.02+(gpdbeta.danske/gpdxi.danske)*(((1-0.99)/(nu/n))*(-gpdxi.danske)-1)

es95 <- var95/(1-gpdxi.danske)+(gpdbeta.danske-gpdxi.danske*0.02)/(1-gpdxi.danske)
es99 <- var99/(1-gpdxi.danske)+(gpdbeta.danske-gpdxi.danske*0.02)/(1-gpdxi.danske)

Bestemmelse af bedste ARCH og GARCH modeller pa log afkastet:
Hit#tH HETEROSKEDASTISK MODEL #####

#tager log afkast og fitter bedste ARCH/GARCH model

#finder bedste ARCH og GARCH model ud fra AIC og BIC informationskriterier.

# danske bank:

#finder bedste ARCH model
k <- NULL

r <- NULL

i=1

for(iin 1:5) {
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A <- ugarchspec(variance.model = list(model="sGARCH", garchOrder=c(i,0))
, mean.model = list(armaOrder=c(0,0))

, distribution.model="std")

modelfit <- ugarchfit(spec = A, data = log.danske, solver = "hybrid")
r <- ¢("AIC" = infocriteria(modelfit)[1], "BIC" = infocriteria(modelfit)[2],
"Orden" = c(i,0))
k <- rbind(k,r)
A <- NULL
modelfit <- NULL
}
(k <- as.data.frame(k))
min(kSAIC)
min(kSBIC)
#bedste ARCH er ARCH(5,0) jf. AIC og ARCH(3,0) jf. BIC.

#finder nu bedste GARCH model
k <- NULL
r <- NULL

for(iin 1:3) {
for(j in 1:3){
A <- ugarchspec(variance.model = list(model="sGARCH", garchOrder=c(i,j))
, mean.model = list(armaOrder=c(0,0))

, distribution.model="std")

modelfit <- ugarchfit(spec = A, data = log.danske, solver = "hybrid")

r <- ¢("AIC" = infocriteria(modelfit)[1], "BIC" = infocriteria(modelfit)[2],

"Orden p" =c(i, j))
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k <- rbind(k,r)

A <- NULL
modelfit <- NULL
}

}
(k <- as.data.frame(k))

min(kSAIC)
min(kSBIC)
#bedste GARCH model er GARCH(1,3) jf. AIC og GARCH(1,1) jf. BIC

Bedste ARCH og GARCH modeller fittes og standardiserede residualer defineres:
#vi fitter nu bedste modeller for de tre virksomheder
# danske bank: GARCH(1,3)
garch.danske <- ugarchspec(variance.model = list(model="sGARCH", garchOrder=c(1,3))
,mean.model = list(armaOrder=c(0,0))
,distribution.model="std")

danske.fit <- ugarchfit(spec = garch.danske, data = log.danske)

# vestas: GARCH(1,3)

garch.vestas <- ugarchspec(variance.model = list(model="sGARCH", garchOrder=c(1,3))
,mean.model = list(armaOrder=c(0,0))
,distribution.model="std")

vestas.fit <- ugarchfit(spec = garch.vestas, data = log.vestas)

# maersk: GARCH(1,1)
garch.maersk <- ugarchspec(variance.model = list(model="sGARCH", garchOrder=c(1,1))

,mean.model = list(armaOrder=c(0,0))
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,distribution.model="std")

maersk.fit <- ugarchfit(spec = garch.maersk, data = log.maersk)

#autokorrelation testes for residualerne
# danske bank
sres.danske <- danske.fit@fitSresiduals / danske.fit@fitSsigma
ssres.danske <- (danske.fit@fitSresiduals / danske.fit@fitSsigma)*2
acf(sres.danske, main = "ACF plot af standardiserede residualer",
sub = "Danske Bank")
acf(ssres.danske, main = "ACF plot af kvadrerede standardiserede residualer",

sub = "Danske Bank")

Box.test(sres.danske, lag = 10)

Box.test(ssres.danske, lag = 10)

Estimering af Value-at-Risk og Expected Shortfall efter fit af ARCH og GARCH
modeller:

### ESTIMERING AF VaR og ES ###

# danske bank

#danske.fit er mit GARCH fit

print(danske.fit) # shape = df = 4.894970

#finder betinget middelvaerdi og betinget varians
pred.danske <- ugarchforecast(danske.fit, data = sres.danske, n.ahead = 1)

print(pred.danske)

mu.danske <- fitted(pred.danske)

sig.danske <- sigma(pred.danske)

pg. 101



#1-dags VaR med betinget middelvaerdi- og standardafvigelse fra obs 1.
295 <- sqrt((4.894970-2)/4.894970)*

(gdist(distribution = "std", shape = 4.894970, p = 0.95))
299 <- sqrt((4.894970-2)/4.894970)*

(xgt(distribution = "std", df = 4.894970, p = 0.99))

VaR.danske95 <- mu.danske+sig.danske*z95

VaR.danske99 <- mu.danske+sig.danske*z99

ESst(p = 0.95, mu = mu.danske, sd = sig.danske, df = 4.894970)
ESst(p = 0.99, mu = mu.danske, sd = sig.danske, df = 4.894970)
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